TOPOLOGIA ALGEBRAICA

Prof. Marta Macho Stadler

MASTER EN MODELIZACION E INVESTIGACION MATEMATICA,
ESTADISTICA Y COMPUTACION 2013/2014



Marta Macho Stadler

Departamento de Matematicas

Facultad de Ciencia y Tecnologia

Universidad del Pais Vasco—Euskal Herriko Unibertsitatea
Barrio Sarriena s/n, 48940 Leioa

e-mail: marta.macho@ehu.es

http://www.ehu.es/~mtwmastm
TIf: 946015352 Fax: 946012516

Portada: Running Addiction, ilustracién de Scott DuBar (www.scottdubar.com).
Gracias por permitirme incluirla.



Indice general

[ntroduccionl
[0.1. ;Por qué la Topologia Algebraica?] . . . . . ... .. ... ... .....

[0.2.  ;Donde se aplica la Topologia Algebraica?. . . . . . .. ... ... ...

[0.2.3. Otras aplicaciones| . . . .. ... .. ... ... .........
[0.2.4. Organizaciondel texto] . . . . . . . . ... ... ... ... ...

[ Prelimi l
[1.1. Categorias y functores| . . . . .. .. ... ... ... ... .......
(1.2. Conexion por CAmMINOS| . . . . . . v v v v v v vt e e e e e
[1.3.  Algunas nociones sobre grupos| . . . . . . .. ... ... oL

(1.3.1.  Grupo (no abeliano) libre con dos generadores| . . . . . ... ..
(1.3.2. Grupo libre sobre un conjunto| . . . . . . . ... ... ... ...
(1.3.3. Producto libre de dos grupos| . . . . . ... ... ... ......
(1.3.4.  Producto amalgamado de dos grupos| . . . ... ... ... ...
(1.3.5. Presentaciones de grupos|. . . . . . . ... ... ...
[1.4. Clasificacion de superficies compactas| . . . . . . . . . .. ... ... ..
(1.4.1.  Definicion de superficie y ejemplos| . . . . . . ... ... .. ..
(1.4.2. Regiones poligonales| . . . . . ... ... ... ... .......
(1.4.3. Suma conexa de superficies| . . . .. .. ... ... .......

2. Homotopia de aplicaciones|
[2.1. Homotopia de aplicaciones| . . . . . .. .. ... ... .. ... .....
[2.2. La categoria de espacios topologicos y homotopias| . . . . ... ... ..




4 Indice general
3. EI grupo fundamental| 33
[3.1. Homotopiadecaminos| . . . . .. ... .. ... ... .. ........ 33
[3.2. El grupo fundamental| . . . . . .. ... ... .. ... ... ... ..., 35
[3.3.  Grupo fundamental de la estera de dimension 1} . . . . . . . . ... ... 38
[3.4. Teorema de Seifert—Van Kampen| . . . . . . . ... ... ... ... ... 44
[3.5. Grupos de homotopia superiores| . . . . . . . .. .. ... ... ..... 46
3.6. Problemasl . . . . . . ... . 48
4. Estudio de los espacios recubridores| 55
[4.1. Espaciosrecubridores| . . . . . . . ... ... ... ... ... ... ... 56
.2. Propiedades de levantamiento|. . . . . . . . ... ... Lo L. 58
{4.3.  Aplicaciones recubridoras y grupo fundamental| . . . . . . ... ... .. 59
.4. El grupo de las transformaciones recubridoras| . . . . . . .. .. ... .. 60
4.5. Homomorfismos recubridoresl . . . ... .. ... ... ... ...... 63
4.6. El espacio recubridor universall . . . . . ... ... ... 0L, 64
{4.7.  Acciones propiamente discontinuas y espacios recubridores|. . . . . . . . 65
{4.8. El teorema de clasificacion de los espacios recubridores| . . . . . . . . .. 66
M9, Problemas| . . . . . . . ... 67



Introduccion

0.1. (Por qué la Topologia Algebraica?

Uno de los problemas bésicos de la topologia es el de determinar cuando dos espa-
cios son 0 no homeomorfos. No hay un método general para resolver esta cuestion, pero
existen técnicas que se pueden aplicar en casos particulares.

Probar que dos espacios son homeomorfos consiste en encontrar una funcién continua
de uno de los espacios sobre el otro, que tenga una inversa continua. Pero, la construccién
de funciones continuas no es un problema sencillo en general.

Probar que dos espacios no son homeomorfos es un asunto diferente: para ello, debe-
mos demostrar que no existe ninguna funcién continua con inversa continua entre ambos
espacios. Si encontramos una propiedad topoldgica verificada por uno de los espacios
pero no por el otro, el problema queda resuelto y los espacios no pueden ser homeomor-
fos. Por ejemplo, el intervalo cerrado [0, 1] no puede ser homeomorfo al intervalo abierto
(0,1) (ambos provistos de la topologia inducida por la de la recta real), porque el primer
espacio es compacto y el segundo no. También sabemos que los espacios euclideos R y
R? no pueden ser homeomorfos, porque si se elimina un punto de R? el espacio resultante
sigue siendo conexo, pero éste no es el caso si se priva a R de un punto.

Las herramientas topoldgicas que conocemos de un curso de topologia general no son
las mas adecuadas para solucionar este problema de defectar la equivalencia topoldgica de
dos espacios. Por ejemplo, ;podemos probar que el plano euclideo R? no es homeomorfo
al espacio euclideo R3? Si pasamos revista a las propiedades topoldgicas que conocemos
—compacidad, conexidn, metrizabilidad, etc.— no encontramos ninguna peculiaridad que
nos permita distinguirlos.

Otro ejemplo ilustrativo se obtiene al considerar superficies como la esfera S, el toro
T? o la superficie compacta de género dos T,. De nuevo, ninguna de las propiedades
topologicas que conocemos nos permiten distinguirlos: los tres espacios son compactos,
conexos y metrizables.
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Asi, debemos introducir nuevas propiedades y técnicas para resolver este problema.
Una de las herramientas mds naturales es la de conexion simple: de manera informal, un
espacio X es simplemente conexo, cuando toda curva cerrada en X puede contraerse a un
punto en el espacio. Esta cualidad permite distinguir R? de R3: si se elimina un punto de
IR3, el espacio resultante es simplemente conexo, pero éste no es el caso si se considera R?
privado de un punto. Esta propiedad también diferencia S?, que es simplemente conexo,
de T? que no lo es. Pero, por ejemplo, no distingue entre T? y T5, porque ninguno de los
dos espacios posee esta propiedad.

Hay una idea, mas general que la de conexion simple, un concepto que engloba a ésta
como un caso particular y que tiene relacion con un cierto grupo, llamado el grupo funda-
mental del espacio. Dos espacios homeomorfos tienen grupos fundamentales isomorfos;
y la condicién de conexién simple consiste precisamente en que el grupo fundamental
sea trivial. La prueba de que S? y T? no son homeomorfos puede reformularse, diciendo
que el grupo fundamental de S? es trivial y que el de T? no lo es. El grupo fundamen-
tal distingue mejor los espacios que la condicion de conexion simple. Puede usarse, por
ejemplo, para probar que T? y T, no son homeomorfos, argumentando que T? tiene grupo
fundamental abeliano, mientras que el de T no lo es.

Lamentablemente, con estas herramientas, tampoco somos capaces de probar que, por
ejemplo, S? y S” para n > 2 no son homeomorfos: para demostrarlo habria que recurrir a
propiedades de homologia, que escapan de los objetivos de este curso.

0.2. (;Dodnde se aplica la Topologia Algebraica?

Los resultados que veremos en este curso, que son tan s6lo una pequena parte de
lo que se denomina topologia algebraica, se aplican en primer lugar a otras ramas de
las matematicas: son, sin duda alguna, esenciales en muchos de los razonamientos de
geometria diferencial, andlisis, dlgebra, andlisis numérico e investigacion operativa.

Pero es ademds una herramienta indispensable en fisica, quimica, medicina, biologia,
informatica, teoria de juegos, etc.

Citamos a continuacion brevemente algunas de estas aplicaciones.
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0.2.1. Teoria de grafos

El estudio de grafos estd ligado habitualmente a la topologia, convirtiéndose en una
valiosa herramienta matemética en campos tan dispares como la investigacion operativa,
la lingiiistica, la quimica, la fisica, la genética y la teoria de redes. Un grafo es un conjunto
de puntos, los vértices, algunos de los cuales estan ligados entre si por medio de lineas,
las aristas. La naturaleza geométrica de estos arcos no tiene importancia, solo cuenta la
manera en la que los vértices estan conectados. Un buen texto para profundizar en esta
materia es [R. Diestel, Graph Theory, Springer, 2000].

Uno de los problemas clasicos de matemadticas resueltos con esta teoria es el conocido
problema de los siete puentes de Konisberg: en 1700, los habitantes de Konisberg, se
preguntaban si era posible recorrer esta ciudad pasando una vez y s6lo una por cada uno
de los puentes sobre el rio Pregel, y volviendo al punto de partida. En aquella época,
Konisberg tenia siete puentes, uniendo las cuatro partes de la ciudad separadas por las
aguas, y dispuestas como se muestra en la figura.

En 1736, L. Euler probd que la respuesta a esta pregunta era negativa, usando un grafo
con cuatro vértices simbolizando las cuatro partes separadas de la ciudad y trazando entre
estos vértices las aristas, representando los puentes: este grafo no es euleriano, condicién
probada como necesaria y suficiente para que el problema tenga respuesta positiva.

En 1847, G. Kirchhoff analizé un tipo especial de grafo llamado drbol y utilizo6 este
concepto en ciertas aplicaciones de redes eléctricas, al formular su extension de las leyes
de Ohm para flujos eléctricos. Diez afios después, A. Cayley usé el mismo tipo de grafos
para contar los distintos isémeros de hidrocarburos saturados del tipo C,, Hy,, 12, para n
entero positivo.
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El teorema de los cuatro colores (ver un excelente repaso histérico del problema en
[R. A. Wilson, Four colors suffice: how the map problem was solved, Penguin Books,
2002]) tiene también estrecha relacidén con esta teoria. En 1852, F. Guthrie plantea la
siguiente conjetura: para colorear cualquier mapa geopolitico plano (suponiendo cada
pais formado por un unico trozo), de tal modo que dos paises con frontera comiin sean de
distinto color, basta (como mdximo) con cuatro colores. Si se elige un punto en cada pais
representado y se traza una linea uniendo dos puntos cada vez que correspondan a dos
paises adyacentes, se obtiene un grafo. El problema del coloreado consiste entonces en
atribuir un color a cada vértice del grafo, de manera que dos vértices conectados tengan
siempre un color diferente.

En 1976, K. Appel y W. Haken dan una prueba del teorema de los cuatro colores,
demostrando mediante un complicado programa de ordenador que, efectivamente, cuatro
colores son suficientes para colorear cualquier mapa plano. Algunos matemaéticos tienen
muchas reservas con respecto a esta demostracion. Pero, en 1996, N. Robertson, D. P.
Sanders, P. Seymour y R. Thomas, publican una nueva prueba, sin los inconvenientes de
la demostracion de Appel y Haken, como el elevado niimero de configuraciones a estudiar
y el tiempo que todo este procedimiento requiere.

El teorema de los cuatro colores es igualmente cierto para mapas esféricos. Sobre otras
superficies, el nimero de colores necesarios varia, por ejemplo un mapa torico precisa
como minimo siete colores.

Los grafos no sélo interesan a los matematicos puros. Se usan también para represen-
tar circuitos eléctricos, para realizar calculos tedricos relativos a particulas elementales,
etc. La teoria de grafos tiene igualmente una importancia econdmica directa, por sus nu-
merosas aplicaciones en investigacion operativa. Por ejemplo, para determinar el trayec-
to 6ptimo (el menos costoso, el mds rapido) de camiones que deben repartir y recoger
productos a numerosos clientes esparcidos por un pais determinado, la red de carreteras
puede modelizarse por un grafo, cuyas aristas son las carreteras de una ciudad a otra, a
cada arista se le asocian varios ndmeros: longitud del camino correspondiente, tiempo de
recorrido, coste del peaje, etc. Usando célculos y algoritmos a veces complejos, se de-
terminan una o varias soluciones, y se trata entonces de encontrar la mejor de ellas: se
estd estudiando la llamada topologia de la red.

0.2.2. La teoria de nudos

La técnica de tejido, que precisa cruces y anudados de hilos, se conoce ya en el neo-
litico. Aun en épocas anteriores, existen métodos que permiten unir una ldmina de silex
a su mango, con tripas, nervios de animales o fibras vegetales. Lamentablemente, la des-
composicion de todas estas ligaduras orgdnicas no permitird nunca conocer con precision
la edad de los primeros nudos. En la época actual, los marinos se han apropiado de esta
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técnica, esencial para su trabajo. En 1944, el pintor C.W. Ashley describe y dibuja en su
libro The Ashley Book of Knots exactamente 3.854 nudos.

Los nudos estan presentes en ambitos tan dispares como la decoracidn, la industria
textil, la magia, el alpinismo o la cirugia. Su estudio matematico permite ademas ver su
relacion con la fisica, la quimica o la biologia molecular.

El ADN, el material genético mds importante en la mayoria de los organismos, se ve
habitualmente como una doble hélice, en la que dos cadenas de nucledtidos complemen-
tarios se enrollan a lo largo de un eje curvo comun. La doble hélice puede moverse en
el espacio para formar una nueva hélice de orden mayor; en este caso se habla de ADN
sobreenrollado. Una gran parte de los ADN conocidos se muestran de esta manera so-
breenrollada en algtin momento del ciclo de su vida. Cada propiedad fisica, quimica y
bioldgica del ADN (comportamiento hidrodindmico, energético, ...) estd influenciado por
las deformaciones asociadas al sobreenrollamiento.

Fotografia ADN Nudo que la representa

La comprension del mecanismo del sobreenrollamiento y las consecuencias de estas
caracteristicas estructurales para el ADN es un problema matematico bastante complejo,
que hace intervenir dos ramas de la matematica: la topologia algebraica y la geometria
diferencial. Para estudiar mateméaticamente el sobreenrrollamiento, hay que construir un
modelo en el que la estructura se represente como un estrecho lazo torcido de espesor in-
finitesimal. Por ello, es necesario describir los nudos, encontrar caracteristicas esenciales
que permitan distinguirlos, en otras palabras, clasificarlos sin riesgo a confusion. Esta
propiedades, que deben permanecer inalterables a lo largo de la deformacidn, se llaman
invariantes del nudo.

Combinando la teoria de nudos con la teoria fisica de cuerdas, ha sido posible dar
una descripcion unificada de las cuatro fuerzas fundamentales de la naturaleza: gravedad,
electromagnetismo y las interacciones fuertes y débiles entre particulas.

Los quimicos crean en el laboratorio moléculas anudadas, cuyas propiedades les per-
miten modificar su forma o desplazarse en funcién de factores eléctricos, quimicos o
luminosos, decididos por la persona que dirige la experiencia. Estas nuevas moléculas se
parecen en algunas ocasiones a aquellas que, en la naturaleza, estuvieron en el origen de
la vida. Otras, permiten imaginar memorias para futuros ordenadores moleculares, ya no
electrénicos.
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0.2.3. Otras aplicaciones

La topologia algebraica, en particular a través de la denominada topologia digital,
posee numerosas aplicaciones en informética grafica, robdtica o procesamiento de ima-
genes digitales (utilizado a su vez en control automético de calidad, lectura automatica de
documentos, radiologia, meteorologia, geologia, etc.).

En teoria de sistemas dindmicos, el estudio de las propiedades cualitativas (topoldogi-
cas) de los modelos permite hacer predicciones certeras sobre el comportamiento de los
sistemas observados.

La teoria de homotopia se ha descubierto con una herramienta indispensable en fisica
(i) para clasificar formas de objetos como solitones, vortices, etc.;

(i1) en estudio de cristales liquidos, sustancias que exhiben la dualidad sélido-liquido, es
decir que, simultdneamente, poseen propiedades de los liquidos (fluidez y viscosi-
dad) y propiedades 6pticas que se parecen de modo asombroso a las de los cristales;

(iii) para la clasificacién de defectos y texturas en medios ordenados, como los cristales.

Ademas, fisicos y quimicos se centran en la teoria de casi-cristales, aleaciones metali-
cas, donde la disposicion de los dtomos es regular, como en un cristal, pero aperiddica.
Las teorias de grafos y de mosaicos proporcionan modelos de difraccion para los solidos
casi-cristalinos.

La teoria cudntica de campos emplea las teorias de homotopia y homologia como he-
rramientas basicas, la teoria de fibrados es esencial en estudios electromagnéticos, etc. Sin
duda, se descubrirdn en el futuro otras muchas maneras de aplicar las teorias topolégicas
a otros campos de la Ciencia.

0.2.4. Organizacion del texto

Las demostraciones de los resultados mds importantes estan indicadas en el texto.

Hay una amplia coleccion de ejercicios, de diferente dificultad, alguno de los cuales
deberé entregarse resuelto como ejercicio del curso.

La bibliografia indicada es muy amplia, aunque no exhaustiva. Se indican con * los
textos mas recomendables, por su sencillez en algunos casos, o por tratarse de textos
basicos y cldsicos en otras ocasiones.

Leioa, octubre de 2013



Preliminares

En este capitulo, repasamos algunos conceptos y estudiamos otros que utilizaremos
constantemente durante el curso.

1.1. Categorias y functores

Intuitivamente, una categoria puede pensarse como una coleccién de conjuntos dota-
dos de estructuras de la misma especie y aplicaciones que preservan estas estructuras. De
manera mas precisa

Definicion 1.1. Una categoria € esta formada por
(1) una clase de objetos, Obj(€),

(2) a cada par ordenado de objetos (X, Y'), le corresponde un conjunto de morfismos, de-
notado home(X,Y'), siendo las familias home(X,Y) y home(X',Y’) disjuntas si
el par (X, Y) es distinto del par (X', Y”). Un morfismo cualquiera f € home(X,Y)
se escribe usualmente del modo f: X — Y,

(3) dada una terna de objetos de la categoria (X, Y, Z), se define una aplicacion
o: home(X,Y) X home(Y, Z) — home(X, Z),
llamada composicion, que cumple los dos axiomas siguientes

» Asociatividad: si f € home(X,Y), g € home(Y,Z) y h € home(Z, W), es
ho(gef)=(hog)of,
= Identidad: a cada objeto Y en la categoria se le puede asociar el morfismo

identidad (que es tnico, debido a los axiomas), 1y € home(Y,Y), tal que si
fe€home(X,Y)yg € home(Y,Z),entonces goly =gy lyo f=f.

Ejemplos 1.1. Algunos ejemplos de categorias son

(i) Get, la categoria de conjuntos y aplicaciones;

1
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(i1) Group, la categoria de grupos y homomorfismos de grupos;

(iii) b, la categoria de grupos abelianos y homomorfismos de grupos;

(iv) PRing, la categoria de anillos conmutativos con unidad y homomorfismos de anillos;
(v) Top, la categoria de espacios topoldgicos y aplicaciones continuas;

(vi) Yecty, la categoria de espacios vectoriales reales y aplicaciones R-lineales;

(vii) Diff™, la categoria de variedades diferenciales de clase C> y aplicaciones diferen-
ciables de clase C°;

(viii) Top,, la categoria de pares de espacios topolégicos con punto base (X, {zo})
(donde zy € X))y aplicaciones continuas f: X — Y tales que f(xo) = yo;

(ix) ParTop, la categoria de pares de espacios topoldgicos (X, A) (donde A C X) vy
aplicaciones continuas f: X — Y tales que f(A) C B.

Definicion 1.2. Si f € home(X,Y) y existe g € home(Y, X), talque go f = 1xy
fog =1y, se dice que f es una equivalencia en la categoria €. Se dice que g es la inversa
de fy se denota por g = f~1.

Definicion 1.3. Un functor covariante T' de una categoria ¢; en una categoria €5, deno-
tado T": €, — &,, esta definido por

(i) una funcién 7" que asocia a cada objeto X en €, un objeto 7'(X) en €,,

(ii) una funcién, denotada también T, que asocia a cada morfismo f € home, (X,Y) un
morfismo T'(f) € home,(T(X),T(Y)), de tal modo que

(D T(1x) = 1rx),
(2)si f € home,(X,Y)yg € home, (Y, Z),esT(go f) =T(g) o T(f).

Definicion 1.4. Un functor contravariante T : €, — €5, esta definido por
(i) una funcién 7" que asocia a cada objeto X en €, un objeto 7'(X) en €,,

(ii) una funcién, denotada también T, que asocia a cada morfismo f € home, (X,Y) un
morfismo T'(f) € home,(T(Y), T (X)), de tal modo que

(D) T(1x) = 1rx),
(2)si f € home,(X,Y)yg € home, (Y, Z),esT(go f) =T(f) oT(g).
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El gran problema de la topologia algebraica es el de encontrar y estudiar una suficiente
cantidad de functores, de modo que la solucién de una cuestion topoldgica complicada
equivalga a la de un problema algebraico méas simple. Es decir, se trata de encontrar func-
tores de Top en Group, o de Top en 2Ab, etc.

Ejemplos 1.2. Algunos ejemplos de functores son

(i) el functor identidad de cualquier categoria € en si misma, definido de la manera
obvia;

(i1) el functor de olvido, de la categoria Top en la categoria de conjuntos Get, que asigna
a cada espacio topoldgico X el conjunto base X (sin estructura) y a cada aplicacion
continua la misma aplicacion olvidando su continuidad. Existen también functores
de olvido entre otras muchas categorias, por ejemplo de Group en Get, de b en
Group, etc;

(iii) si M es un espacio topoldgico, se define el functor covariante (— x M): Top — Top,
donde (— x M)(X) = X x M para cada espacio topolégico X ysi f: X — Y es
continua, (— x M)(f) = f x 1

(iv) el functor espacio dual, (—)*: Bectg —> Vectr, que asigna a cada espacio vectorial
real V', su dual V* (espacio vectorial de las aplicaciones lineales V' — R) y a
cada aplicacion lineal p: V — W la aplicacién dual ¢*: W* — V* definida por
©*(f)(x) = f(e(x)), es un ejemplo de functor contravariante;

(v) el functor contravariante C*°(—;R): Diff** — Ring, que asocia a una variedad
diferenciable M el anillo de las funciones reales diferenciables en M y a la apli-
cacion de clase C* f: M — N el homomorfismo f*: C°(N;R) — C>(M;R),
dado por f*(y) = ¢ o f.

Proposicion 1.1. Si T': & — &, es un functor 'y f es una equivalencia en &, entonces
T(f) es una equivalencia en €, tal que (T(f))™' = T(f7).

Definicion 1.5. Si 7" yS son dos functores de la categoria €; en la categoria €5, una
transformacion natural ® de S en T, denotada ®: S— T, es un sistema de morfismos
en &, x € home,(S(X),T(X)) para cada objeto X en €, que hace conmutativo el
siguiente diagrama, para cada f € homg, (X,Y)

sx)y Y gy

@Xl FY

7x) M oy
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Si cada ®x es una equivalencia, ¢ se llama una equivalencia natural. En tal caso, se
cumple 1) = &~ (es decir, Yy = @;(1, para cada objeto X en ¢;), y es también una
equivalencia natural (invirtiendo las flechas verticales en el diagrama anterior), llamada
equivalencia natural inversa.

Ejemplos 1.3. Algunos ejemplos de transformaciones naturales son
(i) consideremos los siguientes functores

» (—)*: Ring — Group, que asocia a un anillo R el grupo multiplicativo R~
de los elementos inversibles del anillo, y a un homomorfismo f: R— S su
restriccion al subconjunto de los elementos inversibles f|zx: RY — S;

= GL(n;—): Ring— Group, que asocia a un anillo R el grupo GL(n; R) de
las matrices n X n, inversibles y con valores en el anillo R, y a un homomor-
fismo f: R— S el homomorfismo de grupos f*: GL(n; R)— GL(n;S),
definido por f*((ai;)i;) = (f(aij))i;-

Entonces, detr: GL(n; R) — R, que asocia a cada matriz inversible su determi-
nante, es una transformacion natural entre estos dos functores;

(i1) consideremos los functores

s identidad Id: Yectg — Vectp,
= el functor doble dual (—)**: Lectg —> Vecty.

Entonces, ®: Yectg — Vectg, definido por ¢y (v) = (f — f(v)), para el espacio
vectorial real V'y f € V*, es una transformacion natural entre estos dos functores.
Si restringimos ¢ a la subcategoria de los espacios vectoriales de dimension finita,
se obtiene una equivalencia natural.

1.2. Conexion por caminos

La conexion es una propiedad dificil de manejar, al tratarse de una propiedad en sen-
tido negativo: un espacio topoldgico es conexo si no existe una separacion no trivial por
abiertos disjuntos. La conexion por caminos posee la ventaja de ser una propiedad alge-
braica y en sentido positivo.

Definicion 1.6. Dado un espacio topoldgico X, un camino en X es una aplicacién con-
tinuao: [0,1] — X. Sio(0) = ay o(1) = b, se dice que ¢ es un camino de a a b.

Definicion 1.7. X es conexo por caminos, si para todo par de puntos a,b € X existe un
camino que los une.
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Proposicion 1.2. Si X es conexo por caminos, es conexo.
El reciproco no es cierto:

Ejemplo 1.1. La curva seno topologico es el sub-
espacio del plano euclideo

A:((—oo,O]x{O})U{(m,sin(i))::1:>0}. .

A es conexo, pero no es conexo por caminos.

Ejemplos 1.4. A continuacién se dan algunos ejemplos de espacios conexos por caminos
(1) los espacios indiscretos son conexos por caminos;
(i1) en la recta real, los conjuntos conexos y los conexos por caminos coinciden;
(iii) para A C R", se verifica

= si A es conexo y abierto, es conexo por caminos;
= si A es convexo, es conexo por caminos;
= si Aescontableyn > 1, R" — A es conexo por caminos.

Teorema 1.3. La imagen continua de un espacio conexo por caminos, es conexa por
caminos.

Por lo tanto, la conexién por caminos es una propiedad topoldgica, pasa al cociente,
etc. Pero, no es una propiedad hereditaria.

Teorema 1.4. El producto finito de espacios conexos por caminos, es conexo por caminos.

Se define sobre X la relacion binaria x ~ y siy sélo si existe un camino en X que
une = e y. Se trata de una relacién de equivalencia, cuyas clases son las componentes
conexas por caminos de X . Se denota usualmente por mo(X) a la familia de estas clases.
La componente conexa por caminos de un punto x es el mayor conjunto conexo por
caminos de X que lo contiene.

Definicion 1.8. X es localmente conexo por caminos, si cada punto de X posee una base
local formada por conjuntos conexos por caminos.

A pesar del ejemplo[I.1] existe un reciproco parcial de la proposicién|I.2]

Proposicion 1.5. Si X es conexo y localmente conexo por caminos, entonces es conexo
por caminos.
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1.3. Algunas nociones sobre grupos

1.3.1. Grupo (no abeliano) libre con dos generadores

Sea £ el conjunto de las palabras finitas (incluida la palabra vacia) que se pueden
formar al yuxtaponer los simbolos a” y 0%, con p, ¢ € Z. Dada una palabra, estd permitido
efectuar las siguientes reducciones

» reemplazar un grupo de dos simbolos consecutivos a”a? por el simbolo a?*4;
= reemplazar un grupo de dos simbolos consecutivos b”b? por el simbolo HP*4;
= suprimir a® y 0°.

Una palabra para la que toda reduccion es imposible, es una palabra reducida. Esta for-
mada por una sucesioén de simbolos alternativamente de la forma a” y b9, con exponentes
no nulos. Se verifica facilmente que toda palabra admite una tnica reduccion.

Se denota por L(a,b) o Z = Z, al conjunto de las palabras reducidas dotado de la
ley de composicion siguiente: el producto m.m’ de dos palabras, es la palabra reducida
asociada a la palabra (no necesariamente reducida) obtenida al escribir m y m' conse-
cutivamente.

Para esta ley, L(a, b) es un grupo para el que la palabra vacia es el elemento neutro y
(a=Prb= .. .a"Pr1h~9) es la inversa de la palabra (b2 a?! ... b aPn).

Las aplicaciones @, b: Z —s L(a, b) definidas por a(p) = (a?) y b(q) = (b?) son dos
homomorfismos inyectivos.

Ademads, si G es un grupo 'y ¢, : Z — G son dos homomorfismos, existe un tnico
homomorfismo 6: L(a,b) — G talque foa = ¢ y 0 ob = 1),y dado por 0(a?) = ¢(p)
y 0(b7) = (q).

1.3.2. Grupo libre sobre un conjunto

Es una generalizacion de la nocién anterior: en vez de formar palabras con la ayuda
de letras a y b, se utilizan todos los elementos del conjunto S. En particular, si S es un
conjunto finito de n elementos, se obtiene el grupo libre de n generadores, que se denota

L(S).

1.3.3. Producto libre de dos grupos

Es otra generalizacion de la primera nocién: sean G; y G2 dos grupos; se considera
el conjunto de las palabras finitas constituidas por elementos de (G; y de 2. Se permite a
reemplazar dos letras consecutivas g; y ¢} si estdn en el mismo grupo G por la dnica letra
91.91 € G1,ylomismo con G. Ademas, se suprimen los elementos neutros. Como antes,
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una palabra reducida es una sucesion finita de elementos provenientes alternativamente de
(G1 y Gs. El conjunto de las palabras reducidas, dotado de la ley de composicién evidente,
constituye el grupo Gy * Go, producto libre de ambos grupos.

Para ¢ € {1,2}, las aplicaciones 0;: G;— G, * G5 dadas por 0;(g;) = (g;), son
homomorfismos inyectivos. Ademas, si G' es un grupo y se tienen los homomorfismos
wi: G;— G, existe un tnico homomorfismo p: G * Gy — G tal que p o 6; = p;. Se
habla de esta propiedad como de la propiedad universal del producto libre de dos grupos.

Observaciones 1.1. Para el producto libre de grupos, se verifica que
(1) la anterior propiedad caracteriza el producto libre G; * (o, salvo isomorfismos;
(ii) si (G5 se reduce al elemento neutro, entonces 67 es un isomorfismo;

(iii) si G y G5 son los grupos generados por los simbolos a y b respectivamente estamos
en el caso del apartado[I.3.1]

1.3.4. Producto amalgamado de dos grupos

Recordemos que si H es un grupo y N un subgrupo, se dice que N es normal en H,
siparacadah € Hyxz € N,es h™'xzh € N. Si K es un subgrupo de H, se denota por
K alainterseccién de todos los subgrupos normales en H que contienen a K : este grupo
estd constituido por la familia de los elementos h~'kh con h € H y k € K y por todos
sus productos, y es el menor subgrupo normal de H que contiene a K. Se dice que K es
la clausura normal de K en H.

Sean G, G1 y G grupos y para i € {1,2} homomorfismos @;: Go— G;. Sea N el
menor subgrupo normal en G; * (G5 que contiene todos los elementos de la forma

{(1(9)p2(9)1): (p2(9)e1(9) ") = g € Go},

y sea p: G * Go— G x G5 /N la sobreyeccion candnica. Se denota al grupo cociente
por G * Go/N = G *¢, Ga, y se dice que es el producto de G1 'y Gy amalgamado por
Go.

Parai € {1,2}, los homomorfismos j; = pof; satisfacen la relacion 1 01 = pz0ps,
ya que para g € Gy los elementos 01(p1(g)) y 02(p2(g)) difieren en un elemento que
estaen N = ker(u).

Ademds, si H es un grupo y parai € {1,2} los homomorfismos v;: G; — H verifi-
can la identidad ¥ 01 = )30, existe un tinico homomorfismo ¢ : G; g, Go — H tal
que v; = v o u;. En efecto, por la propiedad universal del producto libre, existe un tinico
homomorfismo ¢’ : G1 x Go — H tal que v; = 1)’ 0;; pero laidentidad 1)1 01 = 1909

prueba que {(¢1(9)p2(9)71), (2(9)¢1(9)™") : g € Go} C ker(y'), y por lo tanto, es
también N C ker(¢'), con lo que ¢/’ pasa al cociente por V.
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(Coémo se caracterizan los elementos de N? Para que una palabra (no necesariamente
reducida) represente un elemento de GG; * GG, que estd en NV, es necesario y suficiente que
se pueda reducir al neutro (la palabra vacia) por una sucesién de manipulaciones de los
tipos siguientes

(i) reemplazar una letra ¢ (g) por ¢2(g), para g € G y reciprocamente;

(ii) reemplazar dos letras consecutivas ¢; y ¢; (donde g;, g, € G;, 1 € {1,2}), por la letra
9! = g;.g; € G, y reciprocamente, descomponer una letra ¢/ en una sucesion g; g.,

si gl = g:.9..

Estas manipulaciones no cambian el elemento correspondiente de GG; * (G5 y permiten
alcanzar la palabra reducida deseada.

Observaciones 1.2. Como casos particulares, tenemos

(1) si G se reduce al elemento neutro, IV es el grupo trivial y el producto amalgamado
G *¢, G2 es isomorfo a G * Ga;

(i1) si G se reduce al elemento neutro, entonces /N es el subgrupo normal engendrado
por el conjunto ¢1(Gy) = {¢1(9) : g € Go}. Ademas, G * G es isomorfo a G,
por la observacion (). El producto amalgamado es entonces el cociente de GGy
por el menor subgrupo normal ¢ (Gy), que contiene a 1 (Gy).

1.3.5. Presentaciones de grupos

A veces, es conveniente describir un grupo dando un conjunto de generadores y una
lista de reglas que expliquen como se multiplican estos generadores. Por ejemplo, el grupo
ciclico de orden n generado por g puede describirse como el grupo generado por g, con
la tinica relacién g™ = 1: cualquier otra relacién del grupo, como ¢*" = 10 ¢>™" = ¢3 se
deriva de la primera. Pero es preciso expresar con rigor estas nociones.

Definicién 1.9. Una presentacion de un grupo es un par ordenado, (S|R), donde S es
un conjunto arbitrario y R es un conjunto de elementos del grupo libre L(S). Los ele-
mentos de S'y R se llaman generadores 'y relaciones de la presentacion, respectivamente.
Una presentacion define un grupo, denotado también (S|R), como el cociente (S|R) =
L(S)/R, donde R es la clausura normal de R en L(.S).

Cada generador s € S determina un elemento en (S|R) y toda relacién r € R repre-
senta un producto particular de generadores y sus inversos, que es igual a 1 en el cociente.
En cierto sentido, (S|R) es el mayor grupo generado por S en el que todos los productos
representados por los elementos de 12 son iguales a 1.
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Si G es un grupo y existe un isomorfismo G ~ (S|R), se dice que (S|R) es una
presentacion del grupo G. Todo grupo admite una presentacion, pero lo importante es
encontrar una eficaz, es decir, con los conjuntos S'y R lo menores posible.

Si G admite una presentacién (S|R), para S = {«ay,...,a,} y R = {ri,...,mm}
conjuntos finitos, se dice que G tiene una presentacion finita. Y la presentacion se es-

cribe de la forma (v, ..., a,|r1, ..., 7y) 0 también (ay,...,q,|r = 1,...,r, = 1).

A veces, se escribe (v, ...,an|r1 = qi,...,7m = qmn) para expresar la presentacion
—1 -1

(Qqy .o anlrigy oo T @ ).

Ejemplos 1.5. Algunos ejemplos de presentaciones de grupos son
(i) Z x Z tiene como presentacion (g1, g2|g192 = g291);
(i) Z/nZ tiene como presentacion (g|g" = 1);

(iii) Z/nZ x 7Z/mZ tiene como presentacion (gi, ga|g7" = 1, g5* = 1, g192 = ¢291)-

1.4. Clasificacion de superficies compactas

1.4.1. Definicion de superficie y ejemplos

Definicion 1.10. Una variedad topologica de dimension n es un espacio topoldgico Haus-
dorff y segundo numerable, donde cada punto posee un entorno homeomorfo a R" (equi-
valentemente, a una bola abierta euclidea de dimensién n). Es decir, se trata de un espacio
modelado por el espacio euclideo R".

Una superficie topologica es una variedad de dimension dos. Los primeros ejemplos
de superficies son el plano R?, la esfera S?, el toro T?, y en general, cualquier abierto de
una superficie sigue siendo una superficie.

La descripcion de las superficies no compactas es muy complicada. Aqui, vamos a
dar dnicamente un breve repaso de las propiedades de las superficies compactas. Para su
estudio, es conveniente tener una manera uniforme de representarlas.

5 b

e
El prototipo es el toro T2, que se define co-

mo el cociente de un cuadrado en R?, identi- a a .
ficando aristas por pares de una determinada

manera, como se muestra en la figura

Definicién 1.11. El toro T? es el cociente de [0,1]?, por la relacién de equivalencia
(0,t) ~ (1,¢) y (¢,0) ~ (¢t,1),si0 <t < 1.
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Nuestro objetivo es probar que toda superficie compacta se puede representar como
el cociente de una region poligonal en el plano por una relacién de equivalencia que
identifica los lados a pares. Como ejemplos bdsicos, tenemos

Lema 1.6. La esfera S* es homeomorfa a cualquiera de los cocientes siguientes

(i) el cociente del disco unidad D?, bajo la relacion de equivalencia (x,vy) ~ (—x,y), si

(z,y) € fr(D?);

(ii) el cociente de [0, 1]%, por la relacién de equivalencia (0,t) ~ (t,0)y (1,t) ~ (t,1),
si0<t< L

Lema 1.7. El plano proyectivo real RIP? es homeomorfo a cualquiera de los cocientes

siguientes
(i) el cociente de S?, obtenido tras identificar puntos antipodales;
(ii) el cociente de D?, bajo la relacion (x,y) ~ (—x, —y), si (z,y) € fr(D?);

(iii) el cociente del cuadrado [0, 1]?, por la relacién de equivalencia (0,t) ~ (1,1 —1)y
(t,1) ~ (1 —£,0), 5i0 <t < 1.

1.4.2. Regiones poligonales

Definicion 1.12. Una region poligonal P en el plano es un
conjunto compacto, cuya frontera topoldgica es uniéon de una
familia finita de segmentos cerrados llamados aristas, con pun-
tos finales denominados vértices, tales que
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(i) para cada punto ¢ en una arista que no sea un vértice, existe un entorno U en R?, tal
que PNU =UNH,donde H = {(x,y) : ax+by+ ¢ > 0} es un cierto semiplano
cerrado;

(ii) cada vértice v posee un entorno V en R?, tal que PNV =V N H, donde H es la
union de dos semiplanos cerrados cuyas fronteras se cortan en v.

El siguiente resultado es clave en todo lo que sigue (ver [Lee]).

Proposicion 1.8. Sea P una region poligonal en el plano con un niimero par de aristas
y sea ~ una relacion de equivalencia que identifica cada arista con exactamente otra,
por medio de un homeomorfismo lineal que envia los puntos finales de una arista en los
puntos finales de la otra. El cociente resultante es una superficie compacta.

La importancia de esta representacion plana para una
superficie es que, en muchas ocasiones, es mds sen-
cillo manipular objetos sobre la region poligonal que ‘ .“

la representa. Por ejemplo, esto sucede al estudiar ) \,

caminos sobre el toro T2, como muestra la figura de 7
la derecha. b

Definicion 1.13. La botella de Klein K? se define como el cociente de [0,1]? por la
relacion de equivalencia ~ que identifica (0,t) ~ (1,¢) y (t,1) ~ (1 —¢,0),si 0 < ¢ < 1.
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Para visualizarlo, pensar primero en pegar las aristas izquierda y derecha para formar
un cilindro, y después pasar la tapa superior del cilindro a través de su pared, con el
fin de pegar el circulo superior con el inferior desde dentro. Desde luego, esto no puede
realizarse con un modelo fisico; de hecho la superficie de Klein no es un subespacio de
R3. Sin embargo, la proposicién prueba que es una superficie.

1.4.3. Suma conexa de superficies

Para construir otros ejemplos de superficies, vamos a introducir una manera estandar
de fabricar variedades, pegando otras mas sencillas, procedimiento que serda vélido en
cualquier dimension.

Sean M, y My dos variedades topoldgicas de dimension n y conexas. Parai € {1,2},
sean D; C M; subconjuntos homeomorfos a bolas cerradas euclideas de radio 1 y B; el
interior de D;. Elegimos un homeomorfismo o: fr(D;) — fr(D2) (que existe porque
ambas fronteras son homeomorfas a la esfera S*™!). Si M/ = M; — B, sobre la suma
disjunta M7 LI M}, se identifica ¢ € fr(D;) con suimagen o(q) € fr(Ds).

Definicion 1.14. El cociente resultante
se llama la suma conexa de M; y Mo,
y se denota por M;gM,. Geométrica-
mente, la suma conexa se obtiene cor-
tando una pequefia bola abierta de ca-
da una de las variedades y pegando los
espacios resultantes, a través de sus es-
feras frontera.

Proposicion 1.9. Si M, y M, son variedades de dimension n y conexas, cualquier suma
conexa M 4 M, es una variedad de dimension n y conexa.

La definicién de M;4M; depende, a priori, de varias elecciones: para ¢ € {1,2} los
conjuntos D;, el homeomorfismo o, etc. A pesar de eso, se puede probar que diferentes
decisiones dan lugar a sumas conexas homeomorfas.

Ejemplos 1.6. Los siguientes son ejemplos sencillos de sumas conexas

(1) si M es una variedad, M1S™ es homeomorfa a M

(ii) la suma conexa T?# ). #T? es la superficie compacta de género n (este nombre se
aclarara en los problemas) o esfera de n asas. Esta ultima nomenclatura se debe a
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que, de hecho, esta superficie es homeomorfa a la suma conexa S*4T24 () 4T2, y
cada toro afiadido parece un asa pegada a la esfera base.

COROMCEEC)

Como hemos mencionado antes, para dar el teorema de clasificacion de superficies
compactas, precisamos una manera uniforme de describir tales objetos. Vamos a repre-
sentar todas estas superficies como cocientes de regiones poligonales con 2n lados. De
manera informal, podemos describir cada relacion de equivalencia entre aristas, nom-
brando las aristas con letras a4, ..., a, y dibujando sobre cada una de ellas una flecha
apuntando hacia uno de sus vértices, de modo que los vértices con el mismo nombre se
identifican, con las flechas indicando el modo en que las aristas se pegan. Una vez reali-
zado este proceso, se asocia al poligono una sucesién de simbolos, obtenidos al leer las
etiquetas de sus bordes en el sentido de las agujas del reloj: para cada simbolo a; en la
frontera, escribimos a; en la sucesion si la flecha posee el sentido horario y ponemos a; *
si la flecha va en el sentido antihorario. Por ejemplo, la relacion de equivalencia de [0, 1]
que da lugar al toro (ver definicion resulta en una sucesién de simbolos aba~'b™".

Formalmente, la presentacion de una superficie es un par, {(aq,...,a, | Wi,... Wg),
que consiste en una familia finita de simbolos {a, . .., a,} y otro conjunto finito de pala-
bras {W1, ... W} cada una de las cuales es una sucesion finita de elementos, que pueden
ser a; 6 a; ' (donde (a;')~! = a;), para algdn a; en la lista, de tal manera que

(1) cada simbolo a; ocurre exactamente un nimero par de veces en Wy, ... W}, (contando
ambos a; 6 a; ! como una aparicion);

(2) cada palabra IV; posee longitud (nimero de letras) 3 al menos, salvo en el caso en que
la presentacion completa tenga sélo una palabra, en cuyo caso a la palabra simple
se le asigna la longitud 2.

Una presentacion determina un espacio topoldgico con la siguiente receta

(1) se asocia a cada palabra I¥/; un k;—poligono convexo P; en el plano, donde k; es la
longitud de W, y donde los poligonos elegidos son disjuntos (en el caso especial
de k; = 2, se usa en su lugar un disco cerrado, porque no existe un poligono de dos
caras, y se consideran las aristas como los semicirculos izquierdo y derecho);

(2) se define una correspondencia uno a uno entre las letras de W; y las aristas del
k;—poligono, siguiendo el orden de las agujas del reloj, empezando por una arista
arbitraria;
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(3) se identifica cada par de aristas que tienen el mismo simbolo, de acuerdo con el
homeomorfismo afin que pega los primeros vértices en orden de las agujas del reloj,
si dos aristas tienen la misma etiqueta a; 6 a; ', y que identifica el primer vértice de
una con el segundo vértice de la otra si las aristas estdn etiquetadas a; y a; '

Por la proposiciéon el espacio topoldgico resultante es una superficie compacta.
Los interiores, aristas y vértices de los poligonos P; se llaman caras, aristas y vértices de
la presentacion. El nimero de caras es el mismo que el nimero de palabras, la cantidad
de aristas de la presentacion es el doble que el nimero de simbolos ay, . .., a,. Para una
arista etiquetada a;, el vértice inicial es el primero siguiendo el orden de las agujas del
reloj, y el vértice final es el otro; para una arista etiquetada a; ', estas definiciones se
invierten.

La superficie determinada por una presentacién con una tinica cara es conexa, porque
es un cociente de un poligono conexo; con mds de una cara, no hay certeza de que es
lo que sucede. Las tnicas elecciones arbitrarias involucradas en esta construccién son
formas, tamafos y ubicaciones de los poligonos y la decision de cual es la primera arista
(para seguir luego, a partir de ella, el orden de las agujas del reloj); es facil ver que
diferentes elecciones en este sentido, dan lugar a superficies homeomorfas.

Ejemplos 1.7. Las siguientes superficies estdn determinadas por las presentaciones:
(1) laesfera S%: (a | aa™') 6 {(a,b | aa1bb~1);
(2) el toro T?: {a, b | aba'b~1);
(3) el plano proyectivo RP?: (a | aa) 6 {(a,b | abab);
(4) la botella de Klein K2: (a, b | aba™b).

Ahora vamos a describir las presentaciones estindar de superficies formadas por suma
conexa. La clave es la siguiente proposicion

Proposicion 1.10. Sean M, y M, superficies dadas por presentaciones (a1, . . . ,a, | Wi)
y (b1,..., by | W) respectivamente (W, y Wy representan palabras simples, y parte de
la hipdtesis es que cada presentacion tiene una cara simple). Entonces, la suma conexa
M8 M, tiene como presentacion {ay, . .., ay, by, ..., by | WiWs), donde W1 W indica la
palabra formada al concatenar Wy y W.
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De la proposicion [[.10]y de los ejemplos se deduce

Ejemplos 1.8. Se tienen las siguientes presentaciones, llamadas estdndar

(1) (a1, b1, ..., anb, | arbia; 'yt ... apb,a; b ) para la superficie compacta de género
n,
(2) (a1, ...,a, | a1a; .. .aya,) para la suma conexa de n copias de RP?.

Hay ciertas reglas para transformar presentaciones de superficies en otras diferentes
de la misma superficie (bajo homeomorfismo). Se dice que dos presentaciones son equi-
valentes, si determinan superficies homeomorfas. Y puede probarse

Proposicion 1.11. Cada una de las siguientes operaciones sobre una presentacion pro-
duce otra equivalente

(1) Renombramiento: cambiar las ocurrencias de un simbolo a;, por un nuevo simbolo,
atin no existente en la presentacion; intercambiar todas las ocurrencias de dos
simbolos a; y a;j o intercambiar todas las ocurrencias de a; y a; ! para algiin i;

(2) Reflejo: {ay, ... an | a1 ... Qm, Wa, ..., W) = {ay,...,a, |a t. a7t Wa, ..., W),

(3) Rotacion: {ay, ... ,a, | a1as ... am, Wa, ..., Wi) —
=@y, .y | ag . amar, Wa, oo W)

(4) Corte: si Wy y Wy son palabras con al menos longitud 2, (ay,...,a, | WiW3) —
(a1, ... ,an,c| Wic,c 'Wa);

(5) Pegado: {ay, ..., an,c| Wic,c'Wa) = (a1, ..., a, | WiW5);
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(6) Doblado: si W y W, tienen ambas longitud al menos 2, {ay, . .., a,,a | Wiaa ™ 'Ws) —
<CL1, ey Qp | W1W2>.

Se presentan debajo esquematicamente estas operaciones

a) a ar a; a e az
’ q 5 5
a4
! ~—~ —
”.‘,I a; as ag
- (1] ay ay
ay ay Qa4 0.5

iy

Reflejo Rotacion
W, UERTA A;kﬂ’z b
" N
CO[TC’ Pegado Doblado

Utilizando las anteriores transformaciones, es facil comprobar
Lema 1.12. Se verifican las propiedades
(1) la botella de Klein es homeomorfa a la suma conexa RP*HRIP?;
(2) la suma conexa RP*fRP?§RP? es homeomorfa a T*§RIP2.

Y finalmente, combinando los anteriores resultados, se deduce el teorema de clasifi-
cacion de superficies compactas

Teorema 1.13. Cualquier superficie conexa y compacta es homeomorfa a una de las
siguientes

(1) una esfera S?;
(2) una suma conexa de toros T4 (. #T?;

(3) una suma conexa de planos proyectivos RP?f () §RP?.

1.5. Problemas

1.- Probar los siguientes espacios son conexos por caminos

(1) las n—variedades conexas;
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(ii) el cono de un espacio topoldgico X: sobre X x [0, 1], se considera la relacién de
equivalencia (z,1) ~ (y, 1), para z,y € X. El cociente bajo esta relacién, C'(X),
es el cono de X. X se identifica con el subespacio X x {0} de C'(X);

(iii) 1a suspension de un espacio X: sobre X x [—1, 1], se considera la relacion de equi-
valencia (z,1) ~ (y, 1)y (z,—1) ~ (y, —1), paraz,y € X. El cociente S(X) (que
también puede verse como un cociente de C'(X)) se llama suspension de X.

2.- Si X es un espacio topoldgico, se denota por 7y(X) el conjunto de las componentes
conexas por caminos. Dada una funcion continua f: X — Y, se define la aplicacion
mo(f): mo(X) —>mo(Y") que lleva una componente conexa por caminos C' en X en la
tinica componente conexa por caminos en Y que contiene al conjunto f(C'). Demostrar
que 7 : Top —> Get es un functor covariante.

3.- Sean X e Y espacios topoldgicos, A C X y f: A—Y continua. Se denota por
X Uy Y al cociente de la suma disjunta de X 'Y por la relacion de equivalencia que
identifica x € A con f(x) € Y. Se dice que se ha adjuntado X a'Y a través de f.

BEF) /57

Y XusY

Se pide probar

(i) Y se puede pensar como un subespacio de X Uy Y, con lo que hay una copia homeo-
morfade Y en X U; Y

(ii) si X e Y son espacios compactos y Hausdorff, A es cerradoen X'y f: A—Y es
continua, entonces X U Y es compacto y Hausdorff;

(iii) si A es cerrado y se adjunta X a 'Y = {yg} por la aplicacion constante f(A) = yq,
entonces el espacio de adjuncion asociado es homeomorfo al cociente X /A;
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(iv) comprobar que el cono de X se obtiene adjuntando X x [0,1] a Y = {y}, a
través de la aplicacion constante f: X x {1} — Y. Y la suspension de X, se ob-
tiene adjuntando X x [—1,1] a Y = {a,b}, a través de la aplicacion continua
g: X x{-1,1} — Y quelleva g(X x {1}) =ay g(X x {—1}) =b;

(v) si se adjunta X x [0, 1] x Y alaunién disjunta X LY a través de la aplicacién continua
f: X x{0,1} x Y — X UY definida por f(z,0,y) = =y f(x,1,y) = v, se
obtiene el join, X xY de X eY.

Comprobar que X *{z(} es homeomorfo al cono de X y que X %S es homeomorfo
a su suspension;

(vi) si (X, z) e (Y, y) son espacios con puntos base, se define su wedge, X VY, como
el cociente de su suma disjunta X U Y, tras identificar los puntos base. Expresarlo
como un espacio de adjuncion;

(vii) supongamos que X, Y y W son espacios compactos Hausdorff y A es un sub-
conjunto cerrado de X. Sea f: A—Y continuay ¢g: X UY — W continua y
sobreyectiva. Si para cada w € W, g~'(w) es o bien un punto de X — A o bien la
unién de un punto y € Y con f~!(y) C A, probar que entonces W es homeomorfo
aXU f Y;

(viii) S' x S! es homeomorfo al espacio de adjuncién de dos cilindros S' x [0,1] a
través de la aplicacion identidad que identifica sus circulos frontera, es decir, es
homeomorfo al toro T?;

(ix) S* x S? es homeomorfo al espacio de adjuncién de dos toros sélidos St x D? a través
de la aplicacion identidad entre los toros frontera S x St

(x) S? es homeomorfo al espacio de adjuncién de dos toros sélidos S' x D? a través
de la aplicacion entre los toros frontera que intercambia los meridianos y paralelos
h: S! x St —S! x S, definida por h(x,y) = (y, ).

4.- Para cada una de las siguientes presentaciones de superficies, aplicar el algoritmo de
clasificacién de la proposicién y determinar de que superficie se trata
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() (a,b,c | abacb~tc™t); (i) (a,b,c | abca b 1c71Y;

(iii) {(a, b, c | abca™'b71c);  (iv) {a,b,c| ab tc ta" cb);

(v) {a,b,c | abctbca);  (vi) (a,b,c,d, e, f | abe,bde, cdf, e~ fa);
(vil) {a,b,c,d,e, f,g | afg e o bec  egd 1 df ~ta™t);

(viii) {a, b, c,d, e, f | ab~ cedefatbc™ d1 f);

(ix) {a,b,c,d,e, f,qg,h,i,5,k,l,m,n,o| abc,bde,df g, fhi, haj,c ki, e 'mn, g tok ™,
i im T e o),

5.- La banda de Mobius

En [0, 1]? se identifican (0,y) ~ (1,1 — y), para cada y € [0, 1]. La banda de Mobius
es el cociente Ml = [0,1]?/ ~, y es lo que se denomina una superficie con borde. Pro-
bar que si p: [0,1]>— M es la aplicacién cociente, el subespacio de M definido por
p ([0,1] x {0,1}) (llamado la arista de la banda) es homeomorfo a S'.

Una superficie S es orientable si no contiene ningtin subespacio homeomorfo a la banda
de Mobius (de otro modo, si no existe ningiin embebimiento i: M — S, de la banda Ml
en la superficie dada). En caso contrario se dice no orientable. Se pide probar

(i) la esfera S? es orientable;
(1) la orientabilidad es una propiedad topoldgica;

(i11) al contrario que las superficies no orientables, toda superficie orientable puede em-
beberse en R3.

6.- El toro
Sea la aplicacién f: [0, 1]> —S! x S, definida por

f(s,t) = (cos(2ms), sin(2ms), cos(2nt), sin(27t)).
Se pide probar

(i) f pasa al cociente dado por la definicién|1.11} de donde se deduce que el toro T? es
homeomorfo al producto S* x S*;

(ii) el toro (y cualquier suma conexa de toros) es una superficie orientable.
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7.- La botella de Klein
Se pide probar que

(i) la botella de Klein K? es homeomorfa al espacio de adjuncién de dos bandas de
Mobius por la aplicacion identidad que identifica sus aristas;

(i1) deducir que la botella de Klein es no orientable;

(iii) K? no puede embeberse en R?, pero si en R*: la fun010n f [—1 1] R4 dada por
f(z,y) = ((1+ |z]) cos(my), (1 + |z|) sin(7y), sin(7z) cos (%) .S )sin (%)),
es continua y pasa al cociente dado en la definicién|1.13

8.- El plano proyectivo real
Se pide probar que

(i) el plano proyectivo real RIP? es homeomorfo al espacio de adjuncién de una banda de
Mobius y un disco por la aplicacién identidad que identifica sus fronteras;

(ii) deducir que RIP? (y cualquier suma conexa de planos proyectivos) es no orientable;

(iii) el plano proyectivo real no puede embeberse en R?, pero si en R*: se considera
la funcién continua f: R®* — R?* dada por f(x,y,2) = (22 — y?, 2y, yz,22). La
imagen por f de dos puntos antipodales de S? C R? es el mismo punto de R*, por lo
que esta funcion pasa al cociente dado por el lema(I.7] definiendo un embebimiento
del RP? en R*.

9.- Caracteristica de Euler y género de una superficie

Aunque hemos demostrado en el teorema que toda superficie conexa y compacta
es homeomorfa a una esfera o a una suma conexa de toros o de planos proyectivos, no
sabemos si estos tipos de superficies son topoldgicamente distintos. En otras palabras
(podria suceder, si m y n son enteros positivos distintos, que la suma conexa de n toros
fuera homeomorfa a la suma conexa de m toros? Para demostrar que esto no es posible
introducimos un invariante numérico, llamado caracteristica de Euler, y que tiene sus
raices en la conocida formula de Euler que afirma que “si P es un poliedro convexo en el
espacio, con f caras, e aristas y v vértices, entonces v — e + f = 27,

Esta formula puede generalizarse a superficies compactas arbitrarias, del modo siguiente

Definicion 1.15. Si M es una superficie con una presentacion P dada, se define la ca-
racteristica de Euler de la presentacion como x(P) = v — e + f, donde v es el nimero
de vértices, e el de aristas y f el de caras de P, tras las identificaciones que definen la
superficie.
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Se pide probar

(i) x(P) depende sélo de M, es decir, es invariante por las transformaciones de la
proposicién|l.11] con lo que queda definida la caracteristica de Euler de M, x (M)
como la de cualquier presentacion de la superficie;

(1) teorema de invariancia topologica de la caracteristica de Euler: sea M una superficie
compacta sin borde y conexa, entonces
1) si M es homeomorfa a la esfera, es x (M) = 2,
2) si M es homeomorfa a la suma conexa de n toros, es x (M) = 2 — 2n,
3) si M es homeomorfa a la suma conexa de n planos proyectivos, entonces es
X(M) =2-mn;
(iii) si My y M, son superficies compactas, entonces x (M8My) = x (M) + x(Ms) — 2.

Observar que la caracteristica de Euler de la suma conexa de n toros coincide con la de la
suma conexa de 2n planos proyectivos: la orientacién permite distinguir estos dos casos.

Es féacil comprobar que una superficie es no orientable cuando tiene alguna presentacion
P, donde aparecen dos simbolos consecutivos de la forma (a, a1, ..., a, /W4, ..., aa).

T2 ) §T? se llama superficie compacta de género n'y RP?4 (). 4RP? superficie com-
pacta no orientable de género n. S? es la tnica superficie orientable de género 0.

Se pide probar
(i) la relacion entre el género g(M ) de una superficie M y su caracteristica de Euler es

M) — 2(2—x(M)) si Mes orientable;
9(M) = 2 — x(M) si Mes no orientable.
(i1) si M7 y M> son superficies compactas, M; es homeomorfa a My, siy sélo si son am-
bas orientables o no orientables y x(M;) = x(M,): éste es un teorema topoldgico
por excelencia, que reduce el problema de clasificacion de superficies compactas a
la determinacion de la orientabilidad y la caracteristica de Euler, problemas que son
ambos facilmente resolubles;

(iii) si M7 y M son superficies compactas, M; es homeomorfa a My, si y sélo si son
ambas orientables o no orientables yg(M;) = g(M,).
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Homotopia de aplicaciones

El problema central de la Topologia es el de decidir si dos espacios topolégicos son o
no homeomorfos. En Topologia Algebraica, se usa el siguiente modelo de procedimiento
para solucionar esta cuestion: dado un espacio topoldgico X, se le asocia un objeto alge-
braico A(X), de modo que si Y es otro espacio homeomorfo a X, el objeto algebraico
A(Y) adjudicado a Y por el mismo procedimiento resulta ser isomorfo a A(X). Es decir,
A(.) es lo que se llama un invariante topoldgico. Asi, estos objetos algebraicos permiten
detectar cuando estos dos espacios topoldgicos no son homeomorfos, si los invariantes
asociados a uno y al otro no son isomorfos. Se pasa de objetos topologicos a algebraicos,
porque estos ultimos son mds sencillos de manejar, mas computables.

La homotopia, que introducimos a continuacion, es el invariante topolégico mas cono-
cido y utilizado.

2.1. Homotopia de aplicaciones

Definicion 2.1. Sean X e Y espacios topoldgicosy A C X. Si f,g: X — Y son aplica-
ciones continuas, tales que f|4 = g|a, se dice que f y g son homdtopas relativamente a
A, si existe una aplicacién continua, H: X X [0,1]— Y, tal que

(i) H(z,0) = f(x), paracadaz € X,
(ii) H(x,1) = g(x), paracada z € X,

(iii) H(z,t) = f(x) = g(z), paracadax € Ayt € [0, 1].

Se expresa del modo H : f ~ g(rel A). ) —2 §
Si A =0, seescribe H : f ~ g,y se
dice que f y g son homdtopas (o libremente ] —
homaotopas). —

23
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Observacion 2.1. Siparat € [0, 1] se define

la aplicacién continua h;: X — Y por la f
férmula h,(z) = H(x,t),lahomotopia H da
lugar a una familia uniparamétrica {h; }scp01]
de funciones continuas, transformando de 0 !
manera continua hy = f en h; = g. La fun-

cién h, puede pensarse como la deformacién

en el instante .

Ejemplos 2.1. Para ilustrar esta definicion se tienen los ejemplos siguientes

(i) dadas las funciones continuas 1g, f: R— R, donde f(x) = 22, la aplicacién conti-
nua H: R x [0,1] — R dada por H(z,t) = x?(1 —t) + tz, es una homotopia entre
ambas;

(i) dada la funcién f: [0, 1] — R? — {0}, definida por f(s) = (cos(27s), sin(27s)), la
aplicacion H : [0, 1] x [0,1] — R? — {0}, dada por H(s,t) = (cos(2mst), sin(27st))
es una homotopia entre la aplicacion constante igual a (1,0) y f.

Observacion 2.2. El ejemplo (ii) prueba que el camino cerrado f alrededor del ori-
gen, es hométopo en R? — {0} a un camino constante, a pesar de que R* — {0} tiene un
agujero rodeado por f. Luego para detectar agujeros en X no es suficiente con estudiar
los caminos cerrados homotopos a constantes: la solucion a este problema, que veremos
mas adelante, serd considerar homotopias de caminos, que dejan los extremos de la de-
formacion fijos.

Teorema 2.1. La homotopia (rel A) es una relacion de equivalencia sobre el conjunto
C(X,Y) de las aplicaciones continuas de X en'Y .

Demostracion: La relacion es reflexiva, pues F' : f ~ f(rel A), tomando F(x,t) = f(z).
Si F: f =~ g(rel A), entonces G : g ~ f(rel A), donde G(z,t) = F(x,1 —t), con lo
que se obtiene la simetria. Finalmente, la relacion es transitiva pues si F' : f ~ g(rel A)y
G : g ~ h(rel A), entonces H : f ~ h(rel A), donde

Asi, se puede hablar de clases de homotopia (rel A), de aplicaciones continuas de X
en Y. Se denota por [f]4 (respectivamente, por [f], si A = ()) la clase de homotopia de
f(rel A). Y [X,Y]4 (respectivamente, [X, Y], si A = ()) es la familia de dichas clases de
homotopia.
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2.2. La categoria de espacios topologicos y homotopias

Proposicion 2.2. Sean X, Y, Z espacios topologicos, A C X, BCY vy fo,f1: X—Y
Y 9o, g1: Y — Z aplicaciones continuas, tales que F : fo ~ fi(rel A), fo(A) = fi(A) C
ByG : gy~ gi(rel B). Entonces, gy o fo =~ g1 o fi(rel A).

Demostracion: Se verifica
(i) gooF:goo fo~goo fi(rel A),y

(i) G o (fi x 1jp1)) : goo fi = g1 o fi(rel fl_l(B)), y como A C fl_l(B)), es también
go © fl ~ (g 0 fl(rel A)

Por transitividad, se obtiene el resultado. |

Observacion 2.3. Queda asi definida una categoria, h%op, la categoria de homotopia,
donde

(1) los objetos son espacios topoldgicos,

(ii) los morfismos son las clases de homotopia (rel ()) de aplicaciones entre estos espacios
topoldgicos, es decir, hTop(X,Y) = [X,Y]. La proposicion [2.2| garantiza que la
composicion estd bien definida, por [g] o [f] = [g o f], para clases [f] € [X,Y]y
gl € Y, Z].

Observacion 2.4. En vez de trabajar con espacios topoldgicos, podriamos considerar
pares de espacios topoldgicos (X, A). Y llegariamos, de modo similar al anterior, a la
categoria de pares de espacios y clases de homotopia de aplicaciones continuas entre
pares de espacios.

Definicion 2.2. Una aplicacién continua f: X — Y es una equivalencia de homotopia si
existe otra aplicacién continua g: Y — X talque gof ~ 1xy fog ~ 1y. En tal caso, se
dice que X tiene el mismo tipo de homotopia que Y, y se escribe X ~ Y. Intuitivamente,
como se verd con mayor claridad en lo que sigue, es posible deformar X en Y.

Lema 2.3. La relacion de ser homotdpicamente equivalentes entre dos espacios topoldgi-
cos es una relacion de equivalencia.

Observacion 2.5. Las equivalencias de homotopia son precisamente los isomorfismos en
hTop.

Proposicion 2.4. Si X e Y son homeomorfos, son homotdpicamente equivalentes.

Observacion 2.6. El reciproco no es cierto, y se veran ejemplos mas adelante.
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Observacion 2.7. En muchas ocasiones, la manera mas sencilla de distinguir topolégica-
mente dos espacios, serd demostrar que no son homotdpicamente equivalentes y aplicar
la proposicion 2.4

Se trata, a partir de ahora, de construir functores 7': Top — €, donde € es una cate-
gorfa algebraica como Group, Ab, etc., de modo que si f ~ g, sea T(f) = T(g). Esta
propiedad transforma la teoria de homotopia en valiosa, porque garantiza que un proble-
ma algebraico en €, que proviene de uno topoldgico via 7', es mas simple de resolver que
la cuestion original.

Definicion 2.3. Una aplicacion continua f: X — Y es nulhomdtopa, si existe una apli-
cacion constante c: X — Y, tal que f ~ c.

Definicion 2.4. Un espacio topoldgico X se dice contrdctil, si la aplicacion identidad
1x es nulhométopa. La funciéon H : 1x ~ ¢ que define la homotopia se llama una
contraccion.

Ejemplo 2.1. Los conjuntos convexos en R™ son contrictiles.

Demostracion: Si A C R™ es convexoy a € A, laaplicacion H: A x [0, 1] — A definida
por H(x,t) = tx 4+ (1 — t)a es una homotopia H : 14 ~ a, donde a denota la aplicacion
constante igual a a. |

Proposicion 2.5. Si Y es contrdctil, dos aplicaciones continuas cualesquiera f,g: X —Y
son homotopas.

Demostracion: Sea H : 1y ~ c la homotopia que existe por hipétesis. Entonces f =
lyof~cof~c~cog~1lyog=yg. |

Observacion 2.8. En particular, si Y es contréctil, dos aplicaciones constantes de Y en
si mismo son hométopas, y a su vez homoétopas a la identidad. Asi, en un espacio con-
tractil, 1y es homotopa a cualquier aplicacidon constante sobre este espacio, a través de
una homotopia libre; esta propiedad no se extiende a homotopias relativas a subespacios
arbitrarios A, como puede verse en [Sp], pag. 26.

Proposicion 2.6. Un espacio es contrdctil si y sdlo si posee el tipo de homotopia de un
punto.

Demostracion: Sea X contréctil, H : 1y =~ ¢, donde c denota a la funcién constante igual
ac.SiP={c}ei: P— X eslainclusion, coi = 1py 1y =~ ¢ = ioc. Y reciprocamente,
siP={c}yX ~ P,existen f: X— Pyg: P— X, talesquegof = 1xy fog = ly.
Pero g o f es una aplicacién constante. Luego X es contractil. |
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Corolario 2.7. Cualquier espacio homotdpicamente equivalente a uno contrdctil es tam-
bién contrdctil.

Definicion 2.5. Sea A C X y lainclusioniy: A— X. Se dice que A es

(1) un retracto de X, si existe una aplicacién continua r: X — A, la retraccion, tal que
roiy = 14. Observar que r es siempre sobreyectiva;

(1) un retracto por deformacion de X, si existe una retraccion r: X — A, verificando
la condiciéon i4 or ~ 1x;

(iii) un retracto por deformacion fuerte de X, si existe una retraccion r: X — A, tal
queiygor =~ ly(rel A).

Proposicion 2.8. Si A C X es un retracto por deformacion de X, entonces A ~ X.

Observacion 2.9. En la definicion se verifican las implicaciones (iii) = (ii) = (i),
pero los reciprocos no son ciertos, como lo prueban los siguientes contraejemplos

(i) # (ii) dado un espacio X no contrictil —que existen—y p € X, {p} es un retracto de
X, pero no por deformacidn;

(i) # (iii) sean el espacio peine X = (({% :n € N} U{0}) x [0,1]) U ([0,1] x {0})

y A ={(0,1)} C X. Entonces, A es un retracto por
deformacion de X, pero que no es fuerte.

2.3. Problemas

1.- En el ejercicio 2 del apartado|I.5] se ha demostrado que my: Top — Set es un functor
covariante. Probar que ademas, si f ~ g, es mo(f) = mo(g).

2.- Una propiedad relativa a espacios topoldgicos es una propiedad de homotopia, si se
conserva por equivalencias de homotopia. Probar

(1) toda propiedad de homotopia es una propiedad topoldgica;

(i1) la conexidn, el nimero de componentes conexas por caminos (luego, la conexion por
caminos) y la contractibilidad son propiedades de homotopia;

(ii1) la convexidad (cuando tenga sentido), la compacidad y el axioma de Hausdorff, no
son propiedades de homotopia.
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3.- Probar las siguientes propiedades relativas a espacios contrictiles
(1) todo conjunto convexo en R™ es contrictil;
(1) todo espacio contractil es conexo por caminos;
(iii) la imagen continua de un espacio contrictil no es en general contractil;
(iv) un retracto de un espacio contréctil es también contréctil;

(v) X es contréctil si y sélo si todo dtomo {z} es un retracto por deformacién de X.

4.- Probar las siguientes propiedades relativas a retractos
(i) S" es un retracto por deformacién fuerte de R"™! — {0} (0 es el origen de R™*1);

(ii) el ecuador de S™ es un retracto por deformacién de S™ — {N, S} (N es el polo norte
y S el polo sur);

(iii) el disco cerrado unidad D™ C R", es un retracto por deformacién de R™;
(iv) S! es un retracto por deformacién de X = {(z,y) € R? : 1 < 22 4+ ¢% < 4};

(v)lafigurade ocho X = {(z,y) e R?: (z —1)2+¢y* =16 (z +1)>+y>* =1} esun
retracto por deformacién de R? — {(—1,0), (1,0)};

(vi) dados los conjuntos X, Y, Z C R?, definidos por X = {(z,y) : (z+1)? +y* = 1},
Y ={(x,y): (x =12 +y* <1}y Z={(z,y) : (x —1)?> +y* = 1}, se cumple
que X es un retracto por deformacioén de X U Y. No sucede lo mismo con X U Z,
aunque de momento no sabemos demostrarlo.

5.- Probar las siguientes propiedades relativas a conos de espacios

(i) el cono de cualquier espacio topoldgico es un espacio contractil. Concluir que todo
espacio topologico puede embeberse en un espacio contractil;

(i1) una aplicacién continua f: X — Y es nulhométopa si y sélo si posee una extension
continua al cono de X.

6.- Probar que el ecuador de la banda de M&bius es un retracto por deformacion fuerte de
M. Concluir que la banda de Mobius y el cilindro son homotdpicamente equivalentes.

7.- Sea X el complementario de un punto en el toro T2, Probar que existe un subconjunto
de X homeomorfo a la figura de ocho, y que es un retracto por deformacién fuerte de X.
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8.- Se pide probar
(i) si f,g: X —S" son dos aplicaciones continuas tales que f(z) # —g(z) para cada
x € X, entonces f ~ g. Deducir que si f: X — S" es continua y no sobreyectiva,
entonces f es nulhomdtopa;

(i) si f: S™—S™ es continua y sin puntos fijos, es homotopa a la aplicacién antipodal;
ysinp ] p p p

(iii) si f: S*—>S" es continua y f(x) # —u, para cada = € S", es hométopa a la
identidad.

9.-Seap € S’y f: S"—Y continua. Probar que son equivalentes
(i) f es nulhomotopa;
(ii) f puede extenderse a una aplicacién continua F': D" —Y’;

(iii) f es hométopa (rel {p}) a la aplicacion constante igual a f(p).
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Concluir que toda aplicacioén continua f: S® — Y con Y contréctil, tiene una extension
continua al disco D"+,

10.- Probar las siguientes propiedades relativas a productos

(i) dos aplicaciones continuas f,g: X — Y] X --- X Y,, son hométopas si y s6lo si para
cadai € {1,...,n},esp;of ~p;og,donde p;: Y; x --- X Y,, — Y] es la proyec-
cioén candnica;

(i) Y1 x - -+ x Y,, es contréctil si y s6lo si Y; es contractil para cadai € {1,...,n}.
11.- Sean X e Y espacios topoldgicos. Probar que [X, Y| tiene un tnico elemento en los
siguientes casos

(1) Y es contractil;

(i1) X es contrictil e Y conexo por caminos.

12.- Sean X e Y espacios topoldgicosy f: X — Y continua. Se define el mapping cylin-
der Z; de f como el espacio cociente de la suma disjunta (X x [0, 1])LJY por la relacién de
equivalencia determinada por (x,0) ~ f(x),parax € X.Seaq: (X x [0,1])UY — Z;
la aplicacién cociente.

Se pide probar
(i) si Y es un punto, entonces Z; es el cono de X;

(ii) ¢ lleva homeomorficamente Y sobre un subespacio cerrado ¢(Y') de Z;. Por medio
de este embebimiento, Y puede considerarse como un subespacio cerrado de 7.
Y g: X — Z; definida por g(z) = ¢(x,1) lleva homeomorficamente X sobre el
subespacio cerrado ¢(X x {1}) de Z;. Luego, X e Y pueden considerarse como
subespacios disjuntos y cerrados de Zy, y se llaman dominio y rango de Zy, respec-
tivamente;

(iil) probar que ¢(Y") es un retracto por deformacion fuerte de Z;
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(iv) si f es una equivalencia de homotopia, probar que ¢(X x {1}) es un retracto por

deformacion de Zy;

(v) dos espacios son homotdpicamente equivalentes si y s6lo si son ambos homeomorfos
a retractos por deformacién de algin espacio;

(vi) toda aplicacién continua f: X — Y es homotdpicamente equivalente a una apli-

cacion inclusion g: X — Zy;

(vii) las aplicaciones g: X — Z;y qo f: X — Z; son hométopas;
(viii) dadas dos aplicaciones continuas f: X — Y y g: X — Z, son equivalentes

a) existe h: Z —Y continua tal que h o g ~ f;

b) existe una aplicacién continua F': Z,— Y, tal que F' o ix ~ f, donde la

aplicacion ix : X — Z, es la inclusion del apartado (i1).

13.- En este problema, se trata de dar un ejemplo no trivial de espacio contractil

(i) sea S* C C. Se consideran los caminos o'y 3 en S', basados en el punto 1 y definidos

por
647ri§

CY(S) — 647ri(2571)
e&m’(lfs)

y B(s) = €?™. Geométricamente, « enrol-
la cada uno de los segmentos [0, 3], [3,3] y
[2,1] en la circunferencia, los dos primeros
en sentido antihorario, y el tercero en senti-
do de las agujas del reloj. El lazo S enrolla
[0, 1] una sola vez en la circunferencia y en
sentido antihorario. Probar que estos dos la-

z0s son homatopos;

si
si
si

Bloool= O
IAININA
»w »w »
IAINA A

— oo [

e 4

(i1) un espacio contractil puede tener una apariencia poco contrdctil: identificamos los
lados de un triangulo //eno, como muestra la figura. Se obtiene asi un espacio, llamado el
capelo del tonto. Se trata de probar que este espacio es contrictil, aunque no es obvia la

manera de contraerlo.
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Se pide probar lo anterior, siguiendo los pa-
Sos

(@) si f,g:S'— X son aplicaciones
continuas homotopas, los espacios
obtenidos a partir de X uniéndole un
disco utilizando f 6 g (X Uy D? y
X Uy D?, respectivamente), son ho-
motdpicamente equivalentes;

(b) usando (a) y la parte (i) de este pro-
blema, probar que el capelo del tonto
tiene el mismo tipo de homotopia que
un disco, y por consiguiente es con-
tractil. Duncx Hat

El anterior dibujo esta extraido de [Fr], pdgina 21.

14.- Probar que un cubo lleno [0,1]*> C R? privado de tres cilindros tiene el tipo de
homotopia de una rosa de tres pétalos, es decir, la unién por un punto de tres copias
disjuntas de S*.

= RS

15.- ;Tienen las dos figuras siguientes el mismo tipo de homotopia? Los objetos son dos
cubos macizos con perforaciones diferentes: en el primer caso la figura estd agujereada
por medio de dos cilindros disjuntos y el segundo cubo estd atravesado por un objeto
conexo.




El grupo fundamental

En este capitulo, se trata de asociar un grupo topolégicamente invariante a un espa-
cio, es decir, de modo que grupos asociados a espacios topologicos homeomorfos sean
isomorfos.

. Qué propiedad topoldgica de un espacio permite distinguir un disco ID? de una corona
circular? En otras palabras, ;puede detectarse el agujero de la corona, sin utilizar para ello
ideas que no sean puramente topoldgicas (como distancias, angulos,... )? Una respuesta
natural se obtiene al intentar contraer un camino cerrado en cada uno de los espacios.

Definicion 3.1. Dos caminos o, 7: [0, 1] — X, tales que 0(0) = 7(0) y o(1) = 7(1) se

llaman caminos homdétopos si o ~ 7(rel{0, 1}). La homotopia de caminos, es decir, la
homotopia con extremidades fijas, se denota por o ~ 7.

Intuitivamente, en D?, todo camino cerrado puede lle-
varse a un punto (el camino constante), mientras que
esto es imposible en la corona circular, en donde el
agujero actia de barrera para caminos cerrados que
rodean a este agujero, impidiendo dicha contraccion.

3.1. Homotopia de caminos

Explicitamente, existe una homotopia
H:[0,1] x [0,1] — X tal que

=o(t)y H(t,1) = 7(t), para

(ii) H(0,s) = o(0) y H(1,s) = o(1), para
s €[0,1].

Por el teorema sabemos que ~ es una relacion de equivalencia sobre el conjunto de
los caminos en X, C'([0, 1], X'). Denotamos por [o] la clase de homotopia del camino o.

33
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Definicion 3.2. Dados dos caminos

o,7:10,1]— X, tales que (1) = 7(0), su
producto es el camino

(Tx0)(t) = { T(2t —1) si

El camino opuesto de o es 5 (t) = o(1 —t).

Lema 3.1. Sean 0, 01,79, 71 caminos en X tales que oo(1) = 79(0), o1(1) = 71(0) y
F Opg ~ 01, G T0 ~ T1. EﬂtOVlCéS, To *0g ~ T1 *01.

Demostracion: La homotopia buscada es

B F(2t,s) si 0
H(t’s)_{G(Qt—l,s) si 1 1

Asi, es posible multiplicar clases de caminos: si o, 7 son caminos, tales que o (1) = 7(0),

INIA
— N =

<t
<t
tiene sentido definir el producto de sus clases [o].[7] o [T * o], es decir, la equivalencia

de caminos es compatible con su producto.

Aunque la multiplicacién de caminos no es asociativa, lo es el producto de sus clases,
es decir, en las condiciones anteriores, es ([o].[7]) .[y] = [o]. ([7].[V])

Lema 3.2. Sean o, 1,7 caminos en X, tales que o(1) = 7(0) y v(0) = 7(1). Entonces,
se verifica que vy x (T x ) ~ (7 T) % 0.

Demostracion: Obviamente los caminos son diferentes, ya que

o(4t) si 0<t<4
Yr(Txo)(t) =4 T4t —1) si ;1 <t< 3
y2t—1) si ;<t<1
o(2t) si 0<t<3
(vx7)xo(t) =4 7T(4t—2) si $<t<3
(4t —3) si 2<t<1
La homotopia buscada H: [0, 1] x [0, 1] — X es
o(ft) si 0<t <=
H(t,s) = 74t —s—1) si = <p< 2
(=) s =2 <<l

Sea ¢,: [0,1] — X el camino constante igual a z. Si o: [0,1] — X es un camino
con origen el punto z y extremo el punto y, entonces



3.2. El grupo fundamental 35

Lema3.3. cxc, ~ 0 ~¢gy*o0.

Demostracion: Veamos que o * €, ~ o, el otro caso es similar.

fel(t) = xosi 0<t<3
rE T o2t —1) si b<i<1.
La homotopia buscada H : [0, 1] x [0,1] — X es
rosi 0<t< 8
_ =V> 5
H“vS)—{ (i) 5 La<i<1
Con esto, hemos probado que [¢,].[0] = [0] = [o].[¢,], es decir, [¢,] es el neutro a

izquierda de [o] y [g,] es su neutro a derecha.

Lema 3.4. Si 0 y 7 son caminos tales que 0(0) = 7(0), (1) = 7(1)y F : 0 ~ 7, es

o ~T.

Demostracion: La homotopia buscada G : @ ~ T es G(t,s) = F(1 —t, s). |
La clase [7] actiia como inversa a izquierda y a derecha de [0], es decir, [7].[0] = [¢,]

y [o].[0] = [e4]

Lema 3.5. Si 0 es un camino tal que 0(0) = z y o(l) = y, entonces T x o ~ &,y
0% T ~ &y

Demostracion: Veamos que 7 * 0 ~ &,.

B B o2t) si 0<t<1i
U*O(t)_{E(Qt—l):o(Q—%) sio <<l
La homotopia buscada H : [0, 1] x [0,1] — X es
o(2t) si 0<t<
H(t,s)=4¢ o(l—s) si 52 <<
o(2—2t) si H2<t<1 |

3.2. El grupo fundamental

Definiciéon 3.3. Un camino o: [0, 1] — X se llama cerrado o lazo, si 0(0) = o(1). Si
ademds 0 (0) = o(1) = z, se dice también que o es un lazo (o un camino) basado en x.
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Si Q(X, ) es la familia de los lazos basados en z, es claro que el producto y la
inversion de caminos son operaciones internas en este conjunto. Sobre (X, x) se puede
considerar la relacién de homotopia de caminos. Sim (X, z) = Q(X, x)/ ~ es el cociente
bajo esta relacion, los resultados del apartado [3.1| prueban que

Teorema 3.6. (X, z) es un grupo, llamado grupo fundamental de X en x o grupo de
Poincaré de X en z.

Si se cambia el punto base, los grupos correspondientes no guardan relacion

Ejemplo 3.1. Si consideramos el subespacio del plano euclideo X = S' U {(0,0)},
veremos mas adelante que 7 (X, (1,0)) ~ Z y claramente 7 (X, (0,0)) ~ 0.

Sin embargo, se verifica que

Teorema 3.7. Si x,y € X y o es un camino que une x e vy, entonces el homomorfismo de
grupos ¢, (X, x) — m (X, y), definido por p,([7]) = [0 * T %G|, es un isomorfismo.

Demostracion: ¢, es un homomorfismo de grupos, de inverso p5: m1 (X, y) — 7 (X, ).

Corolario 3.8. Si X es conexo por caminos, el grupo fundamental 7, (X, z) no depende
del punto x € X. En tal caso, se escribe w1 (X), y se habla del grupo de Poincaré de X.

(Qué efecto ejerce una aplicacion continua entre espacios topoldgicos sobre los gru-
pos fundamentales correspondientes? Sea f: X — Y continua. Si o, 7 son dos caminos
en X, son obvias las siguientes propiedades

(i) f oo esun caminoen Y,

(i) si 0 € Q(X, z), entonces f oo € QY, f(z)),

(iii) dada la homotopia H : 0 ~ 7, entonces fo H : foo ~ foT.
Luego, si [0] € m(X,x),es [foo] € m (Y, f(x)),y

Lema 3.9. La aplicacion m(f): m(X,z) — m (Y, f(z)) dada por m(f)([o]) = [f o 0]
es un homomorfismo de grupos, llamado homomorfismo inducido por f.

Teorema 3.10. Si f: X — Y y g: Y — 7 son aplicaciones continuas, se verifica que

(i) (g o f) = m(g) o m(f),

(ii) 1 (1x) = Lz, (x.2)-
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Observacion 3.1. Asi, el grupo fundamental proporciona una manera de pasar de la

topologia al dlgebra: acabamos de probar que 7; es un functor covariante de la categoria
Top, en la categoria Broup.

Corolario 3.11. Si f: X —Y es un homeomorfismo, entonces la aplicacion inducida

entre los grupos fundamentales, 71 (f): m (X, z) — (Y, f(2)) es un isomorfismo para
cada v € X.

Observacion 3.2. Esto no significa que dos espacios con grupos de Poincaré isomorfos
sean homeomorfos

(i) si X es un espacio discreto, una aplicacion o: [0, 1] — X es continua si y s6lo si es
constante. Luego, Q(X,z) = {e,} y m (X, z) = 0 para cada z € X,

(ii) si X es un espacio indiscreto, toda aplicacién o : [0, 1] — X es continua. Asi, en este
caso, Q(X,z) = {0:[0,1] — X : 0(0) = z = o(1)}. Paracada o, 7 € Q(X, z),
es o ~ 7. Luego, m1 (X, z) = 0 para todo = € X.

Dos aplicaciones hométopas inducen el mismo homomorfismo sobre grupos funda-
mentales, salvo un automorfismo interior, que se comprende por el hecho de que dos
aplicaciones homdétopas pueden enviar el punto base de X en distintos puntos base de Y

Teorema 3.12. Sean f,qg: X —Y aplicaciones continuas, H : f ~ g una homotopia y
x € X.Seao:[0,1]—Y el camino dado por o(t) = H(z,t). Entonces, se cumple que
m1(9) = v, o M (f), donde p, es el isomorfismo inducido por o, segiin el teorema

Demostracion: Si v € Q(X,x), hay que probar que 7m1(9)([v]) = ¢o o m(f)([7]) =
lox fovyxaT].

H(z,1—4t) si 0<t<2
ox(foy*xo)(t) = H(y(4t—1),0) si 3 <t<3
H(z,2t—1) si 1 <t<1
Ademas, g(v(t)) = H(y(t),1), ysi g(x) = z,es g(y) >~ €, % g(7y) * €., donde
H(z,1) si 0<t<1
ex# (g(y) *e:)(t) = ¢ H(y(4t—1),0) si 3 <t<3
H(z,1) si 3<t<1
La homotopia buscada F': [0,1] x [0,1] — X es
H(z,1—4t(1—s) si 0<t<1
F(t,s) = H(y(4t—1),s) si $<t<3
H(z,1+2t-1)(1—-s) si 5<t<1. |
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Corolario 3.13. Si dos espacios conexos por caminos X e Y tienen el mismo tipo de
homotopia, entonces sus grupos fundamentales son isomorfos.

Demostracion: Tenemos dos aplicaciones f: X — Y y g: Y — X tales que
F:lx~gof y G:1ly~fog.

Seaz = g(y) € g(Y) C X. Vamos a probar que 7 (f): m (X, z) — 1 (Y, f(x)) es un

isomorfismo.

Sea y(t) = F(x,t), camino que une x con g o f(z). El teorema dice que
m(go f) = prom(ly) = ¢s: m(X,z)— 7 (X, g(f(x))) es unisomorfismo. Esto de-
muestra que 71 (f): m (X, z) — w1 (Y, f(x)) es inyectiva.

Sea o(t) = G(y,t), camino que une y con f o g(y) = f(z). El teorema dice que

m(fog) =w,om(ly)=¢,: m(Y,y) —m (Y, f(x)) es un isomorfismo. Esto prueba
que 1 (f): m (X, x) —m (Y, f(x)) es sobreyectiva. |

Corolario 3.14. Se verifican las siguientes propiedades

(i) si A es un retracto por deformacion de X y a € A, entonces la inclusioniy: A— X
induce un isomorfismo entre w1 (A, a) y m (X, a);

(ii) todo espacio contrdctil tiene grupo fundamental trivial.

Definicion 3.4. Si X es conexo por caminos y 71 (X ) es trivial, se dice que X es simple-
mente conexo.

Observacion 3.3. El corolario (ii), dice que un espacio contractil es simplemente
conexo. El reciproco no es cierto: si n > 1, S” no es contractil.

Teorema 3.15. Sean X e Y espacios, vy € X, yo € Y y las proyecciones coordenadas
px: X XY —X, py: X XY —Y. El homomorfismo

2 7TI<X X Y7 ("'UOJ yO)) —>7T1(X7 I()) X 7T1(Y7 y0)7
definido por ¢ = (m1(px), ™1 (py)), es un isomorfismo.

Observacion 3.4. El producto de espacios simplemente conexos es simplemente conexo.
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3.3. Grupo fundamental de la esfera de dimension 1

Vamos a calcular el grupo fundamental de S* utilizando las propiedades especiales de
la esfera.

El producto de nimeros complejos, define una estructura de grupo topoldgico sobre
la esfera unidad S' = {z € C : ||z| = 1}.

El punto de partida para calcular 7, (S!) es la aplicacion exponencial, exp: R —S!,
definida por exp(t) = e*™. La igualdad e?>™(s+t) = ¢2mise2mit que expresa de manera
resumida las férmulas clasicas del coseno y el seno de una suma, afirma que la sobreyec-
cion continua exp es ademds un homomorfismo del grupo aditivo de los nimeros reales
(R, +) sobre el grupo multiplicativo de los nimeros complejos de médulo 1, (S, .). El
nucleo de este homomorfismo es Z.

Ademas, exp verifica las siguientes propiedades topoldgicas.
Lema 3.16. La aplicacion exp: R —S! es continua, sobreyectiva y abierta.

Demostracion: Veamos que es abierta. Para ello, sean U C R abiertoy F' = S' —exp(U).
Como exp ! (exp(U)) = U (U + {n}) que es abierto, se deduce que exp~'(F) es ce-

nez
rrado. Ademds, para cada = € R, existe 2’ € [0,1] tal que exp(z) = exp(a’), luego
F = exp(exp~'(F) N [0,1]), imagen continua de un compacto, luego cerrado. |

Proposicion 3.17. La restriccion de exp a cualquier intervalo de amplitud 1 (t,t+ 1), es
un homeomorfismo sobre S' — {exp(t)}.

Demostracion: Es una conscuencia del lema [3.16] |

Sea o: [0,1] — S un camino: para s € [0, 1], existe 5 € R tal que o(s) = exp(3).
El problema es que s no esta determinado de modo tnico a partir de s. El objetivo ahora
es probar que para cada s € [0, 1], es posible elegir s € R de modo que o(s) = exp(s) y
que la funcion ~ : [0, 1] — R que lleva s en s, sea continua.

Comencemos por el lema de levantamiento de caminos.

Lema 3.18. Para todo camino o: [0,1]—S!, con o(0) = exp(0) = 1, existe un tinico
camino ¢ [0,1] — R, tal que 5(0) = 0y expod = o. El camino & se llama un levan-
tamiento de o.

Demostracion: Como [0, 1] es un compacto métrico, o: [0, 1] —S* es uniformemente
continua. En particular, existe 6 > 0 tal que si [t — ¢/| < d es |o(t) — a(t')|| < 2.
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Esta condicién garantiza en particular que o(t) y o(t’) no son puntos antipodales. Por la
propiedad arquimediana, existe n € N tal que % < dparacadat € [0, 1].
Para todo ¢ € [0, 1], subdividimos el intervalo [0, ] en n intervalos de la misma am-
plitud, a través de los puntos
(n—1)t

t
O=tg< —=t, < < ~— 2=t | <t,=t.
n n

Como |t;—t;_1| = £ < §,0(t;) y o(t;+1) no son puntos antipodales, o lo que es lo mismo
o(t;) to(tjs1) # —1 € S'. Queda asi definida para j € {0,1,...,n — 1} la funcién
continua g;: [0,1] —S' — {—1}, por g;(t) = o(t;) o (tj41)- Ademis g;(0) =1¢eS.
Es inmediato comprobar que o (t) = go(t)g1(t) . . . gn_1(t).

Por la proposicién la restriccion exp |(_1 1) es un homeomorfismo de (-1, 1

272
sobre S' — {—1}. Si X es la inversa, se cumple que A\(1) = 0. Tiene sentido definir la
composicién A o g; para cada j € {O, 1,...,n— 1}, y ademds es una funcién continua.
Definimos ¢: [0,1]— R por ¢ = (Ao gy) + --- + (A © g,—1): es continua, 7(0) =

0y expoo = o, gracias a las propledades algebralcas de exp. Ademas o es la unica
verificando estas condiciones. En efecto, si 5: [0, 1] — R fuera continua, tal que J(O)

0y expoo = o, entonces la funcién h = ¢ — ¢ seria una funcién continua con valores
enteros, luego necesariamente nula al ser o(0) = 0(0) |

El siguiente se conoce como lema de levantamiento de homotopias.

Lema 3.19. Sean 0,7: (0,1] —S' dos caminos, tales que 0(0) = 7(0) = 1 € Sy
H : o ~ 7. Existe una tinica aplicacion H, tal que H = exp oH yH : 0 ~ 7, donde
eXpoT = T y eXp oo = J.

Demostracion: Siguiendo los mismos pasos que en el lema —sustituyendo [0, 1] por
otro compacto convexo [0, 1]2— se construye H: [0,1] x [0,1] — R continua, tal que
expoH = Hy f[(0,0) = 0. Sélo falta ver que H : & ~ 7, y se hace en cuatro pa-
SOS:

1) ¢o: [0, 1] — R definida por ¢ (t) = H (t,0) es un camino que levanta a o y tal que
©0(0) = H(0,0) = 0. La unicidad del levantamiento de caminos garantiza que @, = o.

2) y: [0,1] — R definida por 6(s) = H(0, s) es un camino que levanta al camino
constante 0 y tal que 6,(0) = H(0,0) = 0. La unicidad del levantamiento de caminos
garantiza que 0y = 0. En particular, H(0 (0,1) =

3) ¢1: [0,1] — R definida por ¢ (t) = (t 1) es un camino que levanta a 7y tal
que ¢1(0) = H(0,1) = 0 (por 2)). La unicidad del levantamiento de caminos garantiza
que p; = T.

4) 0:1: [0,1] — R definida por 6, (s) = H(1, s) es un camino que levanta al camino
constante (1) y tal que 6;(0) = H(1,0) = &(1) (por 1)). La unicidad del levantamiento
de caminos garantiza que #; = &(1). En particular, 5(1) = 7(1). |
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Definicién 3.5. Sea o: [0,1] —S', un camino cerrado basado en 1. Se define el grado
de o, por deg(c) = (1), donde & es el tnico levantamiento de o con 7(0) = 0.

Observacion 3.5. Es claro que expoog(1) = o(1) = 1y por lo tanto el grado de un
camino cerrado deg(o) = o (1) € ker(exp) = Z.

Observacion 3.6. En general, se puede definir deg(c) = (1) — o(0), para & un levan-
tamiento arbitrario de 0. Y en tal caso, es exp (6(1) — 7 (0)) = 1, es decir, deg(o) € Z.

Observacion 3.7. El grado de un camino cerrado denota el niimero liquido de vueltas
que un punto mévil o(t) recorre a lo largo de S', cuando el tiempo ¢ varia de 0 a 1.
Donde liquido significa la diferencia entre el nimero de vueltas positivas (en el sentido
antihorario) y el niimero de vueltas negativas (en el sentido de las agujas del reloj).

Teorema 3.20. La funcién indice, ind: 71 (S', 1) — Z, definida por ind([o]) = deg(o)
es un isomorfismo de grupos.

Demostracion: Por el lema[3.19] la funcion estd bien definida. Es sobreyectiva, pues para
cada m € Z el camino o0,,(t) = exp(mt) tiene grado m. Si deg(c) = 0, entonces 7 (1) =
0, con lo que & es un camino cerrado en R basado en 0, luego hométopo al camino trivial
(R es contractil), por lo que ¢ es homotépicamente nulo. Si probamos que la aplicacién
indice es un homomorfismo, el anterior argumento demuestra la inyectividad. Para ello,
sean o y T dos caminos en S' con punto base 1. Para calcular deg(o*T) debemos encontrar

un camino % en R, tal que exp oh =0 %7 y h(O) = 0. Y entonces, deg(o * 1) = h( ).
Con las notaciones obvias, basta con tomar i = 3 * 7, donde 5(t) = (t) + deg(7). Y
entonces, deg(o x 7) = h(1) = deg(o) + deg(T). i

De esta propiedad se deducen de manera inmediata varias propiedades.
Corolario 3.21. S' no es simplemente conexo.

Corolario 3.22. Dos caminos cerrados en S* basados en 1 son hométopos si y sélo si sus
grados coinciden.

Corolario 3.23. S' no es un retracto del disco D?.

Demostracion: Si existiera una retraccion r: D* —St, 7y (r): 7, (D?) — w1 (S!) seria
un epimorfismo, lo que es imposible. |

Y se deduce también el teorema del punto fijo de Brouwer.

Corolario 3.24. Toda aplicacién continua f: D* — D? admite un punto fijo.
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Demostracién: Supongamos que f no posee puntos fijos. Para cada z € D?, la recta di-
rigida que une f(z) con z corta a fr(D?) = S' en un dnico punto, 7(x). Queda asi defini-
da una funcién r: D? — S! que es claramente una retraccion, en contra del corolario

B-23 I

Este resultado se generaliza al caso de discos de dimensiones mayores que dos: para
probarlo se utiliza como herramienta que S"~! no es un retracto de D", pero se necesitan
argumentos de teoria de homologia para su demostracion.

Lema 3.25. Sea f: D? —S" una aplicacion continua, tal que f(1) = 1. El camino en
St definido por o(t) = f(exp(t)) posee grado 0.

Demostracion: Sea a: [0, 1] — D? el lazo «(t) = exp(t). Entonces, o = f o . Como D?
es contrictil, se deduce que o es homdétopo al camino trivial, luego tiene grado 0. |

Veamos un teorema de meteorologia: en cada instante, existen sobre la tierra puntos
antipodales en los que la temperatura y la presion atmosférica son idénticos; es el teorema
de Borsuk-Ulam.

Teorema 3.26. Sea f: S> — R? una funcién continua. Existen puntos antipodales en S?,

tales que f(z) = f(—2).

Demostracion: Sea g: S* — R? definida por g(z) = f(z) — f(—z). Lo que debemos pro-

bar es que g se anula en algdn punto de S?. Observar que para z € S%, es g(—z) = —g(2)
(1). Sea ahora la funcién h: D? — R? definida por h(x,y) = g(z,y,\/1 — 22 —y2). h
es continua y de (1), se deduce que si w € S!, es h(—w) = —h(w) (2). Para probar el re-

sultado, basta con probar un enunciado mas general: Toda funcién continua h: D? — R?
satisfaciendo (2) se anula en algiin punto del disco. Supongamos que una tal funcion
no se anula en ningin punto de D% Se puede entonces definir otra funcién continua
0: D*—S! por p(w) = %, que satisface p(—w) = —p(w) para w € S (3)
y ©(1) = 1 (4). Por el lema [3.25] el camino o: [0, 1] —S* definido por o = ¢ o exp
posee grado 0. Sea o el levantamiento de o con origen en 0, es decir, deg(c) = o (1).
La condicién (3) prueba que exp(c(t + 3)) = exp(c(t) + 3) para 0 < ¢ < 1. De
otro modo, & (¢ + 3) — &(t) — 1 es un entero. La funcién f: [0, 3] — Z definida por
f(t) = o(t+ 3) — () — 3 es continua, y por lo tanto constante igual a m € Z. Un
sencillo calculo muestra que deg(c) = 2m + 1, que es un nimero impar, es decir, no
puede ser 0. |

Como consecuencia de lo anterior, se deduce que no es posible dibujar un mapa—
mundi, de manera homeomorfa, sobre la pagina de un atlas.

Corolario 3.27. La esfera S* no es homeomorfa a ningiin subconjunto del plano euclideo.
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El siguiente resultado tiene que ver con la divisién de
volimenes por planos: es posible, con un tnico corte
de cuchillo, dividir dos trozos de pan y uno de jamon,
cada uno de ellos en dos mitades iguales, sin importar
lo muy irregulares que puedan ser estas piezas, ni sus
posiciones relativas; es el teorema del bocadillo de
jamon

Teorema 3.28. Sean U, V y W tres abiertos no vacios, conexos y acotados de R3. Existe
un plano que divide cada uno de estos subconjuntos en dos piezas del mismo volumen.

Demostracion: Sea z € S? y L, la recta por z y el origen de coordenadas. Como el
volumen de U es finito, existe pyy € L, de manera que el plano por py perpendicular a L,
divide a U en dos trozos del mismo volumen. El punto p;; es tnico por conexion. Sea la
funcién continua gy : S? — R definida por gi7(z)z = py. Por construccion, es claro que
siz € S% es gy(—2z) = —gu(z) (1). Se definen funciones gy y gy de manera andloga.
Lo que queremos probar es que existe z € S? tal que gy (2) = gv(2) = gw(z). Para ello
se define la funcién continua f: S* —R?, f(2) = (gu(2) — gv(2), 9u(2) — gw(2)). Por
el teorema de Borsuk-Ulam, existe 2o € S tal que f(29) = f(—20) (2). La condicién (1)
implica ademds que f(—z9) = —f(20) (3). De (2) y (3), f(z0) = (0,0). |

Los dos siguientes son los andlogos en dimension uno a los teoremas de Borsuk—Ulam
y del bocadillo de jamén.

Proposicion 3.29. Sea f: S' — R continua. Existen puntos antipodales x,—x € S,
tales que f(x) = f(—x).

Demostracion: Sea la funcién continua g: S' — R definida por g(x) = f(x) — f(—x).

Basta con ver que ¢ se anula en algin punto. Si z € S' es g(z) = —g(—z) (1). Si
g no se anulase en ningin punto, por (1) tomaria valores positivos y negativos, luego
0 € g(Sh). |

Y se deduce el teorema del pastel.

Teorema 3.30. Sean U y V dos abiertos no vacios, v -

—
conexos y acotados de R?. Existe una recta que divide U

cada uno de estos subconjuntos en dos piezas de la

misma drea.

Demostracién: Para cada w € S! sea L,, la recta por el origen de coordenadas y w. Existe
una unica recta orientada 7, (en la direccion del origen a w) paralela a L,, y que corta a
U en dos trozos de la misma drea. R,, depende continuamente de w. Sea f: S' — R la

aplicacion continua definida por: f(w) es el drea de la parte de V' que se sittia a la izquier-
da de R,, cuando se atraviesa R, siguiendo su orientacién. Por la proposicion [3.29] existe
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wo € S! tal que f(wy) = f(—wp) (2). Las rectas R, y R_,, coinciden como rectas no
orientadas, luego f(wy) = drea a la izquierda de R,, y f(—wy) = érea a la izquierda
de R_,, = érea a la derecha de R,,. Por (2), R,, corta a V' en dos zonas de la misma
area. |

La aplicacion indice dada en el teorema posee también algunas utilizaciones en el
estudio de campos de vectores.

Definicion 3.6. Un campo de vectores X : S* — R3 es tangente a S?, si para cada z € S?,
X(z) es ortogonal a z.

Existe siempre un punto sobre la superficie de la Tierra, en el cual el viento no sopla:
es el teorema de la bola peluda (ver [Crs], pagina 114)

Teorema 3.31. Todo campo de vectores tan-
gente a S? posee un punto singular.

Este resultado es cierto para esferas de di-
mensién par arbitraria, como veremos mas
adelante. Sin embargo, es posible peinar es-
feras peludas de dimension impar y toros pe-
ludos.

Dos puntos pelados

Toro peludo

3.4. Teorema de Seifert-Van Kampen

El teorema de Seifert—Van Kampen es clave para el cdlculo de muchos grupos fun-
damentales.

Teorema 3.32. Sea X = U UV, donde U y V' son abiertos conexos por caminos y U NV
es no vacio y conexo por caminos. Si xo € U NV, entonces, m (X, xy) es el producto
amalgamado de los grupos (U, xo) y m1(V, ), por el subgrupo w1 (U NV, xy),

T (X, 950) = 7T1(U, Io) *7(UNV,zo) 7T1(V> l’o)-

Demostracion: Sea o € Q(X, xg). Sea ¢ el nimero de Lebesgue asociado al cubrimiento
por abiertos {71 (U),o071(V)} del compacto métrico [0, 1]. Sea una particién de [0, 1],
0=ty <ty <- <tp1<ty=1conlt;_1 —t;| <e. Asi,paracadai € {1,...,k},
es o([ti—1,t;]) C U oo([ti-1,t;]) C V. Sidos intervalos consecutivos [t;_1, ;] ¥ [ti, tit1]
tuvieran sus imagenes por o contenidas en el mismo abierto, eliminamos el punto interme-
dio t;. De este modo, paracadai € {0,...,k}eso(t;) e UNV.Parai € {1,...,k}, sea
o;: [0,1] — X el camino o;(t) = o((1—t)t;_1+1tt;); es facil probar que o ~ oy *- - -%07.
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Como U NV es conexo por caminos, existen caminos ¢;: [0, 1] — U N V uniendo x, con
o(t;), parai € {1,...,k — 1}. Entonces,

O ~ Ok k0] ~ (OpkCp_1)*(Cp_1%Op_1%C_2)%- - x(Cokaoxcy )k (Crkay) = Yk« + *Ypkyq,

donde los caminos 7; € Q(U, zg) 0 v; € Q(V, z). Asi, todo camino en X basado en x
se puede reescribir como un producto de lazos basados en x, cada uno de los cuales vive
enUoenV.

Las aplicaciones de inclusion

Jgu:UNV—U,jy: UNV—V,iyg: U—Xyiy: V—X
dan lugar a homomorfismos
m(Ju): m(U NV, zg) —m (U, x0), m1(Jv): m(U NV, 20) —> 11 (V, 20),

m(iv): m(U,z0) — w1 (X, x0) y m1(iv ) : m(V, 20) — 71 (X, 20).

Tenemos ademas las inyecciones candnicas
ku: m(U,zg) —m (U, x0) * m(V,20) y kv : m(V,20) —> 1 (U, 20) % 71 (V, 20)
y el homomorfismo natural inducido por 7 (iy/) y 71 (iy),
O (U, o) *xm(V, 20) —> m1 (X, 20).
Se puede definir ademds la aplicacion (que no es un homomorfismo de grupos)
F:mUNV,xg)—m (U, x) * m(V, 20)

por F([v]) = m(Gu)([7]) * m1(jv)([7]). Si llamamos Np a la clausura normal (ver el
apartado [1.3.4) de Im(F') en w1 (U, xo) * m1(V, xg), se prueba que ® es un epimorfismo
de nicleo Ng. |

Corolario 3.33. En las condiciones del teorema si Uy V son simplemente conexos
yU NV es conexo por caminos, entonces X es simplemente conexo.

Corolario 3.34. En las condiciones del teorema si UNYV es simplemente conexo,
entonces m1 (X, xo) es el producto libre (U, xq) * m1(V, x¢).

Teorema 3.35. En las condiciones del teorema si V' es simplemente conexo, m (X, o)
es el cociente de w1 (U, xo) por el menor subgrupo normal que contiene a (U NV, x).

Ejemplos 3.1. Como aplicacion del teorema de Seifert—Van Kampen, se obtiene
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(i) S™ es simplemente conexa, para n > 1: I
si Ny S son el polo norte y el polo T ( )
sur, respectivamente, basta con aplicar T
el teorema[3.32]a los dos abiertos U = % U

S*—{N}yV =8"-{S}.
(ii) 1 (8) es el grupo libre con dos genera- q p
dores, Z x 7. U 1%

(i11) Usando el ejercicio 7 del apartado se concluye que 71 (T?) es el grupo abeliano
libre con dos generadores, resultado deducido también usando el teorema 3.1

Observacion 3.8. El argumento dado en el ejemplo i) no es valido para la esfera S!,
pues la interseccion obtenida no seria conexa por caminos. Por ello, hemos calculado en
el apartado anterior su grupo fundamental directamente.

Observacion 3.9. A pesar del resultado dado en el corolario|3.33] la unién de dos conjun-
tos simplemente conexos con un punto en comun no es simplemente conexo en general,
como lo prueba el siguiente ejemplo: para cada n € N, sean las circunferencias

3 1)’ s 1
Y,=<(z,y,0) eR’: (z+—| +vy =— )
n n
5 1\* , 1
Zn=9(r,y,0)eR: (2 —— | +y"=—¢.
n n

Sean Y = UY”’ Z = U L Y el cono de base Y y vértice

neN neN
(0,0,1) y Z el cono de base Z y vértice (0,0, —1). Yy Z son

contractiles, luego simplemente conexos, Y N Z = {(0,0,0)}
y X =Y U Z no es simplemente conexo.

3.5. Grupos de homotopia superiores

Existen andlogos n—dimensionales del grupo fundamental: son los grupos de homo-
topia de orden superior, 7, (X, ), paran € Ny z, € X. En cierto sentido, 7, (X, z)
mide los agujeros de dimension n de X.

Los elementos de 7 (X, zg) son clases de homotopia de caminos en X basados en
xo. Como primer paso en la construccion de 7, (X, xg), hay que generalizar la nocion de
camino cerrado a la de lazo n—dimensional.
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Definicion 3.7. un n—lazo en X basado en x, es una aplicacién continua o: [0, 1] — X,
que lleva la frontera de [0, 1]™ en .

Se define el producto de dos n—lazos, 5 * o = 7, como el n—-lazo

- a(2t1’t27...’tn) Si
Y(t1, .o tn) = { B2ty — 1,ty,...,t,) si

o= O
IA A

ty %%
t1 1.

IA IA

Definicion 3.8. Dos n—lazos o y 3 basados en xy son homadtopos, o ~ [3, si existe una
aplicacién continua H : [0, 1] x [0, 1]* — X, tal que

() H(0;t1,...,tn) = a(ty, ..., t,), para (t1,...,t,) € [0,1]",
() H(1;t1,...,t,) = B(ts, ..., tn), para (ty,...,t,) € [0,1]",
(iii) H(s;tq,...,t,) = xo, paracada s € [0,1] y cada (t1,...,t,) € fr([0,1]™).

Esta homotopia es una relacion de equivalencia, y si se denota por [o] la clase de los
n—lazos homoétopos al n—lazo o, se verifica

Lema 3.36. Cuando tengan sentido los siguientes productos, se cumple

(i)sia~ 'y~ [, entonces 5 x o ~ ' * o;

(ii) (% B) v ~ a* (B %),
(iii) si €: [0, 1] — X se define por £(t1, . .., t,) = X, entonces € x @ ~ a *x € ~ Q;
(iv) si se define ai(ty,ty, ... t,) = a(l —ty,ty, ... t,) yesa ~ B, entonces @ ~ f;

(v)axa~axan~e.

Observacion 3.10. Queda asi demostrado que las clases de homotopia de n—lazos basa-
dos en z forman un grupo para el producto [5].[a] = [a x (], el grupo de homotopia de
dimension n, m, (X, xo).

Lema 3.37. 7,,(X, xo) es un grupo abeliano, para n > 2. Se trata ademds de un inva-
riante topoldgico.

Proposicion 3.38. Si X es conexo por caminos y xog,x; € X, entonces m,(X,xq) y
(X, 21) son isomorfos.

Teorema 3.39. Si X es contrdctil, entonces 7, (X, x¢) = 0 para cada n > 1.

Teorema 3.40. Si X e Y son espacios, vy € X e yg € Y, entonces

T (X X Y, (0, Y0)) = T (X, 20) & T (Y, yo)-
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Observacion 3.11. En general, es extremadamente dificil calcular los grupos de homo-
topia de orden superior. De hecho, incluso para esferas, su cdlculo no esta atin completa-
mente realizado. A pesar de todo, pueden probarse resultados del tipo

(1) 7, (SF) =~ 7, 1 (S, sin, k> 1;
(ii) 7, (SF) = 0, sin < k;
(iii) 7 (S¥) = 0, si k > 1;
(iv) 7, (S") ~ Z,sin > 1.

Algunos de los resultados conocidos son realmente sorprendentes, como muestra esta
tabla de grupos de homotopia de esferas extraida de [Ha]

5™
[ —
1 234 5 & 7 i g 10 11 12
n 1 E0OO0O0 0 0 0 0 0 0 0 0
| 2 0 E E E I &)y I Iy i) I Ey e Ey
3| 002 Z I, I, I Z, I, Zc I, ILxI,
4 (| 000Z Z, T, Exdy, L=, LxE Tyx<d I I,
s|oooo0 T OZ, E i I, Z, I, Iy
Bl 0000 0 I I, Z, I, 0 z 5
7l o000 0 0 I Z, z, i 0 0
B o000 0 0 0 i 5] Z; fay 0

3.6. Problemas

1.- Sean X un espacio topolégico, A C X,i4: A— X lainclusién naturaly r: X — A
una retraccion. Dado a € A, demostrar

(i) m1(r): m(X,a) —>m (A, a) es un epimorfismo;
(i) m1(ia): (A, a) — 71 (X, @) es un monomorfismo;

(iii) si r es una retraccién por deformacion, entonces 7 (i4): m (A, a) — m (X, a) es
un isomorfismo.

2.- Sea X un espacio conexo por caminos, a,b € X y ¢ un camino uniendo estos puntos.
Demostrar que 71 (X, a) es abeliano si y sélo el isomorfismo ¢, : m (X, a) — m (X, b)
definido por o segtin el teorema 3.7} no depende de hecho de o.

3.- Probar que si X es un espacio conexo por caminos, son equivalentes
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(i) X es simplemente conexo,
(i) dos aplicaciones cualesquiera f, g: S' — X son hométopas,

(iii) toda aplicacién continua f: S' — X se extiende a la bola unidad cerrada D?.

4.- Sea X un espacio topoldgico, x € X y ¢(x) la componente conexa por caminos que
contiene a z. Probar que los grupos fundamentales 7 (X, z) y m1(c(x), z) son isomor-
fos. Por esta razén, basta con enunciar la mayoria de las propiedades de homotopia para
espacios conexos por caminos.

5.- Probar que el conjunto de los puntos z € D? para los que D? — {z} es simplemente
conexo es precisamente S! = fr(D?). Deducir que si f: D? — D? es un homeomorfis-
mo, entonces f(S') = S

6.- Calcular los grupos fundamentales de

(i) un espacio discreto, un espacio indiscreto, la recta racional, el toro T?, la figura de
ocho, una corona circular, R* — {(0,0)};

(i) la rosa de n pétalos, G,,, unién por un punto de 7 copias de S';

(i) X = {(z,y) e R?: =1 < z,y < lyxz 6y € Z} (observar que X tiene el mismo
tipo de homotopia que una rosa de 4 pétalos);

(iv) Y =R? — A, donde A = {(z,0) € R* : x € Z} (comprobar que 7 (Y, (1,1)) es un
grupo libre con una cantidad numerable de generadores);

(v) m1(X, 7o), donde X es el espacio de Hausdorff X = AU B, Ay B son homeomorfos
auntoroy AN B = {xo};

(vi) X, el espacio obtenido de S"~! x R, eliminando k subconjuntos disjuntos y homeo-
morfos cada uno de ellos al disco abierto D";

(vii) paran < m, R™ —R"yS™ — S";
(viii) paran < m, R™ — S"™;
(ix) X, donde X = {a,b,c,d} y 7 ={X,0,{a,b,d},{a,c,d},{a,d},{a},{d}};

(x) X VY, donde (X,z) e (Y,y) son espacios con puntos base (ver la definiciéon de
X VY en el ejercicio 3 del apartado[I.5));

(xi) X =R3>— (AU B), donde Aeseleje 02y B = {(z,y,0) € R® : 2% + y* = 1}.
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7.- Sean o y T dos lazos en R? con punto base (0, 0). Construir una homotopia de caminos
entre ellos.

8.- Sean o y 7 los lazos en S, o(t) = (cos2nt,sin2wt) y 7(t) = (cos2mt, — sin 27t).
Demostrar que no son caminos homoétopos.

9.- Demostrar las siguientes propiedades
(i) R? — {p1,...,pn} no es homeomorfo a R* — {q1,...,qm}, sin #m;
(ii) R™ — {p} es simplemente conexo, si n > 2;
(iii) si n > 2, R" y R? no son homeomorfos;

(iv) sin > 2, S" y S? no son homeomorfos.

10.- El espacio proyectivo real

El espacio proyectivo real de dimension n se define como el cociente RP" = S"/ ~,
donde ~ es la relacion de equivalencia sobre la esfera que identifica puntos antipodales.
Con la topologia cociente inducida RP™ es un espacio de Hausdorff y compacto. Sea
p: S" — RP™ la aplicacién cociente, que es abierta y localmente inyectiva. Se pide de-
mostrar

(i) cada punto p(z) € RP" posee un entorno abierto V/, tal que p~*(V) = V U —V es
unién de dos abiertos, cada uno de los cuales se aplica homeomorficamente por p
sobre V. V' se llama un entorno distinguido de p(x) € RP™;

(i1) la aplicacidn cociente posee la propiedad de levantamiento de caminos, es decir, si
tenemos un camino o: [0, 1] — RP" y 25 € S™ es tal que p(zy) = ¢(0), entonces
existe un tnico camino ¢ : [0, 1] — S", tal que 6(0) = 2oy 0 = po . El camino o
se llama un levantamiento de o. Dado o: [0, 1] — RP", existen precisamente dos
levantamientos & y ¢ y verifican 0 = —7;

(iii) dados p(z), p(y) € RP™, se define d(p(z), p(y)) = min{||z —y||, ||x +y||}, es decir,
geométricamente, d(p(x), p(y)) es la longitud del menor lado del rectangulo cuyos
vértices son x, —x, y y —y. Probar que d es una métrica sobre RP", compatible con
su topologia. Con esta métrica, diam(RP") = V2

(iv) RP!' es homeomorfo a S*;

(v)seann > 2y g € S". Dados dos caminos cerrados o; y o9 basados en p(xy) € RP”,
sean 0y y 0 sus levantamientos con origen en . Entonces, 71 (1) = 02(1) siy s6lo
si g1 ~ 3. Concluir que 7 (RP™) es un grupo con dos elementos.
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11.- Utilizar las propiedades de la aplicacién indice definida en el teorema[3.20] para dar
una prueba topoldgica del teorema fundamental del algebra:

Un polinomio p(z) = 2" + a,_12"" ' + -+ + a1z + ag, de gradon > 1y de coeficientes
ag, - - ., an_1 € C, tiene una raiz en el plano complejo.

12.- Utilizar el teorema de Borsuk—Ulam, para demostrar el teorema de Lusternik—
Schnirelmann: si S? se escribe como unién de tres subconjuntos cerrados, S* = F; U
F5 U F3, entonces existe i € {1,2, 3}, tal que F; contiene un par de puntos antipodales.

13.- Sea X el toro T? privado de un disco abierto, es decir, un asa. Se pide

(i) probar que X tiene el tipo de homotopia de la figura de ocho (ver el problema 7 en
2.3);
(ii) probar que la inclusién de la frontera de X en X, i: fr(X) ~ S!' — X induce el

homomorfismo 7 (7): m(S') — 1 (X) que lleva el generador de 7, (S*) en el ele-
mento o~ *b~tab, donde 71 (X) es el grupo libre generado por a y b;

(iii) utilizar el teorema de Seifert Van—Kampen para comprobar que el grupo fundamen-
tal del toro es 71 (T?) ~ (a,b | a=tb~tab = 1).

14.- Sea Y la botella de Klein K2 privada de un disco abierto. Se pide
(i) probar que Y tiene el tipo de homotopia de la figura de ocho;

(i) probar que la inclusién de la frontera de Y en Y, j: fr(Y) ~ S' —Y induce el
homomorfismo 7y (j): 71 (S') — 71 (Y) que lleva el generador de 7, (S*) en el ele-
mento a~*b~'ab~!, donde 7 (Y) es el grupo libre generado por a y b;

(111) utilizar el teorema de Seifert Van—Kampen para comprobar que el grupo fundamen-
tal de la botella de Klein es 7 (K?) ~ (a,b | a™ b~ tab™! = 1);

(iv) observar que el asa (ver el problema 4) e Y tienen el mismo tipo de homotopia, sin
embargo, no son espacios homeomorfos. ;Por qué?

15.- Sea Z el plano proyectivo real RPP? privado de un disco abierto. Se pide
(i) probar que Z tiene el tipo de homotopia de una circunferencia;

(i) probar que la inclusién de la frontera de Z en Z, k: fr(Z) ~S'— Z, induce el
homomorfismo 7y (k): 7, (S') — 7, (Z) que lleva el generador de 71 (S') en el ele-
mento a?, donde 7, (Z) es el grupo generado por a;

(iii) aplicar el teorema de Seifert Van—Kampen para probar que 7, (RP?) ~ (a | a® = 1);
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(iv) probar que S! no es un retracto de RP?.

16.- Sea X C R? el conjunto compacto que consiste en todos los segmentos que unen

p=1(0,1) con g, = (+,0), para n € N, junto con el segmento de p al punto (0, 0).

Si A= {(0,0)} C X, se pide probar ¥

(1) la inclusién i4: A— X es una equivalencia de
homotopia;
(i1) A no es un retracto por deformacion fuerte de X . . =

17.- Sea f: X — Y una aplicacién continua. Decidir si las siguientes afirmaciones son
ciertas o falsas, demostrdndolas o dando un contraejemplo

(i) si f: X —Y es sobreyectiva, entonces 1 (f): m (X, z) —m (Y, f(z)) es sobre-
yectiva;

(ii) si f: X —Y es inyectiva, entonces 71 (f): 7 (X, z) —> w1 (Y, f(x)) es inyectiva;
(i) si f: X — Y es biyectiva, entonces 7 (f): m1 (X, z) — w1 (Y, f(x)) es biyectiva.

18.- Probar que todos los espacios que siguen son homeomorfos, salvo uno de ellos y
explicar la razon.

19.- Sea C,, el circulo de radio % en R?, con centro en el punto (%, O). Sea X el subespacio
de R? formado por la unién de todos estos circulos, es decir X es una unién infinita
numerable de circulos, que tienen el origen p = (0,0) como punto comn.
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=

Observar que X no es la unién por un punto de los
circulos C,. A X se le llama pendiente infinito. .
Probar que 71 (X, p) no es un grupo libre.

1

20.- Seann € N, n > 1y r: S'—S! la rotacién de angulo 27”, es decir, la aplicacién
r(cos(f),sin(f)) = (cos(f + 25),sin(f + 2¢)). Sea X, el cociente del disco unidad D?
obtenido al identificar cada punto z € S' con los puntos 7(x), r*(x), ..., 7" }(z). Se
pide probar

(i) X,, es un espacio compacto Hausdorff, llamado sombrero de asno de n picos;
(ii) el sombrero de asno de 2 picos es homeomorfo a plano proyectivo real RP?;
(111) el grupo fundamental de X, es un grupo ciclico de orden n.
21.- El propésito de este ejercicio es demostrar que si G es un grupo con una presentacion

finita, entonces existe un espacio compacto Hausdorff cuyo grupo fundamental es isomor-
fo a G. Se pide probar

(i) supongamos que G tiene una presentacion finita formada por n generadores y m
relaciones, (o, ..., a,|r1, ..., 7y). Sean A la unidn por un punto de n circulos, m
m

copias Dy, ..., D, de discos unidad y una aplicacion continua f : U fr(D;) — A.

i=1
Sea X el espacio de adjuncién obtenido a partir de f (ver el problema 3 en [L.5).
Probar que X es un espacio compacto Hausdorff;

(i1) probar la propiedad enunciada para m = 1;

(iii) probar el siguiente lema algebraico: Sean f: G— H y g: H — K homomorfis-
mos y [ sobreyectivo. Si ag € Gy ker(g) es el menor subgrupo normal de H
conteniendo a f(ag), entonces ker(g o ) es el menor subgrupo normal N de G
que contiene a ker(f) y ag;

(iv) proceder por induccién sobre m, utilizando (iii) para probar el enunciado.

22.- Encontrar espacios cuyos grupos fundamentales sean isomorfos a los siguientes gru-
pos, donde Z,, denota el grupo aditivo de los enteros médulo n
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(1) Zy, X Zy, y mas en general Z,,, X Zy, X -+ X Ly, ;

(i1) Zy, * Z,, y mas en general Z,,, * Ly, * - - - % Ly, .

23.- Se consideran los tres subespacios del plano

Calcular el grupo fundamental de cada uno de ellos. ;Son homeomorfos? ; Tienen el mis-
mo tipo de homotopia?

24.- Se consideran los tres subespacios del R?

Calcular el grupo fundamental de cada uno de ellos. ;Son homeomorfos? ; Tienen el mis-
mo tipo de homotopia?

25.-Sea X = S?U{(2,0,0) : =1 < x < 1}. Se pide

(1) calcular su grupo fundamental y dibujar en €l los

generadores de este grupo;
(ii) ;es homeomorfo a la circunferencia S'? ;Y a la v
esfera S??

(iii) ;tiene el tipo de homotopia de la circunferencia S'? ;Y de la esfera S*?



Estudio de los espacios recubridores

Los espacios recubridores se introducen a veces como simples herramientas, por ser
normalmente mas sencillos que los espacios que cubren: por ejemplo, S” frente a RP”,
como veremos mds adelante.

Luego, el principio de generalidad va a ser el siguiente: el objeto primario de interés
serd el espacio topologico X, pero cuando X es demasiado complicado, se recurre a un
espacio recubridor Y, més sencillo, y se usa la teoria de los espacios recubridores, para
obtener informacién de X a partir de lade Y.

En los temas anteriores, hemos desarrollado dos técnicas para calcular grupos funda-
mentales

(1) la equivalencia de homotopia: un espacio topologico se reemplaza por otro cuyo
grupo fundamental coincide con el primero, pero que como espacio es mas simple;

(i1) el teorema de Seifert—Van Kampen, para el cdlculo del grupo fundamental de esferas
y otras superficies.

Otro grupo fundamental que hemos calculado es el de S', y la estrategia para obte-
nerlo ha sido usar propiedades de la aplicacidén exponencial, para probar que todo camino
basado en 1, se puede levantar sobre R en un camino que empieza en 0 y que termina en
un entero.

Los ingredientes bdsicos en la prueba han sido tres propiedades de levantamiento

(1) la propiedad de levantamiento tnico,
(i1) el lema de levantamiento de caminos,
(ii1) la propiedad de levantamiento de homotopias.

Otra cualidad que se usa es que cada punto de S posee un entorno distinguido (lo
definiremos més adelante con rigor), es decir, un entorno abierto U, tal que exp_l(U )
estd formado por copias disjuntas de U en R.

En este tema se generalizan estas ideas, y se ve que se pueden aplicar técnicas simila-
res a una gama bastante importante de espacios topoldgicos, que engloban a las variedades
conexas: son los espacios y las aplicaciones recubridoras.

55
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Una aplicacion recubridora es una aplicacion cociente y tiene muchas de las propie-
dades de la aplicacion exponencial. El estudio cuidadoso de las aplicaciones recubridoras
permitird analizar y calcular muchos mds grupos fundamentales.

Ademads, damos la clasificacion de los espacios recubridores de un espacio dado X
y se ve que depende de su grupo fundamental, en el sentido de que hay tantos espacios
recubridores como subgrupos de 71 (X, x). Esto prueba de nuevo el poder del functor
grupo fundamental, como método para distinguir cualidades topoldgicas de espacios a
través de las propiedades algebraicas de sus grupos de Poincaré.

4.1. Espacios recubridores

Definicion 4.1. Sean X e Y espacios topoldgicos y p: Y — X una aplicacion continua.

Un abierto U C X se llama distinguido, si p~'(U) = UUi’ unién disjunta de abiertos
iel

conexos {U; : i € I}, cada uno de los cuales se aplica homeomorficamente sobre U por

p, es decir, p|y, : U; — U es un homeomorfismo.

Se puede visualizar esta familia de abiertos disjuntos,
como una pila de hojas, que se proyectan sobre U por
la aplicacion p.

Los conjuntos U; son conexos, abiertos y cerrados en v
p 1 (U), es decir, son precisamente las componentes T
conexas de p~1(U). vex

Definicion 4.2. Si Y es conexo, p: Y — X es sobreyectiva y cada x € X posee un
entorno abierto distinguido, se dice que p es una aplicacion recubridora 'y que Y es un
espacio recubridor o una cubierta de X. A veces, se habla de X como de la base 'y de Y
como el espacio total de la aplicacion recubridora.

Observacion 4.1. Si p: Y — X es un espacio recubridor, los espacios X e Y son local-
mente idénticos, y las imdgenes reciprocas en Y de entornos distinguidos en X, conve-
nientemente combinados, realizan el espacio Y. Sin embargo, el espacio total y la base
pueden ser completamente distintos en un sentido global.

Ejemplos 4.1. Las siguientes aplicaciones son recubridoras

(i) la aplicacion exponencial exp: R — S*;
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ne=l =2
fuivial)

(i) La aplicacion exponencial (ii) Las cubiertas p,, sobre la esfera
(i) p,: S'— S, dada por p,(z) = 2™,
(iii) p: R*—T", donde p(x1,...,z,) = (exp(z1),...,exp(z,));

(iv) la aplicacidén cociente p: S™ — RIP" definida al identificar puntos antipodales de la
esfera.

Definicion 4.3. Una aplicacién continua f: Y — X es un homeomorfismo local, si para
cada y € Y, existe un entorno abierto U que se aplica por f homeomorficamente sobre
un subconjunto abierto V' C X.

Lema 4.1. Un homeomorfismo local f: Y — X verifica
(i) f es una aplicacion continua y abierta;

(ii) para cada x € X, la fibra sobre ese punto, f~(x), es un espacio discreto.

Observacion 4.2. La existencia del homeomorfismo local f: Y — X, hace que Y herede
todas las propiedades topoldgicas locales de X (la conexién local, la compacidad local,

etc.). Si ademads f es sobreyectiva, X también hereda las propiedades topoldgicas locales
deY.

Lema 4.2. Si p: Y — X una aplicacion recubridora, entonces es un homeomorfismo
local y una aplicacion cociente. Si p es inyectiva, entonces es un homeomorfismo.

Es importante observar que no todo homeomorfismo local sobreyectivo es una apli-
cacion recubridora.

Ejemplo4.1. SeaY = (0,2) C Ry laaplicacién f: Y —S! dada por f(z) = exp(x). f
es un homeomorfismo local por ser la restriccion de la aplicacién exponencial, que es una
aplicacion recubridora, y es claramente sobreyectiva. Pero, no se trata de una aplicacién
recubridora, pues el punto 1 € S' no posee un entorno abierto distinguido.

Lema 4.3. Si p: Y — X es una aplicacion recubridora, entonces el cardinal de las
fibras es constante.
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Observacion 4.3. Usando el lema anterior, podria deducirse que la aplicacion del ejemplo
4.1 no es recubridora, al tener todas las fibras dos elementos, excepto la del punto 1 que
tiene cardinal uno.

Definicion 4.4. Si p: Y — X es una aplicacion recubridora, el cardinal de cada fibra se
llama niimero de hojas del espacio recubridor.

Ejemplos 4.2. A continuacion, se dan ejemplos espacios recubridores con distintos nimeros
de hojas

() pn: St — S, p,(2) = 2™, es un espacio recubridor de n hojas;
(ii) p: S® —> RP" es un espacio recubridor de dos hojas;

(ii1) la aplicacion exponencial da lugar a un espacio recubridor con una cantidad nume-
rable de hojas.

4.2. Propiedades de levantamiento

Definicion 4.5. Seanp: Y — X'y f: Z — X aplicaciones continuas. Un levantamiento
de f relativamente a p, es una aplicacioén continua f: Z — Y talquepo f = f.

Observacion 4.4. No toda aplicacién continua posee un levantamiento, aunque p sea un
homeomorfismo local, como se vera mas adelante.

Las herramientas técnicas clave para trabajar con espacios de recubridores son los
siguientes lemas de levantamiento, que son generalizaciones de las propiedades simi-
lares verificadas para la aplicacion exponencial en el apartado Empecemos por la
propiedad de levantamiento tnico.

Lema 4.4. Sea p: Y — X un espacio recubridor. Si Z es conexo, f: Z— X es una
aplicacion continua y f1, fa: Z——Y son dos levantamientos de [ que coinciden en
algiin punto de Z, entonces, f1 = fs.

Se continda con la propiedad de levantamiento de caminos.

Lema 4.5. Sean p: Y — X un espacio recubridor, o : [0, 1] — X un camino y un punto
Yo € p~'(c(0)). Existe un levantamiento & : [0,1] —Y de o, tal que 7(0) = yo.

Y finalmente, se da la propiedad de levantamiento de homotopias.

Lema 4.6. Sean p: Y — X un espacio recubridor, 0y, 01: [0,1] — X dos caminos ho-
métopos, H : oy ~ o1y p(xg) = 00(0). Entonces
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(i) existe una tnica aplicacion H, tal que p o H=H y ﬁI(O, 0) = Zo;

(ii) teorema de monodromia: si dg, 07 : [0, 1] — Y son levantamientos de los caminos
0o y oy respectivamente y o(0) = 7,(0), entonces gy ~ 0.

Como primera aplicacion de la teoria, podemos dar una solucion general al problema
de levantamiento para aplicaciones recubridoras: se trata de decidir, dada una cubierta
p: Y — X y una aplicacién continua ¢: Z — X, cuando esta ultima admite un le-
vantamiento p: Z — Y. El siguiente resultado reduce este problema topoldgico a uno
algebraico: es el criterio de levantamiento.

Teorema 4.7. Sean p: Y — X una aplicacion recubridora, Z un espacio conexo por
caminos y localmente conexo por caminos y p: Z — X una aplicacion continua. Dados
20 € Z eyy €Y tales que p(yo) = ¢(20), p posee un levantamiento p: 7 —Y,
verificando que p(z9) = Yo, si y sélo si w1 (p)(m1(Z, 20)) (subgrupo de m (X, p(z0)))
estd contenido en 71 (p)(m1(Y, yo))-

Ejemplos 4.3. Algunos ejemplos de aplicacion de este criterio son

(i) dada la cubierta exp: R —S!, la aplicacién identidad 1g:: S' — S! no se levanta
respecto a exp, porque 71 (1s1) (7 (SY, 1)) ~ Z ¢ 7 (R) = 0;

(i) sean p3: S'—S! y ps: St —+S! los espacios recubridores de tres y cinco hojas
respectivamente. ps3 no se levanta respecto a ps;, porque

m1(ps)(mi(S1,1)) = 3Z & mi(ps) (m (Sh, 1)) = 5Z;

(ii1) si p: Y — X es un espacio recubridor y ¢: Z — X es continua con grupo funda-
mental 7 (Z, zy) trivial, siempre existe un levantamiento ¢: Z — Y de .

4.3. Aplicaciones recubridoras y grupo fundamental

El siguiente teorema de inyectividad caracteriza el homomorfismo inducido sobre
los grupos fundamentales por una aplicacion recubridora.

Teorema 4.8. Sea p: Y — X una aplicacion recubridora. Para cada y € Y, el homo-
morfismo 71 (p): m (Y, y) — w1 (X, p(y)) inducido por p es inyectivo.

Observacion 4.5. Este enunciado prueba que el grupo fundamental de un espacio re-
cubridor puede verse, en un cierto sentido, como un subgrupo del grupo fundamental de
la base. Pero, es necesario entender de que manera este hecho depende de la eleccion del
punto base y € Y.
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Definicion 4.6. Dos subgrupos H; y Hs de un grupo G se llaman conjugados, si existe
un elemento g € G, tal que H, = g 'H,g. Es fécil probar que la conjugacién es una
relacién de equivalencia sobre el conjunto de todos los subgrupos de GG. Ademads, H es
normal en G siy sélo si H es el tinico subgrupo conjugado a H.

Como prueba el siguiente teorema de conjugacion, el subgrupo 7 (p) (71 (Y, y)) puede
cambiar cuando varia el punto base, pero puede transformarse s6lo de un modo muy limi-
tado.

Teorema 4.9. Sea p: Y — X una aplicacion recubridora, donde Y es conexo por caminos.
Para cada x € X, la familia {m,(p)(71(Y,y)) : y € p~(x)} de subgrupos de 7 (X, x),
es exactamente una clase de conjugacion.

Definicion 4.7. Se dice que un espacio recubridor p: Y — X es regular, si Y es conexo
por caminos y localmente conexo por caminos y para caday € Y, m(p)(m1(Y,y)) es un
subgrupo normal de 71 (X, p(y)).

Observacion 4.6. Esto significa en particular que el subgrupo 7 (p)(m(Y,y)) es inde-
pendiente de la eleccion del punto base y en la fibra de x, ya que el tUnico subgrupo
conjugado es €l mismo.

Lema 4.10. Seap: Y — X una aplicacion recubridora, donde Y es conexo por caminos
y localmente conexo por caminos. Si existe y € Y tal que 71 (p)(m1(Y,y)) es un subgrupo
normal de (X, p(y)), entonces p es regular.

4.4. El grupo de las transformaciones recubridoras

Vamos a introducir el concepto de grupo de las transformaciones recubridoras y a
estudiar su relacion con los grupos fundamentales del espacio total Y y de la base X.

Definicion 4.8. Seap: Y — X una aplicacién recubridora. Un homeomorfismo ¢: Y — Y
se llama una transformacion recubridora, si p o ¢ = p. Se denota por G,(Y") el conjunto
de las transformaciones de recubridoras de Y respecto a p.

Lema 4.11. Dada una aplicacion recubridora p: Y — X, se verifican las propiedades
siguientes

(i) si 1, 2 € Gp(Y), entonces p1 0 py € G,(Y);
(ii) si o € G,(Y), entonces o' € G,(Y);

(iii) 1y € Gp(Y).
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Luego, G,(Y) es un grupo, llamado grupo de las transformaciones recubridoras.

Proposicion 4.12. Sean p: Y — X una aplicacion de recubridora'y ¢ € G,(Y), en-
fonces

(i) si 1, p2 € G,(Y) y existe yo tal que p1(yo) = w2(yo), entonces 1 = @a;

(ii) excepto para ¢ = ly, @ actiia sin puntos fijos, es decir, si p(y) = y para algiin
y €Y, entonces p = ly;

(iii) para cada x € X, @ permuta los puntos de la fibra p~(x);

(iv) para cada U abierto distinguido en X, ¢ permuta las componentes conexas de

p~H(U).
Ejemplos 4.4. Algunos ejemplos de tales transformaciones son
(i) para exp: R—S!, G,(R) = {p, : n € Z}, donde ¢, (z) = = + n.

(ii) si p: S® — RP" es la cubierta de dos hojas de RP" y «a: S” —S" la aplicacién
antipodal, entonces G,(S) = {1s», a}.

Observacién 4.7. Segtn la proposicién 4.12] G,(Y) puede pensarse como un grupo de
permutaciones sobre cada fibra, ya que cada transformacién recubridora estd completa-
mente determinada por lo que hace sobre una fibra.

Definicion 4.9. Si GG es un grupo de permutaciones sobre un conjunto Z'y z € Z, la dérbita
de z es el conjunto de las imagenes por G, es decir, G(2) = {¢(z) : ¢ € G}. Se dice que
G actia transitivamente sobre Z, si para cada z € Z, es G(z) = Z, o equivalentemente,
si para cada 21, 22 € Z, existe ¢ € G tal que ¢(z1) = 2s.

Es a menudo util disponer de un criterio para decidir cuando dos puntos estin en la
misma Orbita, y por ello damos el criterio de orbitas.

Proposicion 4.13. Sea p: Y — X una aplicacion de recubridora, donde Y es conexo
por caminos y localmente conexo por caminos. Entonces

(i) si Y1, Y2 € p~ (), existe una transformacion recubridora que lleva vy, en ys siy sélo
si T (p)(m1(Y,y1)) = mi(p)(m (Y, y2))s

(ii) G,(Y') actia transitivamente sobre cada fibra si y sélo si p es una cubierta regular.
En este caso, para cada y € p~*(z), la aplicacién f,: G,(Y)— p~'(z) definida
por f.(¢) = ¢(y), es una biyeccion.
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El siguiente teorema da una férmula explicita para el grupo de las transformaciones
recubridoras en términos de los grupos fundamentales del espacio total y el espacio base,
y lo podremos utilizar para calcular grupos fundamentales de ciertos espacios, a partir
de propiedades de sus cubiertas. El enunciado de este resultado envuelve la siguiente
condicidn algebraica

Definicion 4.10. Si G es un grupo y H C G un subgrupo, el normalizador de H en
G, N(H), es el conjunto de los elementos g € G, tales que g"'Hg = H. N(H) es un
subgrupo de G y de hecho es el mayor subgrupo de G en el que H es normal.

Podemos dar el teorema de estructura del grupo de las transformaciones recubri-
doras.

Teorema 4.14. Sea p: Y — X una aplicacion de recubridora, donde Y es conexo por

caminos y localmente conexo por caminos 'y seay € Y. Si H = m(p)(m(Y,y)), los
grupos G,(Y)y N(H) / H son isomorfos.

Para espacios recubridores regulares, el teorema dice simplemente que el grupo de las
transformaciones recubridoras es isomorfo al cociente del grupo fundamental de la base
por la imagen del grupo fundamental del espacio recubridor.

Corolario 4.15. En las condiciones del teorema si p es regulary p(y) = x, entonces
los grupos (X, x) /m(p)(m(Y,y)) y G,(Y') son isomorfos.

Corolario 4.16. En las condiciones del teoremad. 14| si ademdsY es simplemente conexo
y p(y) = x, entonces los grupos G,(Y') y m1(X, x) son isomorfos.

Combinando el corolario con la proposicion 4.13| se obtiene el siguiente re-
sultado, que proporciona una manera de identificar cada fibra de un espacio recubridor
simplemente conexo con el grupo fundamental de la base.

Corolario 4.17. En las condiciones del corolario para cada v € X ey € p~t(v),
la aplicacion ®: (X, z) — p~*(z) definida por ®([o]) = (1), donde T es el iinico
levantamiento de o que empieza en vy, es una biyeccion.

Ejemplos 4.5. Como ejemplos de aplicacion de estos corolarios, tenemos

(i) exp: R —S! es un espacio recubridor ciclico infinito y R es simplemente conexo. El
corolario proporciona una prueba de que el grupo fundamental de S* es ciclico
infinito;

(i)) sean > 1y p: S" — RP" el espacio recubridor de dos hojas dado por la identifi-
cacion de puntos antipodales en la esfera. Utilizando el corolario 4.17, se deduce
que el grupo fundamental de RP" es un grupo con dos elementos, que por lo tanto
es isomorfo a Z,. También puede aplicarse el corolario para obtener el mismo
resultado, ya que por el ejemplo (ii) sabemos que G,(S™) es el grupo ciclico de
orden 2.
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4.5. Homomorfismos recubridores

De momento hemos obtenido informacién acerca de grupos fundamentales, estudian-
do las aplicaciones recubridoras. Ahora, se trata de invertir el proceso y ver lo que se
puede aprender, partiendo del grupo fundamental, sobre la existencia y unicidad de espa-
cios recubridores. La idea clave viene dada por el teorema [4.9} cada espacio recubridor
de X determina una clase de conjugacién de subgrupos de 7 (.X).

Vamos a decidir cuando pueden pensarse dos espacios recubridores como idénticos.

Definicion 4.11. Sean X un espacio y p;: Y7—> X y po: Yo — X dos aplicaciones
recubridoras. Un homomorfismo recubridor de p; en p, es una aplicacion ¢: Y7 — Y5
continua, tal que p; o ¢ = p;. Un homomorfismo recubridor es un isomorfismo recubridor
si posee un homomorfismo recubridor inverso.

Lema 4.18. En las condiciones de la definicion 4.11} p: Y1 — Y5 es un isomorfismo
recubridor si y sélo si es un homeomorfismo.

Definicion 4.12. Dos espacios recubridores p;: Y7 — X y po: Yo — X se dicen iso-
morfos cuando existe un isomorfismo recubridor entre ellos. Claramente, queda definida
una relacion de equivalencia sobre la familia de los espacios recubridores de X.

Observacion 4.8. Si Y7 = Y5 y p; = po: Y1 —> X, un isomorfismo recubridor es pre-
cisamente una transformacion recubridora.

Los homomorfismos recubridores son a su vez aplicaciones recubridoras, como lo
prueba el siguiente lema.

Lema 4.19. Sean p,: Y1 — X y po: Yo — X dos cubiertas localmente conexas por
caminos de X. Sea p un homomorfismo recubridor de p, en py. Entonces o es una apli-
cacion recubridora.

La clave para determinar cuando dos espacios recubridores son isomorfos, es estable-
cer cuando existen homomorfismos recubridores entre ellos, y lo haremos a través del
siguiente criterio del homomorfismo recubridor.

Teorema 4.20. Consideremos dos espacios recubridores localmente conexos por caminos
de X,p1: Y1— X ype: Yo— X. Seany; € Yy e ys € Y5, tales que p1(y1) = p2(y2) =
x. Existe un homomorfismo recubridor entre py y pa que lleva 1y, en ys, si y sélo si se da
la inclusion 7y (p1) (m1 (Y1, 1)) C m1(p2)(m1(Ya, y2))-
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Ejemplos 4.6. Como aplicacién del anterior criterio, tenemos

(i) sea p,: S' —S! dada por p,(2) = 2". Si a es el generador estandar de 7 (S*, 1), y
recordando que p,, tiene grado n, se prueba facilmente que

T1(pn) (71 (S 1)) = {a™ : k € Z} ~nZ C m(S', 1) ~ Z.

Por el criterio del homomorfismo recubridor, existe un homomorfismo recubridor
entre p,, y p,, siy solo si n divide a m. Y en tal caso, el homomorfismo es pm;
n

(i) se consideran las cubiertas del toro, p: R —T?y p;: S! x R — T?, definidas por
p(x1,x9) = (exp(z1),exp(x2)) y p1(z,x) = (z,exp(z)), respectivamente. Como
se verifican las inclusiones

m(p)(m(R*)) = {0} C mi(p1)(mi (S x R)) ~ Z,
existe un homomorfismo recubridor de p en py, p(z1, x2) = (exp(z1), T2).

El siguiente teorema del isomorfismo recubridor resuelve la cuestion de la unicidad
para espacios recubridores localmente conexos por caminos, salvo isomorfismo.

Teorema 4.21. p,: Y|, — X y py: Yo — X, espacios recubridores localmente conexos
por caminos, son isomorfos si'y solo si para cada v € X y para cada eleccion de puntos

base y1 € py'(x) e y» € py ' (x), los subgrupos m (p)(m1 (Y1, 41)) y m1(p2) (m1(Ya, y2))
son conjugados en w1 (X, x).

4.6. El espacio recubridor universal

Cuando los resultados anteriores se aplican a espacios recubridores simplemente co-
nexos, se obtienen resultados interesantes.

Proposicion 4.22. Sea p: Y — X un espacio recubridor simplemente conexo y local-
mente conexo por caminos, entonces

(i) si p1: Y1 —> X es un espacio recubridor localmente conexo por caminos, existe una
aplicacion recubridora p: Y — Y1, tal que py o p = p;

(ii) si ademds X es simplemente conexo y localmente conexo por caminos, entonces p
es un homeomorfismo;

(iii) dos espacios recubridores simplemente conexos y localmente conexos por caminos
de X son isomorfos.
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La parte (i) de esta proposicion dice que los espacios recubridores simplemente cone-
xos cubren a cualquier otro espacio recubridor de X . Por esta razon, se define

Definicion 4.13. Al tnico (proposicion (iii)) recubridor simplemente conexo y lo-
calmente conexo por caminos p: X — X, se le llama espacio recubridor universal o
cubierta universal de X .

Ejemplos 4.7. Algunos ejemplos de cubiertas universales son

(i) el espacio recubridor universal del toro T" es R", ya que p: R® — T" dada por
p(z1,...,x,) = (exp(z1),...,exp(x,)) es un espacio recubridor y R™ es simple-
mente conexo y localmente conexo por caminos;

(i1) del mismo modo, el espacio recubridor universal de RP" es S™.

Definicion 4.14. X es semilocalmente simplemente conexo, si admite una base de con-
juntos abiertos U, con la propiedad de que, todo lazo en U es homoétopo en X a una
constante.

Como prueba el siguiente teorema, todo espacio razonable, incluyendo las variedades
conexas, posee un espacio recubridor universal. La prueba es complicada y puede encon-
trarse en [Mas2].

Teorema 4.23. Sea X conexo por caminos y localmente conexo por caminos. X admite
un espacio recubridor universal si y solo si X es semilocalmente simplemente conexo.

4.7. Acciones propiamente discontinuas y espacios recubri-
dores

El siguiente paso a la hora de clasificar espacios recubridores es comenzar por un
espacio Y y desarrollar una técnica para construir espacios cubiertos por Y.

Para tener una idea de como construir espacios cubiertos por Y, recordemos que una
aplicacion de recubridora es una aplicacidn cociente y que el criterio de la érbita prueba
que el grupo G,(Y") actda transitivamente sobre cada fibra cuando el espacio recubridor
es regular, con lo que las identificaciones inducidas por p son exactamente:

Y1 ~ Yo siy sélo si existe ¢ € G,(Y) tal que yo = ¢(y1).

Sea ahora Y un espacio y supongamos que [' es un grupo de homeomorfismos de Y,
es decir, un conjunto de homeomorfismos de Y en Y, que contiene a 1y y que es cerrada
bajo la composicion y la inversion de funciones. Se puede entonces definir la relacion de
equivalencia

Y1 ~ Yo siy sélo si existe p € I" tal que yo = p(y1)-
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El espacio de érbitas de T', denotado por Y/T, es el cociente de Y bajo esta relacion
de equivalencia. En particular, si p: Y — X es un espacio recubridor, la discusion del
parrafo anterior, junto con la unicidad de los espacios cociente prueba que

Teorema 4.24. Si p: Y — X es un espacio recubridor regular, X es homeomorfo al
espacio cociente Y /G,(Y).

Nuestro objetivo ahora es dar la vuelta a este proceso: empezar con un espacio Y y un
grupo de homeomorfismos I de Y y construir un espacio recubridor p: Y —Y/I, cuyo
grupo de transformaciones recubridoras, G,(Y'), sea exactamente I". Debe observarse que
esta construccion solo puede reproducirse para espacios recubridores regulares, porque I'
actia transitivamente sobre las fibras de cada espacio de orbitas, por definicion.

Por supuesto, cualquier grupo de homeomorfismos no produce una aplicacién recubri-
dora de este modo. Por ejemplo, si p: Y — X es un espacio recubridor, G,,(Y") actida sin
puntos fijos, por lo que I' deberd tener esta propiedad. De hecho, G,(Y") satisface una
propiedad mucho mas fuerte: si y € Y, U es un entorno distinguido de p(y) y Uesla
componente conexa de p~*(U) que contiene a y, entonces las imédgenes de U bajo distin-
tas transformaciones de recubridoras ¢ € G,(Y'), son disjuntas. Esta propiedad tiene un
nombre.

Definicion 4.15. Un grupo de homeomorfismos I' de Y es propiamente discontinuo, si
para cada y € Y, existe U un entorno de ese punto, tal que p(U)N¢'(U) = 0, sip, ¢’ € T

yo#¢.

Teorema 4.25. Sea Y conexo por caminos y localmente conexo por caminos. Si 1" es un
grupo propiamente discontinuo de homeomorfismos de Y, la proyeccion p: Y — YT,
es un espacio recubridor regulary I' = G, (Y").

4.8. El teorema de clasificacion de los espacios recubri-
dores

Vamos a agrupar todos los resultados anteriores, para dar una clasificacion completa
de los espacios recubridores de un espacio dado. La idea es que cada espacio recubridor
de X estd cubierto por el espacio recubridor universal X, y que los espacios recubridores
intermedios pueden construirse a través del universal, como cocientes por acciones de
grupos adecuadas.

Asi, tenemos el teorema de clasificacion de los espacios recubridores.

Teorema 4.26. Sean X conexo por caminos y semilocalmente simplemente conexo y
ro un punto base en X. Existe una correspondencia biyectiva entre las clases de iso-
morfismo de espacios recubridores localmente conexos por caminos de X y las clases
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de conjugacion de subgrupos de 71(X, xo). Esta correspondencia relaciona cada espa-
cio recubridor p: Y — X, con la clase de conjugacion de m(p)(m1(Y,y0)), para cada

Yo € p_l(iﬂo)-

4.9. Problemas

1.- Sea p: Y — X un espacio recubridor, A C X y B = p~!(A). Probar que la apli-
cacion p4: B— A dada por pa(x) = p(z), es atin una aplicacion recubridora.

2.-Sean p;: Y7 — X1y po: Yo — X, dos espacios recubridores. Probar
(1) p1 X po: Y7 X Y5 — X7 X X5 es un espacio recubridor;

() si X1 = Xoy Z ={(y1,92) € Y1 x Y5y : p1(y1) = p2(y2)}, entonces p: 7 — X,
definida por p(y1, y2) = p1(y1) es recubridora;

(iii) identificar Z y p, cuando p; = py = exp: R—S*.
3.- Probar las siguientes propiedades

(i) si G es un grupo de homeomorfismos propiamente discontinuo de X, la 6rbita de
cada punto G(z) = {g(z) : g € G}, es discreta;

(ii) si a: S®—S" es la aplicacién antipodal, entonces G = {lgn, '} es un grupo de
homeomorfismos de S™ propiamente discontinuo;

(iii) si G es un grupo finito de homeomorfismos de un espacio Hausdorff X sin puntos
fijos (salvo la identidad), entonces GG es propiamente discontinuo;

(iv) si X = R? — {0}y f: X — X es la aplicacion definida por f(z,y) = (ax, Q)
a
(a > 1), entonces G = {f" : n € Z} es un grupo propiamente discontinuo.
4.- Sea p: Y — X un espacio recubridor, 7y € X € yo € p~'(z0). Se pide probar
(i) p es un homeomorfismo si y sélo si w1 (p) (71 (Y, yo)) = m1(X, z0);

(i) si X =Y y m(X, xo) es finito, entonces p es un homeomorfismo. Si 71 (X, zg) no
es finito, ;es p necesariamente un homeomorfismo?

(iii) si el espacio recubridor es regular y o es un camino cerrado en X, entonces o todo
levantamiento de o es cerrado o ninguno lo es;

(iv) si p es no trivial y 7 (Y, 30) es nulo, entonces existe f: S! —s X continua que no se
levantaa f: S'— Y.
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5.- Responder a las siguientes cuestiones.
(i) ¢ Existe algin espacio Y, tal que S' x Y sea homeomorfo a un espacio recubridor de
S? 6 RP??
(ii) Probar que no existe ninguna aplicacién recubridora p: S* — S! x S2.

6.- Si p: Y — X es un espacio recubridor donde X e Y son espacios de Hausdorff,
probar que X es una n—variedad si y sélo si Y lo es.

7.- Sean X = R x [0, 1] y el homeomorfismo f: X — X, f(z,y) = (z + 1,1 —y). Se
pide

(i) demostrar que si G = { ™" : n € Z} es el grupo de homeomorfismos generado por f,
entonces X /G es la banda de Mobius M

(i1) deducir que el grupo fundamental de M es Z.

8.- Encontrar un espacio recubridor de dos hojas p: T? — K2, donde K2 es la botella de
Klein. Debajo se muestra es el aspecto que tiene este espacio segun [Pe].

9.- Determinar todos los espacios de recubridores de la esfera S', el toro T? y un espacio
X simplemente conexo y localmente conexo por caminos.

10.- Probar que cualquier aplicacién continua f: RP? — T? es nulhométopa.

11.- Sea M una variedad conexa cuyo espacio recubridor universal es la esfera S?. Probar
que 71 (M) es trivial o Zo.

12.- Se trata de calcular el grupo fundamental de la botella de Klein K2, usando como
herramienta los espacios recubridores.

(i) Sean los homeomorfismos f, g: C— C dados por f(z) =z +1iy g(z) =z + 5 + i.
Demostrar que gof = f~logydeducirque G = {f™og*" ™ :m,n € Z,e =061}
es un grupo de homeomorfismos de C. La accién de GG es propiamente discontinua
y C/G es Hausdorff;
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(i1) encontrar un rectdngulo semiabierto que contenga exactamente un punto de cada
orbita de G y deducir que C/G es una botella de Klein;

(iii) un embebimiento de la botella de Klein en R*: sea ¢: C — R® definida por
o(z+iy) = (cos(2my), cos(dxm), sin(4nz), sin(2my) cos(2mx), sin(27z) sin(27y)).

Demostrar que ¢ identifica cada una de las 6rbitas del grupo GG a un punto, y deducir
que C/G es homeomorfo a I'm(y). Demostrar que la restriccion de ¢ : R — R?,
donde ¢ (p,q,r,s,t) = ((p+ 2)q, (p+ 2)r, s,t), a Im(p) es un homeomorfismo;

(iv) probar que el grupo fundamental de la botella de Klein es el grupo de dos generado-
res, con la relacién siguiente: G = {a™b*"** :m,n € Z,e =06 1,ba = a~'b}.

13.- Explicar porque los siguientes no son espacios recubridores.
(i) p: [-1,1]—[0,1], donde p(z) = |x|;
(i) p: L—»S', donde p(z,y) =exp(z +y)y L={(z,y) ER*: 2 € ZSy € Z};
(iii) p: R? — {(0,0)} — T?, restriccién de la aplicacién exponencial.

14.- Un subconjunto « de un espacio es una curva cerrada simple, si es homeomorfo a S'.
Sea p: S? — RP? la proyeccién candnica. Probar que si «v es una curva cerrada simple
en RP?, entonces p~! () es o bien una curva cerrada simple en S? o bien la unién de dos
curvas cerradas simples en S

15.-Sea k € Ny f;,: St —S* definida por f;,(z) = z*. Se pide:

(i) si o es un lazo en S! basado en 1 y de grado n, probar que f; o o es un lazo en S*
basado en 1;

(ii) ¢cudl es el grado del camino f o o?
(iii) describir el homomorfismo 7 (fz): (S, 1) — m (S, 1).

16.- Sean C,, = {(z,y,2) e R*:2? +y? =1,z =2} paran e Ne Y = UC”' Sea X
neN

el espacio cociente obtenido a partir de Y, al identificar los puntos {(1,0, 1) : n € N} a

un punto b. Probar que si p: (E, eg) — (X, b) es un espacio recubridor, entonces F no es

simplemente conexo, es decir, X no posee espacio recubridor universal.

17.- Sean la esfera S® = {(21,22) € C? : |21]* + |22]*> = 1}, p y ¢ dos enteros positivos
sl 27

coprimos y la aplicacién h: S* — S* definida por h(zy, 20) = (zl.eQT, zoe v ).

Probar que /1 es un homeomorfismo y i = 1gs. El grupo ciclico Z, opera sobre S* por

n.(z1, 22) = h"(21, 22), paran € Z,. Se pide probar
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(i) la aplicacién cociente p: S* —S?/Z, es recubridora. El cociente por esta accién
L(p,q) = S*/Z,, se llama espacio lenticular, y es una variedad de dimensién tres
y compacta;

(ii) el grupo fundamental de L(p, q) es ciclico de orden p;
(iii) L(2, 1) es el espacio proyectivo real de dimension 3, RP?;

(iv) si L(p,q) y L(p',q') son homeomorfos, probar que p = p'. De hecho, L(p,q) y
L(p', q") son homeomorfos siy slosip = p'y (¢ = ¢'(méd n) 6 ¢4 = 1(méd n)).

18.- Los siguientes ejemplos extraidos de [Ha] son algunos espacios recubridores de la
figura de ocho. Estudiar su regularidad, el nimero de hojas, etc.
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