¢, Que ves?
Marta Macho Stadler (UPV-EHU)

Cordoba
18 de octubre de 2006




Las paradojas han tenido un papel crucial en la historia intelectual, a
menudo presentando los desarrollos revolucionarios de las
Ciencias, de las matematicas y de la l6gica.

Cada vez que, en cualquier disciplina, aparece un problema que no
puede resolverse en el interior del cuadro conceptual susceptible de
aplicarse, experimentamos un choque, choque que puede
constrenirnos a rechazar la antigua estructura inadecuaday a
adoptar una nueva.

Es a este proceso de mutacion intelectual al que se le debe el
nacimiento de la mayor parte de las ideas matematicas y cientificas.

“Escapar ala paradoja”
1967

Anatol Rapoport (1911-)




Las paradojas
aparecen a diario,

aungue no nos demos
cuenta...
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Guidon de la charla

Paradojas visuales y geomeétricas
Paradojas del infinito

Paradojas logicas

Paradojas semanticas

Paradojas de la vaguedad
Paradojas de la confirmacion
Paradojas de la prediccion
Paradojas fisicas

Paradojas de |la teoria de la probabilidad
10 Paradojas de |la teoria de la medida
11. Paradojas topologicas

12. Una paradoja epigramatica...
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Paradoja de |la perspectiva

Paradoja
de la
perspectiva
ascendente

| =
=

.Son los

soldados -,,.#:' ’
del 27 jiIIlII.‘J
mismo Y

tamano?




Paradoja de |la perspectiva

¢, Cual de los
dos
boxeadores
es mas alto?




Paradoja de |la perspectiva

William Hogarth
(1697-1764)

The Magpie on
the Gallows
1754




Hay mas de 20 errores de perspectiva...




Desapariciones geometricas

Rompecabezas “Abandone la Tierra”, 1914
Sam Loyd (1841-1911)

Just to show the style
best calonlated to eell in
the stores or by street
hawkers as s movelty,
oocoasion s taken to il
Instrate the famons “Get
Off the Earth" puzele, of
which over ten millions
were sold to the pablio,
The puzzle was printed
in bright colors upon
two movable  pieces
(which cannot be shown
here). You first sea
thirteen men, and then
only {welve, and tha
puzzle iz to tell which
man disapperted.

Out of many hundreds
of thousanda of attempt-
el answers, the most
idiotie pf which recently
eppeared in the LONDON
STRAND MAGAZINE,
not one explained the

mystery, for which rea- - 4 :

son Mr. Loyd has issued 51 7

& mew puzzle palled | Sy Ag
TEDDY AND THE H %
LIONS, which fully re- AN /9""\ &3

futes sl so-called ex- A e

planations,

$T.000 worth of prizes
being offored for the best
answers Teceived doring
the year 1909
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Rompecabezas “Abandone la Tierra”, Sam Loyd
http://www.mathpuzzle.com/loyd/




“Abandone la Tierra”, Sam Loyd

13 guerreros al norte... y 12 guerreros al noroeste




Desapariciones geomeétricas

http://www.aimsedu.org/Puzzle/LostinSpace/space.html

En posicion A, 15 astronautas rodean el planeta ... cuando se rota el disco de
modo que la flecha apunte a B, quedan so6lo 14 astronautas ...




Desapariciones geomeétricas

La paradoja del huevo desapareciendo: los cuatro
trozos que pueden redistribuirse para obtener seis,
siete, ocho, diez, once o doce huevos.




Desapariciones geomeétricas

¢Son 12 deportistas...? ;O seran 13?



Desapariciones geometricas

=/8

El primer rectangulo
tiene 6x13
conejos.

Tras cortar y
recolocar
quedan 77 conejos!
¢Donde ha quedado
el conejo que falta?
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Desapariciones geometricas

Una
paradoja
de Hooper

La aparente
perdida de
superficie es
debida al
reajuste de
los trozos.




EL TRUCO ESTA EM EL BORDE NEGRO QUE OCULTA QUE LOS DOS TRIANGULSS NO S0N PROPORCIOMALES
LOE DOS TRIANGLULOS NO TIEMEM LA MISWMA PEMDIEMNTE

Los dos triangulos no fienen la misma pendienie

T1  Tolal 32 m2

LR
3 2 Area del triangulo ficlicio 13 % 5
(13x9):2=325m2

Diferancia con T1 = 0.5 m?2
Diferencia con T2 =05 m2

05m2+05m2=1m2

T2  Tolal 33 m2



Desapariciones geomeétricas

64=65 7



Los segmentos azules generan
dos triangulos vy los rojos dos
trapezoides, se reajustan...

¢Ves la parte
blanca? Es un
paralelogramo
con area 1.




20.556°

32+82=h2 asila

hipotenusa es la
raiz cuadrada de 73

y el angulo menor

20.556°

22 + 52 = h?, asi la hipotenusa es la raiz

cuadrada de 29 y el angulo menor es de

21.80°.
El triAngulo verde es el que se inserta

en el cuadrado 5 x 5 para pegarse al

trapezoide rojo, cuyo angulo menor
deberia ser entonces de 90° - 21.80° =

68.20°.

68.20°



68.2° 1.244°

El angulo agudo del
paralelogramo blanco es

90° - 68.2° - 20.556° =
1.244°,

Asi, el area del
paralelogramo blanco es:

8.544 x sen(1.244) x
5.385 = 0.9988...

20.556°

area =1
|

=]

8.544




Desapariciones geometricas

€ G. Sarcone, www.archimedes-lab.org



Formas geometricas

¢ENn que aspecto de la vida aparecen representadas
mas formas geometricas? ¢ En arquitectura? ¢Arte?

Parece que no... existen unos 350 tipos diferentes de
pasta... y aparecen cada dia mas...

Las siguientes son s6lo unas muestras (ordenadas
alfabéticamente) disponibles en los supermercados
italianos...



Formas geomeétricas

82 Abissini

e ¢ Acini di pepe
B o c .ﬁ.gnc_ull_
‘t' .Y anellini
(=] Anelloni
Alfabeto Anolini

Q

T, 7, | Crichett

Agnolotti Avemare
Anelli ngati

S ——i

i % Boccolotti (pasta lunga) Bavette

;é_ : 7 Bombonini

Ballerine
: ' g, Conchigh
Cappellett: Cavatappi Chiffer aRCEgE

Capelli
d'angelo




Formas geométricas

e & N

Conchiglie (bis
e () Conchigliette '-“'"“
“ .‘ Capelli sta | ‘
Mezzi Canneroni Canneroni liscl R ”"93.! ﬁ
hsci Cannolicchi

Vil e

Campan-ulln Caramelle Ca\r.uta.p:pi

F * Casonsel
Cavatelh
__ *I Corallini
LA
Caserecod belti Corsett
Cu Cravatte
a = Coralfini alf)
Y I Denti di elefante J
Dentellate oV 39
Chinesini Ditah i




Formas geomeétricas

2

Elicaidali tricalore

Eliche con spinaci Eliche tricolon
:,%‘-:a O
'y, . ma*m
b L gz
1
Farfalline o
e
2 H e
Fettuccine (pasta lunga) ."/
. r Faifalle
Fagioloni rotonde
| EEPF . Farfalioni
me Fl:l:hl!ttl-
Fili d'angelo
Fron di sambuco
Genbih rigat

O W egVee @
= Griocchi di _ Garganelli Gosads
Gnocchetti sardi patate Gomiti




Formas geomeétricas

S Vi~
Gemelli

e
Genovesini é’

rigati Ghiottole ; Gnocchetti di ziti

[ —— T
Linguettine (pasta lunga)

Lumaconi rigati

Lagane
Lancette
Lentine

Linguine {pasta lunga)

Lasag]'ia nndul.ﬁ:u,
con spinaci e
normali Manicotti

oo 4 3 D

Macchercni rigati  Mezzelune MEZZE penne Millerighe giganti

N, O ———— %

Mezzemani [pasta lunga) Maccheroncini (pasta lunga)




Formas geomeétricas

. 8 Mista
s s m e :
] @ ¥ Malfatti

Maccarom (pasta lunga) ;

Maltagliati
Mataida Mostaccioli
Midi fettucce Nidi Pappardelle Midi Capellini

Oge /w=a f’o

Ondine Orecchiette Orecchistte

Occhi di i : .
chi di pernice hasipl gk

o~ 3

Lasagne Linguine Maccarani Manicott

Panzerotto  Penne lisce

Maocciole
arosse
Ccchialini
Occhioni

Pennette Pennette rigate

Pennine lisce




Formas geomeétricas

4 Penne zita
Pennoni rigati p.EpE bucato
‘ Per{::atl
Papardelle
5 S Passatell 3 .
apparoelle Penne agli spinaci  Pater noster ;
ali sp -

Peperini S N

Perciatelli Hw -

s Picagge verdi fﬁﬁggﬁ

: Pipe rigate & " a3

@ Q Pisellini -

Piombi Perline Penne a candela Pitaloni Quadruca
Puntette
. - - I
By &, Rigatoni
Raviol Ravioloni
Raganelle
e T Risetto

Regina (pasta lunga) Rosm anno

Ratelloni

Racchetbs




Formas geometricas

: Ruate Radiaton Rotini

Spaghetti alla  Stelline col SuRzzIgIeH
chitarra buco
Spaghett (pasta lunga)
. - — "
Spaghettini (pasta lunga)
Sedanim ?’:;ﬁ;ertdtil
' Scucuzun :
sy ! Semi di cicoria T-Er::a:;a
Semt di grano Trel:iljuchi
_ - Semi di peperoni Tisindite
: T Sorpresine i
Stallette Spirali Stelle Viandina

Vincisgrassi




Formas geomeétricas

Tortighone

Taglierini al nero
di seppia

Tortellino

Taghelini

Tru::ml-

Tubettini Tagliatelle
zigrinate

Tagliclini a nido
- : - I

’ .
bsssesss -'ﬁ"

Tripoline Tempestina

%

Vermicelli (pasta lunga)




Formas geometricas

G S0 =
Ziti (pasta lunga) l@iﬁ\ m . m-u
1-

[ ek

Zitoni (pasta lunga) Ziti tagliati
...and to end, GQ_-—‘:&\, -*;f,-xﬂ
New pasta: SN “ﬁ;’
Marille, 7
designed by i A
Giorgio Giugiaro 9@5 @;L'Q

To get more information
about pasta visit also:




Anamorfosis

Una anamorfosis
es una deformacion
reversible de una
imagen a través de
procedimientos
matematicos u
opticos.

En este grabado de Durero
(velo de Alberti), el artista usa

un reticulo para guardar las

proporciones de la modelo.

¢, Y sino se coloca el enrejado
de forma perpendicular?




Anamorfosis cilindrica

Anamorfosis conica




Anamorfosis

Programa para crear anamorfosis:
Anamorph me! (version 0.2)

software libre que lee imagenes en formatos estandar
(JPEG, BMP, etc.) y les aplica diversas anamorfosis.

Funciona sé6lo en Windows (95/98/NT/ME/2000/XP).

http://myweb.tiscali.co.uk/artofanamorphosis/software.html

Programa



Anamorfosis cilindrica

Napoleon
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Sanchn Posas on His Doy

Sancho Panza
y su burro




Anamorfosis cilindrica

Istvan Orosz

“Laisla misteriosa
y el retrato de Julio
Verne”

Video

http://www.geocities.com/SoHo/Museum/8716/




Anamorfosis cilindrica

McLoughlin Bros.,
The Magic mirror.
An antique optical
toy

Hombre gordo
gue lleva su
estdbmago
sobre una
carretilla




Anamorfosis cilindrica

El murciélago




Anamorfosis
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Erhard Schon (1491-1542): Vexierbild, 1535
Lugares, barcos y ciudades... y... composicion
anamorfica de Carlos V, Fernando I, el papa Pablo lll'y
Francisco I.



Anamorfosis

“Los Embajadores”
(1533)

por

Holbein el joven
(1497-1543)

http://www.math.nus.edu
.Sg/~mathelmr/teaching/h

olbein.html




Y, al salir de la sala, al mirar el cuadro desde otro punto
de vista, aparece...

Video



Anamorfosis

Vista desde el suelo, laimagen se ve totalmente deformada.
Desde el segundo piso se observa laimagen real.

"Robotmur" es un robot capaz de reproducir anamorfosis
sobre edificios, etc. http://jourdain.ifrance.com/
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Association Les Chevaliers de |'eau http://jourdain.ifrance.com/sommaire.htm
Jugador de Rugby de 134,20 metros de largo. Beziers, 30 septiembre

de 1999 (apertura de la copa del mundo de Rugby): es la mayor
anamorfosis del mundo.




Anamorfosis

Kurt Wenner

Musas, Suiza http://www.kurtwenner.com/




Anamorfosis

Make Poverty History

Dibujo encargado para la campafa
de presion al G8

Vista de frente

Edinburgh City Centre

Visto de lado: 13 metros

Julian Beever

http://lusers.skynet.be/J.Beever/pave.htm




Anamorfosis

Anamorfosis en un
angulo de la pared y
el suelo: 1,5 metros

Le Wallandais

Habitant des
murs




Anamorfosis

Con la ocasion del 'Museumsnacht'
(2004) en Hamburgo, el Museo de Artes
y Oficios se present6 a si mismo con el
eslogan “Todos los caminos conducen
al Arte” .




Anamorfosis

Istvan Orosz

Escalera de dimension tres, vista desde diferentes angulos.
Los dos primeros revelan una figura que camina sobre las escaleras,
un tanto distorsionada. So6lo la figura final resuelve la anamorfosis.







Anamorfosis y senalizacion

Las anamorfosis se usan a
menudo en sefales de trafico,
para que las sefales sean

correctamente interpretadas por >
los conductores.




Anamorfosis y cartografia
estadistica

Las anamorfosis se
utilizan en
cartografia
estadistica para
mostrar la
Importancia de un
fendmeno dado.

El mapayano
representala
realidad geogréfica,
sino larealidad del
fendmeno.

La deformacidn se realiza usando transformaciones matematicas.




Figuras ambiguas

Roger N. Shepard
(1929-)

Sara Nader




Figuras ambiguas

Sandro del
Prete (1937-)

Todo lo que
vemos puede
ser visto de
otra manera




Figuras ambiguas
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http://www.mcescher.com

Tres mundos

El charco

M. Cornelius Escher (1898-1972)




Figuras ambiguas

Caja de cerillas: 12 elefantes y sélo 6 cabezas
(aparte del elefante central)




Figuras ambiguas

Gillam: cubierta del Magazine
JUDGE 26, 1894
Cartel reivindicativo contra los
aranceles

En el papel del cartel:
“Wilson Tariff Bill”

Base del cartel:
“Death to our industries.
That is what Cleveland-Wilson
conspiracy means”




Figuras ambiguas

Peter Brookes
De cerca se ve el raton

y
de lejos, el gato

www.ilusaodeotica.com




Ambigramas

UIGaIy




llusion fotografica

¢,Hacia que lado mira el caballo?

Jerry Downs




llusion Optica

http://www.archimedes-lab.org/Gallery/new optical illusions/index.html

El color en
esta foto de
unavaca no
esta bien
equilibrado; el
lado izquierdo
es menos
amarillo que el
derecho...

Para restaurar el color, mirala mosca del segundo diagrama
durante 30 segundos y después mira a la vaca de nuevo...



llusion Optica

http://www.archimedes-lab.org/Gallery/new optical illusions/index.html

Aquarium After-image Efrect
Stare at the orange disc for about 30 seconds
then shift your gaze on the bow! aguarium...

Cwwane archimedes-lab.or

Mira el disco anaranjado durante 30 segundos y después mira al
autentico acuario... el gato esta sofiando en su comida favorita...




llusion optica

http://www.archimedes-lab.org/Gallery/new optical illusions/index.html

© www.archimedes-lab.ovg, Italy

Mocidn aparente: parece que
el agua fluye... es unailusion
Optica debida a la “inhibicion
lateral”.
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Do the blue lines twist up and down?



llusion optica

Titchener y Delboeuf

¢,Cudl de los dos circulos centrales es de mayor
tamano?




llusion optica

EEEEREN
111111
111111
111111 llusion del enrejado
111111 por contraste de
....... colores
EEEEEREN
EEEEEREN
111111




llusion optica

Son
paralelas las
lineas?




llusion optica

¢ Hay un
cuadrado
central?




llusion optica

llusidn de las
cuerdas de

Frazier




llusion optica

http://www.ritsumei.ac.jp/~akitaoka/index-e.html

Akiyoshi
Kitaoka

Serpientes
rotando




llusion optica en 3D




A% e VIEW FRoM 27
¥

= CUT OUT, FOLD, AND
ALEEMBLE AS
ILLUSTRATED -

CLOSE ONE ENE
LODE INTC THE

EYES OF THE

[y ceesTuRE

7 MOUNTAIN

i
+]

%
%
A

[}
o

‘z'.‘ﬂ‘d QL

o

MOUNTAIN
FOLD
TAER B

Fowp

Si te mueves alrededor de
este dragon de papel, parece
gue te sigue alo largo de la
habitacion.

¢, Que sucede? Cuando te
mueves alrededor de un
objeto solido, tu cerebro
sabe como se comporta.
Pero este dragon nos da
“falsas pistas”...
Interpretamos que la nariz
del dragon apunta hacia
nosotros, cuando de hecho
Su cara es concava...

http://Iwww.grand-

illusions.com/opticalillusions/dragon

illusion/




Figuras imposibles

Guido Moretti (1947-) ‘

http://www.guidomoretti.it/S terzavia.htm




Anillo y Paralelepipedos imposibles

Video + video Haemakers




Figuras imposibles

Aquaviaduct

Pensador de Escher observado
por el terapista de Magritte

JOsS
de
Mey

(1928-)




Figuras reversibles
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Le Fermier anglais... -
ef FAne? S

¢ El
granjero
inglés y
el asno?
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Figuras reversibles
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Sergio Buratto
¢,sapo o caballo?
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Figuras reversibles

Al
-

Shigeo
Fukuda
(1932-)

f

L
w 4
. s

“Encore”
¢ Escultura en madera

Video + Fukuda clamps



Piernas de
dos géneros
diferentes
(1975)

Shigeo
Fukuda

http://psylux.psych.tu-

dresden.de/il/kaw/diverses%20Material/www.illusionworks.com/
html/art of shigeo fukuda.html




Figuras reversibles

Un hombre sobre un caballo
ataca a un pobre elfo... que
sabe defenderse.

Peter Newell
(1862-1924)

Caballero y elfo

http://wwar.com/masters/n/newell-peter.html




llusion Optica

Peter Newell;
“Topsys and turvys”

—— ———

Hombre saliendo
del agua...

| 4 A '-l'|! I_ L _?_.____
| o A7l

... 0
ahogandose.




Figuras reversibles

WO I0FF0ES|| A

Gustave Verbeck (1867-1937)
“A fish story”

El mayor de los pajaros la
coge por su vestido...

W ilusaodeatica. com

... Justo cuando llega cerca de la isla, otro pez le ataca, golpeandole
furiosamente con su cola...




Figuras reversibles
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She tnnm stab the maonster, but his scales are very hand, a
without feeli the Knife at Al|. For t‘-
ghi !!ny travel thas, until at st the Drage

Lmtkl.mu\d Mnﬂ'mmnnrllﬁl b_yal.andmgrnnd. terrible I thar comes swoap
sound of whirring wings. oo escapes, Little La.d_v

; ﬁ

" So ke kills some goats that am grazing in a &1‘1 gty By I g [ o it |=!1 away and nir.l herself in It'll.ll'n$ o :l:q be OL;I M o
ghem, wai Lovekins all the whi ut he g some By Ta trampi i oo 2
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Gustave
Verbeck

Little lady
Lovekins
and Old man
Muffaroo:
the Thrilling
Adventure of
the Dragon

http://Iwww.lambiek.net/verbeck.htm




Figuras reversibles

Rex
Whistler
(1905-1944)

.. Sherlock
Holmes o
Robin
Hood?

http://wwar.com/masters/w/whistler-rex.html




bles

lguras reversi

-

Rex
Whistler

. Sherezade o

el principe?

http://wwar.com/masters/w/whistler-rex.html




Salvador Dali (1904-1989)

Boca misteriosa
apareciendo en
la espalda de
mi nodriza




Rostro
paranoico: la
tarjeta postal
transformada
en Picasso




René Magritte (1898-1967)

Telescopio

La parte
izquierda
parece indicar
un fondo
celeste, pero
la parte
derecha envia
este fondo a
primer plano.




Carte blanche

Terapia




Octavio Ocampo (1943-)
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Las visiones del Quijote




WV LI DT B T

Se trata de una silla ocupada
por tres conejos (Uno negro
abajo alaizquierday dos
blancos abajo en el centro), un
gato esta sentado sobre un
cojin en el centro y mira al
observador.

La sillatiene un respaldo que a
primera vista parece la cara de
la Mona Lisa, pero si se
iInspecciona con mas cuidado
aparecen dos mujeres, un
hombre, un angel,...




Paradojas en arquitectura

Nationale Nederlanden
Building

Se conoce populamente
como “Ginger & Fred”.

Es uno de los edificios mas
sorprendentes en Praga.
Se construyo6 entre 1992 y
1995, por los arquitectos V.
Milunic y F. Gehry.




Paradojas en arquitectura

_ Wik
SwiATICINY

"Crooked House*, construida en 2004, es una insélita atraccion turistica situada en el
centro de compras de Rezident en Sopot, Polonia. Disefiada por la firma arquitectonica
Szotynscy y Zaleski.



Paradojas en arquitectura

“135 Degree Angle”: esta casa extrafia no tiene un nombre oficial,
sino que tiene un angulo de 135 grados. Constuida por arquitectos
orientales tiene una azotea rosada y toda una distorsion visual que
puede confundir a los viajeros. Restaurante Masaka, Japon.
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Aquiles y la tortuga

Se arregla una carrera entre Aquiles y la tortuga. Como
Aquiles es mucho mas veloz que la tortuga, el heroe
permite una cierta ventaja al “lentisimo” animal.




Paradoja: Aquiles no puede nunca alcanzar a la
tortuga, independientemente de lo rapido que corray
de lo larga que sea la carrera: cada vez que el
perseguidor alcanza un lugar donde ha estado la
perseguida, la tortuga se adelanta un poco...

|
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Algo debe ser falso en el argumento... la falacia que
surge es la nocion equivocada de que cualquier
sucesion infinita de intervalos de tiempo debe sumar
toda la eternidad...

Solucion: convergencia de la serie
1/2+1/4 +1/8 +...+1/2" +...=1




El hotel infinito

Erase una vez un hotel con infinitas habitaciones
(numeradas), con el lema: “Se garantiza el alojamiento
de cualquier nuevo huésped”.

Primera paradoja: llega un hombre al hotel que se encuentra
lleno, ... el recepcionista, fiel al lema del Hotel Infinito avisa por
megafonia a todos sus clientes, para que se cambien a su numero
de habitacion mas uno, con lo que la habitacion nimero 1 queda
libre para el nuevo huesped...

Duda: ¢Qué pasa con el huésped que se encontraba en la ultima
habitacion?

... No existe la “ultima habitacion” ...



Segunda paradoja: llega al Hotel Infinito (que esta lleno) una
excursion con infinitos pensionistas... el recepcionista solicita por
megafonia a todos sus clientes que se cambien a su numero de
habitacion multiplicado por 2, ... de esa forma todos los huéspedes
se mudan a una habitacion par, y todas las habitaciones impares
guedan libres...




Tercera paradoja: infinitas excursiones de infinitos pensionistas
llegan al Hotel Infinito (que esta lleno)...

El recepcionista, “todo un profesional”, ni se inmuta... y envia un
e-mail a las habitaciones con numero primo o alguna potencia de
un namero primo, solicitandoles que eleven el numero 2 al
numero de la habitacion h que ocupan y se cambien ala
habitacion 2".

Una vez vaciadas estas habitaciones, el eficaz recepcionista
asigna a cada una de las excursiones un numero primo y a cada
uno de los pensionistas de cada una de las excursiones un
numero impar... asi, la habitacion de cada uno de los turistas se
calcula tomando el numero primo de su excursion p y elevandolo
al numero impar a él asignhado n, lo que da el numero p".

Existiendo una cantidad infinita de numeros primos y
una cantidad infinita de numeros impares, el hospedaje
es posible...
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Paradoja del barbero

En Barbilandia, hay un
unico barbero, Jon, que
afeita alos que no se
afeitan a si mismos.

¢, Quién afeita al
barbero de
Barbilandia?




Si Jon no se afeita a si mismo, sera una de las
personas de Barbilandia que no se afeitan a si
mismas... con lo cual Jon deberia de afeitarse,
siendo por lo tanto una de las personas que se
afeitan a si mismas... no debiendo por tanto
afeitarse.

Solucion: Russel define su famosa teoria de
tipos, donde se eliminan los conjuntos auto-
contradictorios, asi que Jon, el barbero de
Barbilandia...

i... N0 existe!



La paradoja de Russell

Dos conjuntos infinitos son equipotentes (tienen el
mismo numero cardinal), si existe de una biyeccion del
uno sobre el otro. El cardinal de un conjunto infinito
es la extension al caso de los conjuntos infinitos del
concepto de numero finito, y la equipotencia es la
extension de la nocion de igualdad.
No todos los conjuntos infinitos son
“de igual tamano”:

Teorema de Cantor: Dado un conjunto C,
existe otro de mayor cardinalidad, 4&(C)
(el conjunto de sus partes).




Paradoja: Russell (Nobel Literatura 1930 y Medalla Fields
1966) descubre una contradiccion al usar el teorema de
Cantor:

El conjunto de todas las cosas U debe
tener mayor cardinalidad que cualquier
otro, porque todo elemento de un conjunto
(todo conjunto) es una cosa.

Asi, g (U) debe de estar contenido en U,
en cuyo caso

card(#(U)) s card(U) < card((U))

y asi el resultado cantoriano debia ser errdoneo.




Existia en aquella época un postulado (proveniente de
la lI6gica tradicional aristotélica) que se tomaba
Implicitamente como base para la teoria de conjuntos:
el principio de comprehension, que afirma “dame una
propiedad y te daré un conjunto”, es decir, dada P(x),
existe {x: P(x)}. Lo que hace Russell es refutarlo,
tomando como proposicion

P(X) = (X g X),

y deduciendo una contradiccion, que invalida el
principio de la comprehension, y asi se abandona la
llamada teoria ingenua de conjuntos.



Propuestas de solucion

 |lacomplicaday filosofica teoria de tipos de Russell:
deben arreglarse todas las sentencias en una jerarquia;
es entonces posible referirse atodos los objetos para
los que un determinado predicado es cierto soélo si
estan ambos en el mismo nivel o son del mismo tipo.
Asi, una expresion de la forma (x £ x) no se considera
como valida;

 |a elegante axiomatizacion de Zermelo: se elimina el
principio de comprehension y se incluye de manera
destacada el llamado “axioma de eleccion”. Se admiten
en la teoria de conjuntos so6lo aquellas clases de las
gue no puedan derivarse contradicciones.
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La paradoja del mentiroso

L: Lo que estoy diciendo ahora es falso.




L: Lo que estoy diciendo ahora es falso.

Si L es verdad, es falsa, y si es falsa,
es verdad. ¢ Es esto paradojico?
Tenemos dos afirmaciones
condicionales:

1) si L es verdad, entonces es falsa.
2) Si L es falsa, entonces es verdad.

Asumiendo que cuando algo es falso
no es verdad, y que todo lo que es
verdad no es falso, 1) y 2) quedan:

1*) si L es cierta, entonces es no cierta.
2*) si L es falsa, entonces es no falsa.



Existe un principio de razonamiento llamado
consequentia mirabilis: dice que si algo implica su
propia negacion, se puede inferir su negacion.

Ambas 1*) y 2*) dan argumentos para este principio.

El primero nos asegura que L es cierto, implica su
negacion, luego el principio nos lleva a inferir que L es
no cierto.

El segundo, de manera exactamente paralela, nos lleva
a inferir que L no es falso.

Asi que un razonamiento estandar nos garantiza

gue L es no cierto y no falso. Luego L no es cierto ni
es falso.

¢, Es esto paradojico?



NO, excepto si se admite un principio de bivalencia, que
dice que toda sentencia es cierta o falsa.

¢ Es todo principio de bivalencia cierto? Las preguntas
Se expresan en sentencias, pero no toda preguntaes o
bien cierta o bien falsa. Supongamos entonces que
restringimos el principio a sentencias declarativas. Aun
hay contraejemplos... Consideremos la afirmacion

Has dejado de fumar.
Si tu nunca has fumado, la sentencia es ciertamente no
cierta, pero decir gue es falsa sugiere que sigues
fumando...

El principio de bivalencia se alcanza debido a la creencia
de que toda representacion no defectuosa de como las
cosas estan en el mundo, debe ser o bien correcta o
Incorrecta, verdadera o falsa.



Solucion: Una solucién a esta paradoja es la famosa
“Jerarquia de Tarski”: el concepto ordinario de verdad es
iIncoherentey debe ser rechazado y reemplazado por
una serie de “conceptos de verdad”, jerarquicamente
ordenados, y cada uno expresado en un lenguaje
diferente de cada lenguaje natural (es decir, de cada
lenguaje que evoluciona de manera natural).

Mucha gente ha pedido una solucion menos radical, una
respuesta que preserve mas de nuestro pensamiento y
lenguaje ordinario. Una de esta respuestas, se basa en
la anterior nocidn, pero afirma que esta jerarquia esta de
hecho implicita en nuestro actual uso de “verdad”, y los
defectos son una mera apariencia.
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Paradojas de Sorites

“Sorites” es la palabra griega para “monton” o “pila”.
Las paradojas “sorites” es el nombre dado a una clase
argumentos paradojicos, que se derivan de los limites
Indeterminados de aplicacion de los predicados
envueltos. Se trata de una serie de puzzles atribuidos
al l6gico Eubulides de Mileto, que incluyen:

el hombre calvo: ¢describirias a
un hombre con un pelo en la
cabeza como calvo?




el hombre con
capucha: dices que
conoces atu

hermano, este hombre

con capucha es tu
hermano y no le
conoces...

Un grano de arena no es un
monton, si 1 grano de arena
no es un monton, tampoco 2
granos de arenalo son... Si
9.999 granos de arena no son
un monton, tampoco los son
10.000 granos. ¢ Cuantos
granos tiene un monton?




Algunas respuestas a esta paradoja son:

el acercamiento aun “lenguaje ideal”, cuyo atributo
clave es su precision: la vaguedad del lenguaje
natural es un defecto a eliminar (Frege y Russell);

* |ogicas multivaluadas (no clasicas), como la “logica
difusa” de Goguen y Zadeh (1969) que sustituye a la
usual (dos-valuada), que reconocen para un objeto
“los grados” de verdad,

e aceptar la paradoja: ninguna cantidad de granos de
arena hace un montén... o en otra version...

i la calvicie no existe !
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La paradoja del cuervo

Carl Hempel (1905-1997),
Inventor de esta paradoja,
afirma que la existencia
de unavaca de color
violeta incrementa la
probabilidad de que los
cuervos sean negros.

¢, Por que?




Para responder,
establezcamos la ley:
“Todos los cuervos son
negros”, de una manera
diferente, pero l6gicamente
equivalente “Todos los
objetos no-negros no son
cuervos”.

Hempel dice: He encontrado un objeto no-negro - una
vaca violeta. Esto confirma (débilmente) la ley “Todos
los objetos no-negros no son cuervos”. Y asi, también
confirma la ley equivalente “Todos los cuervos son
negros”.




Es facil encontrar miles de objetos no-negros que no son
cuervos, confirmando asi de manera mas fuerte la ley. El
problema es que observando objetos no-negros se confirma la
ley “Todos los cuervos son negros”,

pero solo a un nivel “infinitesimal”.

La clase de objetos que no son cuervos, es tan enormemente
grande comparada con las que son cuervos que el grado con en
el cual un no-cuervo que es no negro confirma la hipotesis es
despreciable...

Los detractores de Hempel opinan que
la existencia de una vaca de color
violeta confirma del mismo modo el
enuncilado

“Todos los cuervos son blancos”...




La paradoja de Goodman

Se define un objeto como verul, si observado antes del
tiempo t es verde, y azul después de t.
Sit=1deenerode 2010, Nelson Goodman (1906-1998)
afirma que decir que las esmeraldas son verdes o
verules es igual de consistente... en ambas
afirmaciones hay tiempo por medio y ambas se
confirman empiricamente...
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La paradoja del condenado

En |la Edad Media, un rey de reconocida sinceridad,
pronuncia su sentencia:

Una manana de este mes\
seras ejecutado, pero no lo
sabras hasta esa misma
manana, de modo que cada
noche te acostaras con la
duda, que presiento

terrible, de si esa sera tu

\@ma sobre la Tierra... /




En la soledad de su celda, el reo
argumenta:

Si el mes tiene 30 dias, es evidente que
no podré ser ajusticiado el dia 30, ya
qgue el 29 por la noche sabria que a la
mafiana siguiente habria de morir. Asi
gue el ultimo dia posible para cumplir la
sentencia es el 29. Pero entonces, el 28
por lanoche tendré la certeza de que
por la manana seré ejecutado...

Continuando de este modo, el
prisionero concluye triunfalmente que la
condena es de ejecucion imposible, y
comienza a dormir aliviado, aguardando
gue transcurra el mes para pedir su
libertad...




Sin embargo, sorpresa, un dia
cualquiera, por ejemplo el fatidico dia
13 (era martes), el verdugo, con el
hacha afilada en la mano, despierta al
reo... que instantes mas tarde es
decapitado.

La sentencia se cumple literalmente.

c.Donde ha fallado el
razonamiento del condenado?




Una solucion puede pasar por la nocion fundamental de
gue no es lo mismo el dia 30, mas el dia 29, mas el dia
28, etc., que el mes.

Un conjunto es diferente y contiene cualidades distintas
de la mera adicion de sus partes.

El analisis individual, dia por dia, por parte del prisionero
es tan irreprochable como el analisis paso por paso de la
carrerade Aquiles.

El defecto de su argumento aparece cuando atribuye al
conjunto (este mes) las mismas y exclusivas cualidades
gue poseian sus partes (cada dia), no advirtiendo que el
conjunto mes ha incorporado algunas caracteristicas:
entre otras la de contener...

... dias sorpresa.



Hacia el siglo Ill, el filosofo chino Hui Tzu afirmaba:

Un caballo bayo y una vaca parda son tres: el caballo, la
vaca, y el conjunto de caballo y vaca.

El razonamiento no es trivial, y es la esencia de la
paradoja del condenado.

]
W
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La paradoja de Fermi

Si un pequeno porcentaje de los billones de estrellas
en |la galaxia fueran el hogar de civilizaciones con
Tecnologia, capaces de colonizar a distancias
Interestelares, la galaxia completa estaria invadida en
unos pocos millones de anos.

La ausencia de tales civilizaciones extraterrestres
visitando la tierra es la paradoja de Fermi.

cDonde estan?



Existen dos corrientes principales en la vision de la
vida:

 los copérnicos: latierra es un planeta cualquiera
alrededor de una estrella cualquiera de la galaxia, la
vida es un fendmeno corriente y lleva algun dia a la
aparicion de civilizaciones tecnologicas;

* los geocentricos: el lugar del Hombre es la conquista
de una galaxia “vacia” de civilizaciones.

iLos geoceéntricos se han equivocado tanto a
lo largo de la historia!



Existe una formula debida al astrénomo F. Drake que permite
estimar el numero de civilizaciones inteligentes tecnolégicamente
avanzadas susceptibles de estar presentes en nuestra galaxia,
basada en conocimientos que van de la astrofisica a la biologia:
es el producto

N= ExP xFxV x| xC xL

e E, ndmero de estrellas en nuestra galaxia (400.000.000.000),

P, nimero medio de planetas alrededor de las estrellas (5 a
20),

e [, porcentaje de planetas favorables a la vida (20 a 50%),
e V, probabilidad de apariciéon de la vida (20 a 50%),
e |, probabilidad de emergencia de seres inteligentes (20 a 50%),

e C, probabilidad de aparicion de una civilizacion tecnolégica
con capacidad de comunicacion (20 a 50%),

e L, duracion delavidade una civilizacion avanzada
(100 a 10.000.000 anos).




El factor preponderante en la ecuacion de Drake es el tiempo, es

decir la férmula tiene una gran dependencia del factor L.
 Silas civilizaciones tecnolbdgicas viven un breve instante de
tiempw autodestruirse jel numero de civilizaciones en el
universo es cercano a ... 1!

Al contrario, si laduracion de la vida de estas civilizaciones se
cuenta en millones de afnos, entonces jel universo deberia estar
iInvadido por mensajes de radio!

Para L=10.000 afnos (¢modelo terrestre?) existirian por esta
formula unas 10.000 civilizaciones, y si estuvieran repartidas de
manera aleatoria por las estrellas de la galaxia, la mas cercana a
nosotros estaria a 1.000 anos-luz. Nuestras emisiones de radio
datan de 50 afnos, asi que estariamos a muchos afos de ser
encontrados (y estudiados).

¢, Estamos solos? No... estamos muy lejos.
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La paradoja de San Petesburgo

Esta paradoja trata sobre el
calculo de probabilidades y el
concepto abstracto de
esperanza matematica. Se
debe a Nicolas Bernoulli (1695-
1726).

La pieza del Tom Stoppard
“Rosencrantz y Guildenstern
han muerto” (1966) se abre con
una escena en donde los dos
personajes secundarios de
Hamlet juegan a caray cruz.
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G halanzado 90 monedas, todas han salido cara y han
regresado, como lo manda el juego, a R.

A pesar de la gran improbabilidad de una tal serie,
saben que es posible.

Cuando los protagonistas estan cansados de lanzar
simplemente las monedas, R propone una variante:
lanzara una moneda hasta que salga cara; si sucede en

la primera tirada, dard 1 moneda a G, en la segunda
tirada, 2 monedas, en la tercera, 4 monedas, y asi
sucesivamente, doblando la cantidad cada vez que la
pleza cae en cruz.

¢ Cuanto dinero debe pagar G a R para que el
juego sea equitativo?



El problema se resuelve en términos de esperanza
matematica de ganar: la probabilidad del evento

cara aparece en latiradan
es de 1/2"1 (1/2) = 1/2".
La esperanza de ganar de G es pues la suma
1/2 + 2(1/2)? + 4(1/2)3 + 8(1/2)* + ... + 2"1(1/2)" + ...=
1/2+1/2+1/2+1/2+...+1/2+ ... =
En honor a la equidad, el juego no deberia tener lugar.




La progresion de la ganadas es muy rapida (serie
geometrica de razdn 2). Se podria reemplazar 2 por un

numero inferior q y retomar los calculos: la esperanza

de ganada de G es entonces de
1/2 + q(1/2)? + g%(1/2)3 + g3(1/2)* + ... + q"1(1/2)" + ...=
1/2 (1 +q/2 +(g/2)2 + ... + (q/2)" + ...)= 1/(2 — q).

La ganada infinita de G aparece como caso limite
cuando g tiende a 2. Haciendo variar g, se puede
entonces establecer la lista de las ganadas de G y el
dinero que debera ceder a R al principio del juego. En
todos los casos, y en ausencia de cualquier otra
condicion, parece preferible renunciar a este juego
tan azaroso tanto en el papel de G como de R.



La paradoja de Condorcet

Tres votantes V,, V, y V; eligen entre tres alternativas
A (Alicia), B (Benito), C (Cecilia), como sigue:

V,={A,B,C},V,={C,A,B},V,={B, C,A}

A es preferida a B por dos a uno, B preferido a C por
dosaunoy C a A por dos a uno también.

Una simple comprobacidon por pares no determina una
alternativa preferida entre las tres. Se trata de una
situacion de ausencia de ganador o paradoja de
Condorcet, al existir una mayoria ciclica.



El procedimiento de eleccion mas usual es laregla de
la mayoria simple, donde cada votante elige un
candidato, y el que reciba mas de la mitad de los votos
es el ganador.

Esta regla es valida cuando sdélo se tienen dos
candidatos, ya que gana el que tiene mas votos.

Cuando hay mas de dos, puede ser que el candidato
con mayor numero de votos no tenga la mayoria
absoluta de todos los votos emitidos.

La solucidon mas frecuente es recurrir a laregla de la
pluralidad o mayoria relativa, por la que se elige al
candidato que queda situado en primer lugar por el
mayor niumero de votantes.



CONDORCET

Otra solucion es aplicar el criterio 75-79% =
de Condorcet o de comparacion por
parejas, por el que se elige el
candidato que derrota a todos los
demas en elecciones entre pares de
candidatos, usando laregla de
mayoria. Por este metodo se puede
producir una relacion no transitiva,
la paradoja de Condorcet...

La molestia generada por la posibilidad de mayorias
ciclicas esta directamente relacionada con la
probabilidad de una tal ocurrencia: se puede probar que
la probabilidad de una mayoria ciclica se incrementa
cuando el numero de opciones aumenta, y decrece
cuando el numero de votantes aumenta.
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La paradoja de Banach-Tarski

Es una de las mas sorprendentes consecuencias del
axioma de eleccion.

De esta paradoja se deduce que es posible
(tedricamente) cortar un guisante en un numero finito
de trozos y reajustarlos (solo con
rotaciones y traslaciones) hasta
obtener una bola de la tamafio
del sol.




La paradoja de Banach-Tarski afirma que toda bola de
dimension tres puede descomponerse en un nadmero
finito de subconjuntos dos a dos disjuntos, que
recombinados forman dos bolas del mismo radio que
la bola original.

Como los movimientos preservan el volumen, alguna
de las piezas en las que se descomponen los
conjuntos no puede ser medible Lebesgue.

De aqui, se deduce gque no existe ninguna extension
positivay finitamente aditiva de la medida de
Lebesgue en el espacio de dimension tres, que sea
Invariante respecto al grupo de los movimientos en el
espacio.



Es imposible realizar la descomposicion paradoéjica de la bola
fisicamente, ni siquiera imaginarla...

Solo con cinco trozos se transforma una bola en dos. Los trozos
tienen una forma tan extrana que no se puede ni siquiera hablar de
su volumen: son no medibles (las funciones que habria que
Integrar para determinar su volumen no son medibles ni en el

sentido clasico de Riemann, ni en el sentido generalizado de
Lebesgue).

. Math Fun Facts

http://www.math.hmc.edu/funfacts/ffiles/30001.1-3-8.shtml#
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¢ Qué es latopologia?

Es la parte de las matematicas
gue estudia las propiedades de

los objetos que son invariantes
por transformaciones

continuas.

Los tamanos, las formas y las
posiciones no son
Importantes...



La banda de MObius

Cilindro




Agustus Mdbius
(1790-1868)




>t

Cilindro

Banda de Mobius

e

A A

= 2 caras: interior y exterior

* 2 hordes (2 circunferencias)

M

* | ginica cara

* 1 borde (circunferencia larga)
-

T

h - 2

- $

=




Al cortar por la mitad, se
obtienen dos cilindros, la
mitad de altos que el
cilindro original.




Al cortar por la mitad, se
obtiene un cilindro el doble
de largo y la mitad de alto
que la banda original (4
semivueltas).




Al volver a cortar por la
mitad la figura anterior,
se obtienen... dos
cilindros enlazados (4
semivueltas)...
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Al cortar por latercera
parte, se obtiene: una
banda de Mdbius (igual
de largay 1/3 de ancha)
y un cilindro (el doble de
largo y 1/3 de ancho, 4 & __
semivueltas) y r —

enlazados...




RECETA
Al cortar una banda de M6bius por la n-ésima parte,
se obtienen una banda de MObius (igual de larga y
(n-2)/n de ancha) y un cilindro (el doble de largo y 1/n
de ancho) y enlazados...

CASO GENERAL
Dada unatira de papel ala que se le han dado n
semivueltas antes de pegarla, si se corta por la
mitad sucede:
- sSi n es par: aparecen 2 tiras con n semivueltas
(dos cilindros),
- Si nes impar: aparece una banda de MObius y un
lazo con 2n+2 semivueltas (un cilindro).

Y mas experimentos...



Se cortan dos
tiras de papel
gue se marcan
con las letras A
y B (blanca) y
Cy D (azul) en
Su extremos.

Se colocan una
sobre laotray en
vez de pegar A con
By CconD,seda
una semivuelta
antes y se pegan A
conDyBconC. Si
pasas un clip entre
las dos figuras, hay
dos bandas... no
hay obstaculos.




Sorprendentemente, no hay dos bandas de Mobius, sino... un
cilindro, con dos semivueltas.




Se cortan tres tiras de

papel gue se marcan con
las letras Ay B (blanca),
CyD(azul)y Ey F (beis)
en su extremos.

Se da una semivuelta,
y se pegan AconF,B
con Ey CconD...




Al deshacer la figura,
aparece un cilindro
formado por las
bandas de los
extremos y la banda
de MObius central se

conserva...




Estas propiedades extranas se deben a que la banda
de MObius es no orientable.

La banda de Mobius no s6lo es importante en matematicas...




El dibujante e ilustrador Jean

Giraud MoObius (1938-) con
una autocaricatura, portada de
su autobiografia Mi doble y yo.

Banda de Mobius de LEGO de
Andrew Lipson

http://web.archive.org/web/20040211064801/www.lipsons.pwp.blueyonder.co.uk/lego.htm




Elisabeth
Zimmermann

Bufanda de
MODbIus:
La mejor para el
frio, 1983
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Fabrica de construcciones
metalicas
Wittenbach (Suiza)

Meister Stahlbau
Bigen ist eine Kunst




B
i
B
&
8

En algunas industrias

se estan cambiando las

correas cilindricas por
“correas de Mobius”
gue se desgastan a
menor velocidad...

El uso de estas correas
doblala vida de
elementos tipo lazo
como correas de
transmision planas,
cintas magneéticas,
hojas flexibles, etc.




Ben van Berkel
MOBIUS HOUSE (UN STUDIO)
1993-1998

sleaping




Phota: ©@ Christian Richlers




MoObius mit Kriechtier
Rainer Wonisch

Cliff Long (1931-2002)
hizo una banda de
MODbius de esta
escultura de madera
Bug on a band

http://www.rainerwonisch.de/mathematik

und kunst mit povray.htm




http://www.wolfram.com/products/mathema
tica/usersanduses/experience/mobius.html

Sugar Sand Science Playground en Boca
Raton (Florida), disefiado por Gerald Harnett.




Las hormigas de Escher, que

nunca llegan...

Banda de Mdbius en

movimiento de Vlad Holst.

http://ccins.camosun.bc.ca/~|britton/strip.mov




Esta torre es como una banda
de MObius, transformada en
una maravillosa ilusion de
personas dentro de unatorre
de piedra.

Istvan Orosz

The infinity climber




La botella de Klein
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Felix Klein Jj

(1849-1925) | |




Botella de
Klein de
LEGO de
Andrew
Lipson

Botella de Klein de
Origami de
Robert Lang




Algunas botellas de Klein de Cliff Stoll
“Acme Klein Bottle”

http://www.kleinbottle.com/classicalklein.htm

Cliff Stoll: Gorro de lana Klein




Cliff Stoll:

Botella de Klein gigante

Cliff Stoll: Botella de Klein de M&M
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Saber sin estudiar

Admirése un portugues
de ver que en su tierna infancia
todos los nifilos en Francia
supiesen hablar francés.
«Arte diabolica es»,
dijo, torciendo el mostacho,
«que para hablar en gabacho
un fidalgo en Portugal
llega a viejo, y lo habla mal,;
y aqui lo parla un muchacho».

Nicolas Fernandez de Moratin (1737-1780)
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Art of Anamorphosis, http://www.anamorphosis.com/

Amazing Art: lllusions, hidden and impossible images,
http://members.lycos.nl/amazingart/

Masters of Deception, http://neuro.caltech.edu/~seckel/mod/

Archimedes laboratory: http://www.archimedes-lab.org/

Paradoja de Fermi: http://en.wikipedia.org/wiki/Fermi_paradox






