Maximos y minimos de funciones

Los conceptos de maximo y minimo de una funcion de varias variables son completamente
analogos a los correspondientes de funciones de una variable y tienen también su origen
en consideraciones geométricas.

Definicién. Dada una funcién f : R" — R, con dominio D C R", decimos que

(a) f tiene un maximo absoluto (o global) en un punto 7§ € D si

f(#@) = f(7), V& € D;

(b) f tiene un minimo absoluto (o global) en un punto 7¢ € D si
#(78) < £(2), ¥ € D.

Los puntos donde una funcién toma indistintamente un valor maximo o minimo reciben el
nombre genérico de extremos.

El teorema de Weierstrass proporciona condiciones suficientes para la existencia de ex-
tremos absolutos.

Teorema. Sea f : R™ — R continua en un compacto M C R™. Entonces f alcanza los
valores mazrimo y minimo, es decir

i, 20 € M @ f(z1) < f(z) < f(z2), Yz € M.

A continuacién, daremos la version local de estos conceptos.
Definicién. Dada una funcién f : R" — R, con dominio D C R", decimos que

(a) f tiene un maximo relativo (o local) en un punto 7§ € D si existe una bhola B(Zg,r)

centrada en 7§ tal que f(78) > f(T), V& € B(Z§,r) N D;

(b) f tiene un minimo relativo (o local) en un punto 7¢ € D si existe una bola B(:U_S, r)
centrada en 7§ tal que f(7§) < f(7), V¥ € B(z§,r) N D.

En el caso de funciones de dos variables, la interpretacion geométrica de estas nociones es
evidente.

Estos conceptos estan relacionados con el de punto estacionario.

Definicién. Si una funcién f : R” — R es diferenciable en un punto 7§ y VAf(:po) =0, se
dice que g es un punto estacionario o punto critico de la funcién.

La relacion citada viene dada por la siguiente condicion necesaria de existencia de extremos.

Teorema (criterio de las derivadas primeras). Sea D un abierto de R" y f una funcidn de
clase CY) en D. Si f tiene un extremo relativo (mdzimo o minimo) en un punto T € D,
entonces T§ es un punto estacionario de f.



En el caso particular de funciones de dos variables, lo anterior quiere decir que el plano
tangente a una funcion diferenciable en un maximo o un minimo es necesariamente ho-
rizontal. Dicho plano queda por encima de la superficie en un entorno del punto donde
la funcion tiene un maximo y queda por debajo de la superficie en un entorno del punto
donde la funcién tiene un minimo.

Debemos observar que dicha condicion no es suficiente. Por ejemplo, si consideramos la
funcién f(z,y) = -y, entonces W(JL, y) = (y,z) y el gradiente se anula sélo en el origen.
Sin embargo, es evidente que en dicho punto no puede haber un maximo ni un minimo
de la funcion, pues en cualquier entorno del origen la funcion toma valores positivos y
negativos.

La determinacion de condiciones suficientes para la existencia de extremos relativos se basa
en el estudio del signo del término de segundo orden en el polinomio de Taylor asociado a
la funcion. Para formular dichas condiciones debemos recordar algunos conceptos relativos
a la teoria de formas cuadraticas.

Definicién. Dada una matriz simétrica A = (a;;)};=,, (es decir con a;; = aji, Vi,j), se
=
define la forma cuadratica asociada a A como la funcion @ : R™ — R definida por

QR =T AT =3 Y aihihy, VT = (hy,..., hy).

i=1 j=1
Decimos que una forma cuadratica @) es

1) definida positiva si Q(ﬁ) >0, VT # 0,

ii) definida negativa si Q(ﬁ) <0, VT # 0.

Una caracterizacion de esta definicion la da el siguiente criterio de Sylvester:

Proposicién. Si: A = (aij>?j—1 es una matriz simétrica y denotamos por
=

air o a1k
Ak‘: (k:l,...,n),

altg ... Qkk

a los menores principales de A, entonces:

(a) La forma cuadrdtica asociada a A es definida positiva si y sélo det Ay, > 0, Vk =

1,...,n.

(b) La forma cuadrdtica asociada a A es definida negativa si y sdlo si
(—1)kdetAk >0, Vk=1,...,n

(es decir, los signos de los determinantes de los menores principales se van alternando
empezando con ayq = det A; < 0).



Con estos hechos, las condiciones suficientes para la existencia de extremos relativos de
una funcion de varias variables se pueden enunciar como sigue:

Teorema (criterio de las derivadas segundas). Sea f : R" — R wna funcion de clase
C® en un abierto D C R™ y T¢ € D un punto estacionario de f. Si definimos la forma
cuadrdtica

n n 2

entonces:
(a) f tiene un minimo local en T4 si Q. es definida positiva.
(b) f tiene un mdzimo local en T4 si Q. es definida negativa.

El reciproco de este teorema no es cierto: por ejemplo, el origen es un punto estacionario
de las funciones f(z,y) = 23 + y® y g(z,y) = 2* + y*; en ambas funciones, la forma
cuadrética asociada a la matriz hessiana en el origen es degenerada (es decir Q(h1,h2) =
0, V(hi,hs) € Rz); ahora bien, en el origen ¢ tiene un minimo pero f no tiene maximo ni
minimo.

Sin embargo, el teorema anterior sera clerto con una pequena modificacion basada en los
sigulentes conceptos:
Definicion. Una forma cuadratica @ es

(a) semidefinida positiva cuando Q(h) > 0,Vh € R", y es
%
h

€ R"

(b) semidefinida negativa cuando Q(ﬁ) <0,V
(esto quiere decir que la forma cuadratica puede anularse también para valores no nulos).

eorema. Sea f: una funcion de clase en un abierto x un
T S R" - R de clase C?) bierto D CR" y 29 € D
punto estactonario de f. Si llamamos nuevamente

Quo(T) = 5 7 Hf(w).

—T
h,
entonces

(a) si f tiene un minimo local en xo, entonces @ es semidefinida positiva;

(b) si f tiene un mdzimo local en g, entonces Q es semidefinida negativa.

De lo anterior se deduce que, si ) es indefinida (no es semidefinida positiva ni semidefinida
negativa) y zo es un punto estacionario, entonces no corresponde a un maximo ni a un
minimo local. Estos puntos reciben el nombre de puntos de ensilladura de la funcion.

Terminaremos esta introducecién tedrica con la aplicacion de los resultados anteriores al
caso mas comun de funciones de dos variables.

Teorema. Sea f : R* = R una funcidn de clase C? en un abierto D C R? y (zo,y0) € D
un punto estacionario de f. Si llamamos

A = det Hf(;vo,yo) Y ayy = D'l'lf<$05y0>a
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entonces
(a) f tiene un minimo local en (zo0,y0) st a1 >0 y A > 0;
(b) f tiene un mdzimo local en (xo,yo) st a1 <0y A >0;
(¢) f tiene un punto de ensilladura en (xo,yo) st A < 0.

En el caso de que A = 0, debe compararse, a partir de la definicion, el valor de la funciéon
en (zg,yo) con el que toma en puntos de algun entorno de (zo,yo).



