INTEGRAL MULTIPLE

Asi como la integral simple resuelve el problema del calculo de areas de regiones planas,
la integral doble es la herramienta natural para el célculo de volimenes en el espacio
tridimensional. En estas notas se introduce el concepto de integral multiple, el cual
incluye los casos anteriores en un contexto general. De este modo, las aplicaciones no
se limitan al calculo de areas y volumenes sino que se extienden a otros problemas
fisicos y geométricos.

1. Integral sobre regiones elementales.

1.1. Definiciones previas.

Todo conjunto de la forma I = [a1,b1] X - - X [an, b,] C R™ recibe el nombre de intervalo
n-dimensional o n-intervalo.
Una particién de I se define al dividir cada intervalo [a;, b;] mediante los puntos

{z§, ..., 2}, } v formar las celdas n-dimensionales Ji, = [z, 2] 1] X --- x [2] 27 ],
0<7 <m;—1(i=1,...,n). De este modo, una particién de un n-intervalo I es un
conjunto P = {.J;, ..., Jy}, formado por celdas n-dimensionales, tal que int J;Nint J;, =

@(Z?é]{}),leLJUJN:I

Dada una funcion f : I — R acotada, si definimos la medida n-dimensional de una
celda como el producto de las longitudes de sus aristas, llamaremos suma inferior de
f con respecto a la particion P a

L(f,P) =) mf{f(z):x € Jp} -m(J).

JpeP

Andlogamente, la suma superior de f respecto a P es

U(f,P)=>_ sup{f(z):x € J} - m(Jy).

JeP

1.2. Propiedades.
i) L(f, P) < U(f, P), para toda particién P de I.

ii) Si P’ es un refinamiento de P (es decir, cada celda de P’ estd contenida en alguna
celda de P), entonces L(f, P) < L(f,P") y U(f,P") <U(f,P).

iii) Si Py P” son dos particiones arbitrarias de I, L(f, P') < U(f, P").

iv) sup{L(f, P) : P particién de I} < inf{U(f, P) : P particién de I}.



1.3. Definicion.

Se define la integral superior de f sobre [ a
/ f=mf{U(f, P) : P particién de I}.
I
Del mismo modo, se define la integral inferior de f sobre [ a

/ f =sup{L(f, P): P particién de I}.
B

Diremos que la funcion f es integrable sobre I cuando 71 f=7 , f y dicho valor comtn

se llama integral de f sobre I, que denotaremos por || ; J- En el caso particular n = 2

utilizaremos frecuentemente la notacién / / f(z,y)dxdy y, si n = 3, utilizaremos la

I
notacién andloga ///f(x,y, z) dxdydz.
I

1.4. Teorema.

Sea f: I C R® — R acotada. Son equivalentes:

i) f es integrable en I.

ii) (Condicién de Riemann.) Para todo e > 0, existe P. particién de I tal que U(f, P.)—
L(f,P.) <e.

iii) (Condicion de Darboux.) Existe una constante L con la siguiente propiedad:

N
Ve >0,36>0: > flz)m(J;) — L| <,
i=1
donde P = {.Ji, ..., Jy} es una particién de I cuyas aristas tienen longitud menor

quedyx; € J; (i=1,...,N).

Demostracion. Supongamos en primer lugar que f es integrable y veamos que se cumple
la condicién de Riemann. Llamemos L = | ; J. Por definicién de infimo, dado ¢ > 0,
existe una particion P! tal que U(f, P!) < L +¢/2.

Andlogamente, existe una particion P/ tal que L(f, P!) > L — ¢/2. Si llamamos P. =
P! U P!, entonces

L—¢c/2<L(f Py < L(f,P.) <U(f P.) <U(f P) < L+¢/2.

Por tanto, U(f, P.) — L(f, P.) < e.



Supongamos ahora que se cumple la condicién de Riemann y veamos que f es integrable
en [.

Como L(f, P) gLf STIf < U(f, P), entonces Tlf_i[f < e, Ve > 0, con lo cual
f[f:ilf‘

Probemos ahora la equivalencia entre i) y iii). Supongamos en primer lugar que se
cumple la condiciéon de Darboux. Asi pues, dado € > 0, elegimos § > 0 tal que

N
> fxm(T) — L] < e/2.
i=1
Elegimos también z; € J; de modo que
f(2;) — sup{ f(z) : z € J;}| < m
Entonces
N N
i=1 i=1

Anélogamente se prueba para las sumas inferiores.

Para probar el reciproco, necesitamos el siguiente resultado.

Lema. Dada una particion P de I y cualquier € > 0, existe 6 > 0 tal que para cada
particion P’ en celdas de aristas con longitud menor que ¢, la suma de las medidas de
las celdas de P' que no estan totalmente contenidas en alguna celda de P es menor que
€.

Demostracion. Para demostrarlo, separaremos dos casos:

n=1:Si P={x,x1,...,xn}, basta elegir 6 = /N porque los intervalos de P’ que no
estén contenidos en algin intervalo [xy_1, x| deben incluir algin =y, k = 1,..., N —
1; por tanto, la suma de sus longitudes es menor que N - 4§ (nimero de intervalos
multiplicado por la longitud de cada uno).

n>1:S1P={Jy,...,J y}, lamamos T a la longitud total de las aristas situadas entre
dos celdas cualesquiera de P y elegimos § = ¢/T.

Sea J' € P’ una celda no contenida en ningin .J,. Esto indica que corta a dos celdas
adyacentes de P. Por tanto, su n-medida es menor o igual que §-A, donde A es la medida
de las caras comunes a dichas celdas. Entonces 3 jcps jizy m(J') <6-T =e. O

Terminemos ahora la demostracién del teorema suponiendo que f es integrable en I.
Por ser f acotada, existe M tal que |f(z)] < M, Vz € 1.



Por ser f integrable, existen dos particiones Py, P, tales que:

L—L(f,P) < ¢/2
U(f,PQ)—L < 5/2

(donde L es la integral y € > 0 arbitrario).
Si P es un refinamiento de P; y P», entonces

U(f,P)—¢/2 <L <L(f,P)+¢/2.

Por el lema anterior, existe o > 0 tal que si P’ es una particién de I cuyas aristas tienen
longitud menor que 4, entonces

> m(J') < 5o

J'eP\J' ¢ Jy,JeP

Sea P’ = {S1,..., SNy} una particién de aristas con longitud menor que ¢ donde cada
S1,..., S estd contenido en alguna celda de Py Si41,..., Sy no lo estan. Si z; € S},
entonces:
N k N -
ST fmls) = 3 flm(S) + 3 flem(S) SUfP) 4+ M- 5= < Lte
j=1 Jj=1 J=k+1
N k N .
D flapm(Sy) = Y flaym(Sy) = Y —fla)m(S;) = L(f, P) = M - o > L-e
j=1 j=1 J=k+1
Por tanto,

N

> flam(S)) - L| <,

j=1
lo que corresponde a la condiciéon de Darboux. O

Ejemplos. Estudiar la integrabilidad y calcular la integral (en caso de existir) de las
siguientes funciones en las regiones indicadas:

a) f(z,y) = [x] + [y], (z,y) € [-1,1] x [-1,1].
b) flz,y) = [z +y], (x,y) € [-1,1] x [-1,1].
c) f(z,y) = sen(z +y), (z,y) € [0,7/2] x [0,7/2].
d) f(z,y) =2° + 32y +3°, (z,y) € [0,1] x [0,1].

e) f(z,y) = VIy — %], (z,y) € [-1,1] x[0,2].



2. Extensién del concepto de integral a regiones
acotadas.

Sea A C R™ un conjunto acotado tal que A C I, donde I es un n-intervalo,y f: A - R
una funcién acotada. Decimos que f es integrable en A cuando

) f(x) sizeA
g(x)_{o sizel\A

es integrable en I.
Esto sugiere que el tipo de regiones para las que una funcién es integrable no puede
tener “frontera muy complicada”. Por tanto, necesitamos las siguientes definiciones.

2.1. Definicidon.

Un conjunto acotado A C R™ tiene contenido (segiin Jordan) si la funcién constante
f(z) = 1 es integrable en A. En este caso, el contenido de A se define como ¢(A) = [, 1.
Por definicién de integral, un conjunto A tiene contenido cero si y sélo si

N

Ve > 0,3{/1,..., Jn} n-intervalos que cubren a A : Zm(JZ-) <e.

i=1

Diremos entonces que un conjunto acotado A C R™ es un dominio de Jordan si su
frontera tiene contenido cero.

Ejemplo. La gréfica de una funciéon y = f(x) continua en [a,b] tiene contenido cero
en R2.
En efecto, dado e > 0, como f es uniformemente continua en [a, b], existe 6 > 0 tal que

[f(x) = f(y)] <esile—yl <o
Sea {zg,21,...,xy} una particién de [a,b] con x; = a+ jh (j = 0,1,...,N), donde
h = (b—a)/N y elegimos N suficientemente grande para que h < §. Si llamamos

Ry ={(z,y) r7jo1 <x <y, |y— flz;)] <e},

entonces (z, f(z)) € R; cuando z;_1 < x < z;, es decir la grafica de f estd contenida
en U;V:1 R;. Como el drea de R; es igual a 2¢(x; — x;_1), entonces la suma de las dreas
de todos los rectdangulos es igual a 2¢(b — a).

De forma similar se puede probar que la grafica de cualquier funcién continua z =
f(x,y) sobre un rectdngulo [a, b] X [c, d] tiene contenido cero en R3.



2.2. Definicidon.

Un conjunto A C R™, no necesariamente acotado, tiene medida nula (segin Lebesgue)
cuando

Ve > 0, 3{Jpm }men n-intervalos que cubren a A : Z m(Jm) < €.
meN

Ejemplo. Para ver que R tiene medida cero en R?, para cada ¢ > 0, basta elegir

€ €
C2n 20t 2 2n+1]‘ De este modo, m(Jn) = €/2" y 3., ene/2" = €.

Jn = [—n,n] x

2.3. Propiedades.

= Si A tiene contenido nulo, entonces tiene medida nula.
= Si A tiene medida nula y B C A, entonces B tiene medida nula.

s Si {A,,}men tienen medida nula en R", entonces U,,enA,, tiene medida nula en
R™.
[Por ejemplo, la sucesion {z,, }men, con x,, € R", tiene medida nula.|

En efecto, existe para cada i € N un recubrimiento {B;1, Bys, ... } de A; tal que
Z]EN ¢(Bij) < &/2". Entonces {Bi1, Bia, ..., Bu1, Bma, . .. } recubre a UpenAy, v

Z Z c(Byj) < e.

ieN jeN
» Todo subconjunto de R™ tiene n-medida cero si m < n.

2.4. Proposicion.

Si A C R"™ es acotado, f: A — R es acotada e integrable, f(z) =0Vz € A\ F, donde
F es un conjunto de contenido cero, entonces [ 4 f=0.

Demostracion. Como f es acotada, existe M > 0 tal que |f(x)| < M, Vz € A. Por otra
parte, como F' tiene contenido cero, dadoe > 0, F' C Ujvzl R;, con Zjvzl m(R;) < e/M.
Llamamos R a un n-rectangulo que contiene a A y extendemos f a R de la manera
usual. Sea P una particién de R tal que R; € P, Vj. Entonces,

_5§L(f7P)SU(faP>§5>

ConloquefAf:O [



2.5. Teorema de Lebesgue.

Sea A C R™ un conjunto acotado y f : A — R acotada. Si A C I, donde I es un
n-intervalo, entonces f es integrable en A si y sélo si el conjunto de discontinuidades
de f en I tiene medida nula.

Demostracion. Definimos la oscilacién de una funcién f en un punto xy € I como
UJ(f, $0) = }}i%ﬂ_ sup{|f(:v) - f(y)’ ST,y € B(l‘o,h) N I}
Antes de proceder a la demostracién veamos un par de resultados previos.

Lema 1. w(f,x¢) =0 <= f es continua en xy.
Para probarlo, basta observar que f es continua en z si y sélo si Ve > 0 existe
B(zo, h) tal que sup{|f(z) — f(zo)| : € B(xg,h)} < € lo cual equivale a su vez a que

W(f, 330) = 0

Lema 2. El conjunto D, = {z € I : w(f,z) > 1/r} es compacto.

En primer lugar, D, es acotado por estar contenido en el n-intervalo I. Para ver que
es cerrado, sea y un punto de acumulaciéon de D, y supongamos que y & D,.. Asi pues,
w(f,y) < 1/ry, por definicién de oscilacién, existe una bola B(y, h) tal que

sup{|f(u) — f(v)| : w,v € B(y,h) N1} < 1/r.

Por tanto, B(y,h) N D, =, lo que contradice el hecho de ser punto de acumulacién.

Vayamos ahora con la demostracion del teorema. Supongamos en primer lugar que
el conjunto D de discontinuidades de f en I tiene medida cero. Como D = U,enD,,
también cada D, tiene medida cero. Al ser compacto, sélo un numero finito de n-
intervalos recubren a D,. Tenemos asi que

D, c|JJ Y m(h) <1/r

Consideremos ahora una particion de I suficientemente fina para que esté formada por
C1 U sy, donde C esté formado por las n-celdas contenidas en algiun J; y Cs por las
n-celdas disjuntas con D,.

De este modo, si J € Cy, w(f,x) < 1/r,¥Yx € J. Por tanto, existe h > 0 tal que
My(f) —mn(f) < 1/r, donde My (f) = sup{f(y) : y € B(z,h)} y my(f) = mf{f(y) :
y € B(z,h)}. Como J es compacto, una coleccién finita de {B(z, h) : z € J}, digamos
{Uy,..., Uy}, recubre a J.



Dividimos J en celdas de modo que cada una de ellas esté en alguno de {Uy,...,U,}.
La particion resultante verifica

U(f,P) = L(f.P) < <Z + Z) (M (f) = my(f)) - m(J)
JeCy JeCs
< Y 2K -m()+m(I)/r < 2K/r+m(I)/r < e
JeC

(donde hemos supuesto que |f(x)| < K,Vx € I).

Probemos ahora el reciproco, para lo cual supongamos que f es integrable. Escribimos
nuevamente D = U,enD,, con D, = {xz € I : w(f,x) > 1/r}. Por hipétesis, existe una
particion P de I tal que

U(f,P) = L(f,P) = Y _(My(f) = my(f)) -m(]) <e.
JepP
Hacemos D, = J1U Jy, con J; ={x € D, : xz € frJ, paraalgin J € P}y Jo = {x €
D, :z € int J, para algin J € P}. Es claro que J; tiene medida nula.
Sea C' el conjunto de las celdas de P que tienen un elemento de D, en su interior. Si
J € C, entonces M;(f) —my(f) > 1/ry

S () < S ()~ ma) - m(T) < SOMF) — ma(£) - m() <<

JeC JeC JepP

2.6. Consecuencias del teorema de Lebesgue.

» Un conjunto acotado A tiene contenido (segtin Jordan), es decir la funcién cons-
tante 1 es integrable si y solo si la frontera de A tiene medida nula.

= Sea A C R™ un conjunto acotado que tiene contenido y f : A — R una fun-
cién acotada con una cantidad finita o numerable de puntos de discontinuidad.
Entonces f es integrable.

Teorema. a) Si A C R" es acotado y tiene medida nula 'y f : A — R es integrable,
entonces fA f=0.

b) Si f: A — R es integrable, f(x) >0, Vx y [, f =0, entonces el conjunto {z € A :
f(z) # 0} tiene medida nula.

Demostracion. a) Supongamos que A es un conjunto de medida nula y sea S un n-
intervalo que contiene a A. Extendemos f a S haciendo f(z) =0, si z € S\ A.

Sean P = {51, 5s,..., Sy} una particion de S y M una constante tales que |f(z)| <
M, Vx € A. Entonces

N N

L(f,P)= Zmi(f) -m(S;) < M - Zmz‘(XA) -m(S;).

i=1 =1



Si m;(xa) # 0 para algin 4, entonces S; C A lo que es absurdo pues m(A) = 0 pero
m(S;) # 0.

En definitiva, L(f, P) <0.

Anéalogamente,

N

U(fap):ZMi(f)'m(Si>:_Zmi(_f)'m(si) =—L(—f,P) > 0.

=1

Como f es integrable y L(f, P) <0 < U(f, P), entonces [, f = 0.

b) Sea A, ={x € A: f(x) > 1/r} y veamos que tiene contenido nulo.

Sea S un rectangulo que contiene a A y P una particién de S tal que U(f, P) < ¢/r
(f se extiende a S de la forma usual). Si {Sy,..., Sk} C P tienen interseccién no nula

con A,,
k

> m(S) < Zr~Mi(f)~m(Si) <r-U(f,P)<e

i=1
lo que indica que A, tiene contenido nulo.
Como A = U,cnA,, A tiene medida nula. O

Ejemplos.
1) f(z) = sen(1/x) es integrable en [—1, 1].

r? +sen(l/y) siy#0

2) f(z,y) = {x2 Sy =0 es integrable en B(0, 1).

3. Propiedades de la integral.

Sean A, B C R™ acotados, f,g: A — R integrables, k € R.

i) f+gesintegrabley [,(f+9)= [, [+ [,9

ii) kf es integrable y [,(kf) =k [, f.

iii) | f| es integrable y | [, f| < [, |f].

iv) Si f < g, entonces [, f < [, g.

v) Si A tiene contenido y |f| < M, entonces | [, f| < M - c(A).

vi) Si f es continua, A tiene contenido y es compacto y conexo, entonces existe rg € A
tal que [, f = f(xo) - c(A).

vii) Sea f : AUB — R. Si AN B tiene medida nula 'y f|anp, f|a, f|s son integrables,
entonces f es integrable en AU By fAUBf = fAf+fB f-



3.1. Teorema del valor medio.

Sea K C R™ un dominio de Jordan compacto y conexo y sea f : K — R una funcion
continua. Si g : K — R es acotada, g(x) > 0, Vo € K y es continua excepto en un
conjunto de contenido cero, entonces existe z € K tal que

/Kf-ng(Z)/Kg-

Demostracion. Sean u,v € K tales que f(u) < f(x) < f(v), Vo € K. Como ¢ es no
negativa,

fu)-g(z) < f(2) - g(z) < f(v) - g(x), V& € K,

f(U)/Kgé/Kf-gﬁf(v)/Kg-

Si ng = 0, entonces fK f g =0y el teorema es cierto para cualquier z € K.
Si [, g > 0, entonces
fK f g

flu) < g < f(v).

de donde

Por el teorema del valor intermedio para funciones continuas, existe z € K tal que
Jif9
o)=L
k9

4. Integrales impropias.

Sea f: A C R" — R acotada y no negativa, con A no acotado. Extendemos f a todo
R™ de la manera usual. Decimos que f es integrable en A cuando f es integrable en
todo n-intervalo [—a, a]™ y existe lim, f[fa,a]" f.

Nota. Al ser f no negativa, podemos expandir la regién de integracion simétricamente.
Por ejemplo, la funcién f(z) = x cambia de signo y resulta que ffa xdx = 0 con lo que

ffooo f =0 pero fi)oo fy fooo f no existen.

4.1. Teorema.

Si f > 0, esta acotada y es integrable en cada [—a,a]", entonces f es integrable si
y solo si dada cualquier sucesion { By }ren de conjuntos acotados con contenido tales
que B, C By, y existe k tal que C C By, para todo n-cubo C, entonces existe

ll’mk_>oo ka f

10



4.2. Definicion.

a) Sea f > 0 no acotada definida en A C R" no acotado. Para cada M > 0, se define

) flx) sif(z) <M
ful@) = {0 S flz) > M

Si existe limy oo [ 4 far, decimos que f es integrable en A.
b) Si f: A — R es arbitraria, sean

vy Jf@) sif@zo o [=f@) sif(z) <0
f(m)_{() Sif(af)<0’f<x)_{0 si f(x) >0

Asi, f = fT — f~ y [ es integrable en A si lo son f* y f~ y definimos [, f =
fA fr= fA [

Como |f| = f*+ f~, si f es integrable, también lo es |f| y [, |f| = [, fT+ [, [~ >
fa 1]

Reciprocamente, si |f| es integrable y f es integrable en cada cubo, entonces f es
integrable.

5. Teorema de Fubini.

Una herramienta fundamental para abordar el problema del célculo de integrales multi-
ples se obtiene a partir del teorema de Fubini. Veremos que, en situaciones favorables,
el célculo de una integral n-dimensional se reduce al célculo de n integrales simples,
llamadas integrales iteradas.

A lo largo de esta seccién, representaremos todo punto de R”™ como un par (z,y), donde
r € R¥, y € R"*. Andlogamente, todo n-intervalo lo escribiremos como I = I; x Iy,
con I, C R, I, C R**.

5.1. Teorema.

Sean I C R™ un n-intervalo y f : I — R una funcién acotada e integrable en I.
a) Supongamos que, para cada x € I, la funcién f,(y) = f(z,y) es integrable en I.
Si llamamos g(x) = fIQ fz(y)dy, entonces g es integrable en I y

/,f: /, g(w)d = /1 [ hf(a:,y)dy] da.

b) Si, para cada y € I, la funcién f,(z) = f(x,y) es integrable en I, entonces g(y) =
fh fy(x)dz es integrable en Iy y

[1= [ stwas= [ [ [ ey dy.

11



Demostracion. Por simplicidad en la notacién, haremos la demostracion del apartado
a) para el caso n = 2 (el apartado b) es completamente analogo). Si llamamos [ =
[a,b] x [¢,d], como f es acotada en I, entonces g es acotada en [a,b]. Ademds,

l9(@)] < / o y)ldy < (d—c)- sup |f(z,9)].

(z,y)el

Por ser f integrable, dado € > 0, existe una particion P = {R;;,1 <i<m,1 < j <n}
de I, con R;j = (251, 4] X [yj—l,yj], tal que U(f, P) — L(f,P) <e.
Si llamamos
My = sup f(z,y) , my= finf f(z,y),
(z,y)ER;; (2,y)ER;;
Ni= sup g(z) , mi= if g(a),

QTG[Ii_l,Ii} xe[xiflvxi]

entonces, fijado x € [x;_1, x;]:

Yj
mij - (Y5 = Yj-1) < / f@,y)dy < Mi; - (y; = yj-1)-
Yj-1

Sumando para todos los valores de j,
D mi (= yi1) < gl@) <D M- (y; — y1).
j=1 Jj=1

Por tanto,
n

Zmij (Y —yi-1) S SN < Dy M- (Y — yj-1)-
7=1 1

J
Multiplicamos miembro a miembro por (z; — x;_1) y sumamos sobre i:

Z Zmij Awi —zim1)(y; —yj—1) < an (wp — i) < Z M; - (z; — xi1)
i=1 j=1 i=1 =1
< DD My (@i — @)y — y)-

i=1 j=1
Esto quiere decir que
L(f,P) < L(g, Px) < U(g, Px) < U(f, P).

Deducimos asi que U(g, P;) — L(g, P;) < €, es decir g es integrable en [a, b].
Ademas,

b
— L(f. P d mfU(f. P)=
/If sup L(f. >s/ag<x>xsln (f.P) /If,

lo que demuestra el teorema. O

12



Corolario 1. Si f: I — R es continua, entonces

/1 f= /I | ( ] f(x,y)dy) ds = /I 2 ( ] f(ar,y)d:v) dy.

Corolario 2. Sean fi, fo : [a,b] — R continuas, con fi(z) < fao(x), Yz € [a,b],
D={(z,y) eER*:a<x <D fi(z) <y < folr)} y f: D — R continua. Entonces

o= ([ s ae

Demostracion. Extendemos f a I = [a,b] X [c,d], donde ¢ < fi(z) < fo(z) < d,
definiendo f(x,y) = 0si (z,y) € I\ D. De este modo, el conjunto de discontinuidades
de f estd formado por los puntos (z, fi(z)) v (z, f2(x)) (x € [a,b]), que tiene medida
nula. Lo mismo ocurre con las funciones f, y f,, por lo que todas son integrables. Basta
por tanto aplicar el teorema de Fubini para obtener el resultado. O]

Observaciones.

(1) Un resultado andlogo se obtiene para regiones de la forma D = {(x,y) € R? :
g1(y) <z < gay),c <y < d}, con gy, g; ¢ [c,d] — R continuas, tales que gy(y) <
92(y), Yy € [c,d]. En este caso, la integral se calcula como

fr= [ ([ )

En algunos casos, la regién de integracion se puede escribir de dos formas diferentes,
por ejemplo:

D = {(z,y) eR?*:a<z<b fi(z)<y
= {(z,y) e R?: g1 (y) <z < ga(y), c

Entonces se puede calcular la integral doble de una funcién continua en D de dos for-
mas diferentes. En la practica ha de elegirse la que simplifique los cédlculos.

(2) Si f:]a,b] x [c,d] — R es discontinua en un segmento {(z,y) :a < x < b,y = yo},
entonces ff fyo (z)dx no existe; sin embargo, existe la integral doble f(f fcd f(x,y)dxdy.
Esto sugiere que se extienda el teorema de Fubini para tener en cuenta las integrales
superior e inferior.

5.2. Teorema.

Sea f acotada en I = [a,b] X [c,d|. Entonces
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v) Si existe |, ; [, entonces las desigualdades anteriores son igualdades.
Ejemplos.
1 sizeQ
2y siz g Q.

(1) Sea f:]0,1] x [0,1] — R definida por f(z,y) = { Probar:

a) Existe fo (z,y)dy para todo t € [0,1] y
f (fo chdy>dx—t2 f0<f0 :cydy)dx—t

Deducir que existe fo (fo f(x,y)dy) dx.

b) Existe fol (T[l)f(x,y)dx> dy.

c) La funcién f no es integrable en el cuadrado [0, 1] x [0, 1].

(2) Sea A = {(i/p,j/p) € R%: pes primo,1 < i,j < p— 1}. Es facil probar que cada
recta horizontal o vertical corta a A como maximo en un nimero finito de puntos.
Sin embargo, A no tiene contenido cero porque es denso en @ = [0, 1] x [0, 1]. De

hecho A es un conjunto sin contenido (su frontera no tiene contenido cero).

1 si(z,y) €

Si definimos f : Q@ — R por f(z,y) = {0 size @)\ A,

entonces f no es inte-

grable en @ (la integral inferior vale cero y la integral superior vale 1). Sin em-
bargo, existen fol (fol x y)dy) dr = fo (fo x,y d:c) dy, pues f, y f, tienen

un numero finito de discontinuidades.
(3) Sea f: @ =[0,1] x [0,1] — R la funcién definida por
0 si x 6 y son irracionales
flzy) = {

1/n  siy esracional, z = m/n con m y n primos entre si y n > 0.

Entonces fo = fo (fo x,y dx) dy = 0 pero fo z,y)dy no existe si x es

racional.
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