Teorema de la funcién implicita

Nos planteamos en esta seccién el siguiente problema:
;Bajo qué condiciones una ecuacién del tipo F(@,7Z) =0, con @ € R™, 7 € R", tiene
alguna soluciéon 7 = g(7)?

Si dicha solucién existe y es tnica localmente, decimos que F define implicitamente a 2

en funcién de 7.

Un caso particular de este problema es el de la solucién de un sistema lineal

1)

E a;jz; = x5, 1 <1< n,
=1

el cual tiene solucién tnica cuando la matriz de los coeficientes tiene determinante no nulo
y, en este caso, la solucion viene dada por la regla de Cramer.

Si denotamos por 2 = (21,...,2,) Y @ = (21,...,2,) y definimos las funciones

la matriz (aij)1<i j<n es precisamente la matriz jacobiana de la funcién F' = (fi,..., fn)
con respecto a las variables (z1,...,2,) y, de lo anterior, deducimos que det JF # 0 es una
condicién suficiente para que el sistema defina de forma implicita a 2 como funcién de .
Esta condicion también sera esencial en el caso general.

Veamos otro ejemplo sencillo: la ecuacién z? + y? + z? = 1 representa la esfera cen-
trada en el origen y radio unidad. Al despejar z en la ecuacién, obtenemos dos posibles
soluciones, z = ++/1 — 2?2 —y? y z = —/1 — 2? — y?, que representan la semiesfera su-
perior y la semiesfera inferior, respectivamente, y definen dos funciones diferenciables,
pero tGnicamente si 2% + y? < 1. Esto significa que, en un entorno del punto (zo, yo, z0)
perteneciente a la esfera, si zg # 0, la ecuacién inicial define implicitamente una unica
funcién z = z(z,y) diferenciable pero, si zg = 0, la ecuacion no tiene solucién unica de la
forma z = z(z,y).

Enunciamos a continuacion el resultado general que proporciona las condiciones suficientes
para la existencia de una funcion definida en forma implicita.

Teorema de la funcién implicita. Sean F = (f1,..., f,) : R™™" — R" una funcién de
clase CY en un abierto D C R™™ y (78,28) € D un punto tal que

i) F(76,28) =0, y

.. a(flvvfn)

8f1/821 e 8f1/8zn
ZZ) 8(21,---7'2”) :

(38, %) # 0, donde Nfrs--s fn) _ :
O(z1,. -y 2n) :
0fn/0z1 ... Ofn/Ozn

entonces existe un entorno abierto U C R™ de T§, un entorno abierto V.C R"™ de z§ y
una unica funcion g : U — V tales que:



a) g€ CH(U),
b) 9(76) = %,
c) F(?,g(?)) =0,VZ eU.

Veamos en los distintos casos cémo se calculan las derivadas de una funcién definida en
forma implicita.

1.1. Caso de una variable independiente.

Si una ecuacién f(z,y) = 0, donde f es una funcién diferenciable de las variables z e y,
determina a y como funcién de z, la derivada de esta funciéon dada en forma implicita,
siempre que f,(z,y) # 0, puede hallarse por la férmula:

dy  filz,y)

de — fi(z,y)

(Las derivadas de orden superior pueden hallarse por derivacién sucesiva de la férmula
anterior. )

Ejemplo 1. En la férmula (22 4+ y?)* — 3(2* + y?) + 1 = 0, tenemos:

fole,y)
fy(z,y)
de donde dy/dx = —a/y.

=3(2? +y*)* - 22 — 3(2z) = 6z[(2* +y*)* — 1]
=3(2* +y*)* - 2y — 3(2y) = 6y((«* +y*)* — 1].

Para hallar la segunda derivada, derivamos con respecto a z la primera derivada que hemos
encontrado, teniendo en cuenta al hacerlo que y es funcién de x:

dy d ([ z\ _  y—ax(dy/dz) y-—a(-z/y)  y'+a2’

de?  dz y ) y? N y? N Y3
1.2. Caso de varias variables independientes.
Anélogamente, si la ecuacién F(zq,...,2,,2) = 0, donde F' es una funcién diferenciable
de las variables x1,...,z, y z, determina en forma implicita a z como funcion de las vari-
ables independientes x1,...,z,, en los puntos donde F(z1,...,2n,2) # 0, las derivadas

parciales de esta funcion dada en forma implicita pueden hallarse por las férmulas:

2__1741(:101,...,:10”,2) 0z __F;n(xl,...,xn,z)
0z Fl(z1,...,2n,2) Oz, Fl(z1,...,2n,2)

Ejemplo 2. La ecuacién z? —2y? 4+ 322 —yz+y = 0 representa una superficie en el espacio
3 . . ./ .7

R”. Si suponemos que dicha ecuacién define a z como funcién de z e y, z = f(z,y), sus

derivadas parciales se calculan como sigue:

Fl(z,y,2) = 2, Fy/(x,y,z) =4y —z+1, Fli(z,y,2) = 62 —y,
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de modo que
0z 2z 0z 1—4y — =z

0" Gy Oy 6oy

en los puntos donde 6z — y # 0.

1.3. Sistemas de funciones implicitas.

F(z,y,u,v) =0
G(z,y,u,v) =0

Si el sistema de dos ecuaciones { } determina u y v como funciones dife-

oF oF
renciables de las variables z e y y el determinante de la matriz jacobiana | 9% 8% ) es

du
no nulo, entonces las derivadas parciales de u = u(x,y), v = v(z,y) se obtienen por las
férmulas

a(F,G a(F,G
a_u _ 8(($,U)) Ov _ 8((u,x))
Or  9WFG) ' gy  OFG)
d(u,v) o(u,v)
a(F,G a(F,G
a_“ _ 6((y,v)) 6_1; _ a((u,y))
oy G MG
y d(u,v) 4 o(u,v)
oF,G or  or
(Utilizamos en estos casos la notacién a(( ’ )) = ‘ 4¢84, y de forma similar con el
u,v u o
resto de variables.)
ut+v=x+y

Ejemplo 3. Sabiendo que las ecuaciones { } determinan v y v como fun-

zu+yv =1
ciones de x e y, si definimos las funciones

F(z,y,u,v) =u+v—a—y
G(z,y,u,v) = zu + yv — 1,

las formulas anteriores dan los siguientes resultados: AF,G) = ‘ L1 ‘ =y —ux,
O(u,v) y
0(F,G) -1 0(F,G) -1 1
an>:‘ ‘:u+x’3@w)_ u y‘:‘y‘“
0(F,G) -1 1 0(F,G) -1
Oly.v) | v y‘:‘y B mmy>:‘ ‘:“+”

Por tanto,

ou y+u Ov u+ax

ou y+ v Ov v+




En la practica, en vez de utilizar las férmulas anteriores, podemos resolver directamente
el sistema formado por las derivadas parciales de las ecuaciones dadas, teniendo en cuenta
que u y v son funciones de x e y.

Asi pues, al derivar respecto a x, obtenemos:

o, o0,
Oz Oz
N 8u+ 81}_0
YT TV T
de donde
ou u+y Ov u+zx

8_x:—x+y " T —y

Anélogamente se procederia resolviendo el sistema formado por las derivadas parciales
respecto a y.

1.4. Funciones dadas en forma paramétrica.

Si la funcion diferenciable z de las variables z e y se expresa mediante sus ecuaciones
paramétricas

r=z(u,v), y=y(u,v), z=z(u,v)

oz Oz
y Oz, y) = |9 9v 10, la diferencial de esta funcién se deduce del sistema de ecua-
O(u,v) o=
clones
Ox Ox
dx—a—u-du—}—a—v-dv,
Iy 9y
dy =—=-d —=.d
O P + T
0z 0z
dz—a—u-du—}—a—v-dv
: : : : , 0z
Conociendo la diferencial dz = pdz + gdy, hallamos las derivadas parciales 9, PV
x
0z
oy ¢
Ejemplo 4. Sila funcién z de los argumentos z e y viene dada por las ecuaciones ¢ = u+wv,
0z 0z

y=u?+0v% z =1+ (u#v), hallar 9c 3y’

Primer método. Por diferenciacion, hallamos tres ecuaciones que relacionan entre si las

cinco variables:

dr = du + dv,
dy = 2udu + 2vdv,
dz = 3u*du + 3v*dv.
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De las primeras dos ecuaciones despejamos du y dv:

2udx — dy dy — 2udzx
du =, V= —-—
2(v —u) 2(v —u)

Sustituyendo en la tercera ecuacion estas expresiones, resulta:

2udr — dy dy — 2udzx 3
d — 2 27:— d — d
z u 200 ) + 3v 200 —u) Suv x—}—2(u—}—v) v,
de dondeg—;:—fiuv, g—;:;(u—}—v).

Seqgundo método. Calculamos las derivadas parciales respecto a = e y en las tres ecuaciones
ue definen z, teniendo en cuenta que u = u(x v =v(z,y). Tenemos asi:
que defi , teniend ta q 'Y),s y). T {
__ 0 0 _ 90 e
) 1=35+ 3 0= a_; + a_;
0=2ugt+205 1=2ufs+203

ox

9z _ a,2 du 2 dv
5y = 3u By + 3v 5y

Oz ou Jdv
(%) { by = 3u’ g3+ 307 5%

Al resolver los dos sistemas de (), obtenemos

ou v Ov u

Oz wv—u Or u-—v
ou 1 Ov 1

a_yZZ(u—v)7 dy 2(v —u)

Sustituyendo estas expresiones en la férmula (**), resulta:

0z

= = 3u? + 3v? = —Juv
Oz v—u u—v
0z 1 1 3(u+v)
— = 3u’ ——— + 30’ = :
Oy “ 2(u—v)+ v 2(v —u) 2
Tercer método. Definimos la funcién h(u,v) = f(x(u,v),y(u,v)) — z(u,v), donde z =

f(z,y) es la funcién determinada por las ecuaciones paramétricas. Entonces h(u,v) = 0
en los puntos donde estd definida dicha funcién y:

oh Oz dy 0z
R VIR A T v
Ooh Oz dy 0z
R P A T e

Resulta asi un sistema de dos ecuaciones que se resuelve aplicando la regla de Cramer.
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Teorema de la funcidén inversa

Es conocido que, en una variable, si g es una funcién derivable en un intervalo (a,b) y
g'(z) # 0, Vo € (a,b), entonces g es una funcién estrictamente mondtona y existe la
inversa ¢~ : g(a,b) — a cual es derivable en g(a su derivada viene dada por

inversa g~ : g(a,b) - R, la cual es derivable en g(a,b) y su derivada viene dada p

(671 (30) = g(l—) con yo = g(zo).

En el caso general, dado un sistema

Y1 = fl(.Il,...,.In)

Yn = fn(xlv"'vxn)v

se trata de encontrar las condiciones suficientes para que x1,...,, se puedan expresar en
funcién de yq, ..., yn, sin tener que resolver explicitamente el sistema.

La existencia de solucién se deduce del teorema de la funcion implicita aplicado a las
funciones
Fi(zi,. .. 20, Y1,y yn) =1 — fr(z1, ..., xy)

Fo(zi, o Tn, Y1,y Yn) = Yn — ful(T1, ... 20).
Como ya enunciamos en la seccion anterior, la solucién existe si el determinante de la matriz
o(F1,...,Fy) O(fiy.-oyfn) 20, Bste
O(x1,...,2n) O(x1,...,xy)

hecho corresponde al teorema de la funcién inversa.

Jacobiana es no nulo, es decir # 0, lo que equivale a

Teorema. Sea f: R" — R" una funcidn de clase C™Y) en un abierto D C R™. Si 5 € D
y det Jf(Z4) # 0, entonces existen

i) un entorno U de T34,
i) un entorno V de f(%),

wi) una dnica funcion g : V. — U de clase C) enV,

tales que g(f(?)) =7, VT eV.
Dicha funcion es, por definicion, la inversa local de f.

Para calcular la derivada de g, basta tener en cuenta que

JH(@) - Tg(F) = L, con T = F(),

de modo que
> i) Dif@) = {41
k=1

(sistema de n? ecuaciones cuyas incégnitas corresponden a los elementos de la matriz
jacobiana de g).



