DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR.

Dada f : R™ — R, cada una de las derivadas parciales es, a su vez, una funcion
Dif : R™ - R, (k = 1,...,m), definida en algin subconjunto de R™. Estas fun-

ciones se llaman derivadas parciales de primer orden de f. A su vez, para cada una

de ellas se pueden definir las correspondientes derivadas parciales, que llamaremos

derivadas parciales de segundo orden de f, y para las que usaremos indistintamente

cualquiera de las siguientes notaciones:
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Di(Dkf) = Dkif = m

En el caso particular de 7 = k, utilizamos la notaciéon analoga
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(Dk)zf =Dirf = 27]21: = fir, (k=1,...,m).

El proceso de derivacion puede repetirse de forma sucesiva y de este modo definir las

derivadas parciales de orden p de f como

orf
para cualquier permutacion de los indices i1,...,1, € {1,...,m}.

Un problema interesante es averiguar bajo qué condiciones existen y son iguales las
derivadas cruzadas (aquellas en donde sélo se cambia el orden de la permutacién). La
respuesta la proporciona el siguiente teorema de Schwarz.

Teorema (Igualdad de las derivadas parciales cruzadas.) Sea f : D C R™ — R,
donde D es un conjunto abierto. Si emisten las derivadas parciales de primer orden
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0f/0xy, Vk € {1,...,m}, en alguna bola B(%§,r) C D y existe

y es continua
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Diremos que una funcién es de clase C?) en un conjunto D C R™, denotado como

fe C(p)(D), cuando existen y son continuas todas las derivadas parciales de orden p de
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f en D. En particular, C'? es la clase de funciones continuas y C'(°°) representa la clase
de funciones con derivadas continuas de cualquier orden. Asi por ejemplo, una funcién
de clase CV) es diferenciable. Es facil también probar que C'(p)(D) C C(p_l)(D), Vp > 0.
Del teorema anterior, es evidente que, si f € C(Z)(D), entonces también se verifica
la igualdad de las derivadas parciales cruzadas.
Analogamente, se prueba que, si f € C(k)(D), son iguales todas las derivadas
cruzadas de orden k, es decir
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donde {i1,..., ik} C{L,...,m}y{p(1),...,p(k)} es cualquier permutacién del conjunto

de indices {i1,...,1%}.



