Cambio de variables en la integral multiple.

En este apartado vamos a generalizar la férmula

g(b) b
z)dr = -d'(t) d
/g(a) f(x) / Flot) - () dt

al caso de funciones de n variables. Como la regién de integracién ya no serd un simple
intervalo, necesitamos estudiar como se transforman regiones en R” mediante cambios
de variable.

En primer lugar, observaremos que las imagenes de conjuntos con contenido bajo fun-
ciones de clase C(M tienen tamafio comparable a los de los conjuntos originales.

Lema 1. Sea ) un abierto en R* y ¢ : Q — R” una funcién de clase C) en Q.
Sea A un conjunto acotado, con A C §2. Entonces existen un abierto acotado )y, con
AC O CQ CQ,yuna constante M > 0 tales que, si A C U?zllj, donde I; son

p
n-cubos cerrados de €2 con Zc(lj) < a, entonces p(A) C UL, Jk, donde Jj son
=1

n-cubos cerrados y Z c(Jr) <M -«
k=1

Demostracion. Definimos en primer lugar

1 i Q=R" _
0=19,, — S? ., Como A es compacto, 6 > 0.
sinf{lla —2z[:a € A,z €Q} siQ#R"

Sea ahora ; = {y € R" : |ly — a|| < 0, para algin a € A}. Asi, ; es abierto y
acotado. Ademds A C Q; y Oy C Q.

Como ¢ € CW(Q) y ; es compacto, existe My = sup{||Dp(z)| : 7 € 1} < oco.

St A C Ui, 1, entonces [|p(x) — @(y)|| < Mollz —yl|, Va,y € ;.

Si las aristas de I; miden 2r; y z es el centro de [;, Yy € [}, ||z — y|| < v/n-rj, de
donde ||p(x) —@(y)|| < /- M-, es decir p(;) esta contenido en un n-cubo de lado
2Myr;. Por lo tanto, p(A) C |J Jk, con Y c(Ji) < M - a. O

Como consecuencia inmediata tenemos el siguiente resultado.
Corolario 1. Sea ) un abierto en R™ y ¢ : Q — R™ una funcién de clase C") en €.
Sea A un conjunto acotado, con A C ). Si A tiene contenido cero, entonces ¢(A) tiene

contenido cero.

También podemos concluir facilmente que la imagen de un conjunto acotado de dimen-
sion menor a la del espacio tiene contenido cero.

Corolario 2. Sea Q un abierto en R" (r <n) y ¢ : Q — R" una funcién de clase cW
en €. Si A es un conjunto acotado, con A C €2, entonces 1(A) tiene contenido cero.
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Demostracion. Si llamamos €2y = 2 x R™™", entonces {2 es abierto en R".

Si definimos ¢ : Qo — R™ por p(z1,...,2,) = ¥(z1,...,2,), entonces p € CH ().
Sea ahora Ay = A x {0,...,0}. Entonces Ay C € y Ap tiene contenido cero en R”.
Entonces ¥(A) = ¢(Ap) tiene contenido cero en R™. O

Con este resultado sabemos que, si A es un conjunto con contenido y ¢ € CV)(Q), con
A C Q, entonces p(fr(A)) tiene contenido cero. Queremos también que fr(p(A)) tenga
contenido cero y estudiaremos a continuacion cuando ocurre.

Lema 2. Sea §) un abierto en R" y ¢ : 0 — R™ una funcién de clase CWenQ. Si A
es un conjunto con contenido, A C Q y J,(x) # 0, Vo € int(A), entonces ¢(A) tiene
contenido.

Demostracién. Como A es compacto y ¢ es continua, entonces gp(Z) es compacto, con
lo que ¢(A) es acotado.

Si probamos que frp(A) C ¢(fr(A)) v que ¢(fr(A)) tiene contenido cero, tendremos
que fr p(A) tiene contenido cero, lo que significa que ¢(A) tiene contenido.

Por una parte, como ¢(A) es compacto, fr(¢(A)) C p(A) = p(int(A)Ufr(A)). Asf pues,
siy € fr(p(A)), existe z € int(A) U fr(A) tal que y = p(z).

Si estuviera x en el interior de A, por hipdtesis J,(x) # 0, con lo que y = p(x) seria
un punto interior de p(int(A)) y también un punto interior de ¢(A), lo que contradice
la suposicion dada.

Obtenemos asi que fr(¢(A)) C ¢(fr(A)).

Por otra parte, como A tiene contenido, fr(A) C €2 es cerrado y tiene contenido cero,
de donde p(fr(A)) tiene contenido cero. O

Corolario. Sea ) un abierto en R" y ¢ : 2 — R" una funcion inyectiva y de clase
CW en Q. Si A tiene contenido, A C Q y J,(z) # 0, Va € int(A), entonces fr(¢(A)) =

p(fr(A)).

Demostracion. Basta probar que o(fr(A)) C fr(¢(A)). Para ello, sea x € fr(A). Existen
dos sucesiones (x,) C A, (y,) C Q\ A que convergen a z. Como ¢ es continua, las

sucesiones (¢(z,)) y (¢(yn)) convergen a p(z). Como ¢ es inyectiva, ¢(y,) € ¢(A), de
modo que ¢(z) € fr(¢p(A)). O

Transformaciones lineales.

Veremos a continuacién que conjuntos con contenido se transforman mediante aplica-
ciones lineales en conjuntos con contenido, y dicho contenido es un multiplo del original.
Ademas este multiplo es el valor absoluto del determinante de la aplicacion.

Teorema. Sea L : R™ — R™ una transformacion lineal. Si A C R™ es un conjunto con
contenido, entonces ¢(L(A)) = | det L| - ¢(A).



Demostracion. Si L es singular, det L = 0y laimagen R(L) # R™. Esto indica que R(L)
es la imagen de alguna aplicacién L' : R¥ — R™ con k < n. Por tanto, ¢(L(A)) = 0.
Si L no es singular, det L # 0. Como A tiene contenido, L(A) tiene contenido. Para
cada conjunto con contenido, definimos la aplicaciéon A(A) = ¢(L(A)). Dicha aplicacién
tiene las siguientes propiedades elementales:

i) A(A) >0, VA.

i) \(AUB) = AA)+\(B) si An B =10.

iii) Mz + A) = A(A), Vo € R™.

iv) Si A C B, entonces A\(A) < A(B).

Si llamamos Ky = [0,1)™ al n-cubo unidad y my = A(Ky), las propiedades anteriores
permiten probar que A(A) = my, - ¢(A), para todo conjunto acotado A C R™.

Por otra parte, si M es otra aplicacion lineal no singular, entonces

Mmpon - ¢(A) = c((Lo M)(A)) =c(L(M(A))) =mp-c(M(A)) =mpg - my - c(A).

Teniendo en cuenta que toda aplicacién lineal no singular es composicién (més o menos
iterada) de dos tipos especiales:

a) Li(xy,...xpy .o xn) = (1, .o, QX .o, Ty),
b) Lo(z1, ... T4y Tjy oo @) = (1,0, T+ T4, Ty Ty,
basta probar que mj; = |det L| en estos casos para que la propiedad sea cierta en el

caso general.
a) Sia >0, Li(Ky) =[0,1) x -+ x[0,c) X --- x [0,1), de donde av = ¢(L1(Kp)) =
mr, - C(K()) =mpr,-
Sia <0, Li(Ky) =1[0,1) x -+ x (a,0] x ---x[0,1), de donde —a = ¢(L1(Kyp)) =
my, - ¢(Ky) = my,.
De cualquier manera, || = my, = |det Ly|.
b) Sean Ay = {(x1,...,2,) € Ko @ x; < z;} vy Do = {(21,...,2,) € Ko :

z;}. De este modo, A; N Ay =0y Ko = Ay UAy. Ademds Ly(Ky) = Ay U
(0,0,...,1,0,...,0) + A, ).

Por tanto, ¢(La(Kp)) = ¢(Ag)+¢({(0,0,...,1,0,...,0)+A1}) = c¢(Ag)+c(Ay) =
¢(Ky), de donde mp, =1 = | det Ly|.

A%

]

Transformaciones no lineales.

Lema. Sea K C R"™ un n-cubo cerrado con centro el origen. Sea ) un abierto que
contiene a K. Sea 1) : Q0 — R” una funcién inyectiva y de clase CV) en €. Supongamos
que Jy(z) # 0,V € K y ||[¢(x) — x| < aflz||, Vo € K, donde 0 < o < 1/+/n. Entonces

(1—ayn)" < % < (14 avn)™



Demostracion. Como K tiene contenido, ¢ (K) tiene contenido. Ademds J(¢(K)) =
Y(OK).
Si los lados de K tienen longitud 2r y x € 0K, entonces r < ||z|| < r/n. Por hip6tesis,
deducimos que ||¥(z) — z|]| < «aflz| < a-r-/n. Por tanto, el conjunto ¥(9K) no
intersecta un cubo abierto C; de centro O y lados de longitud 2(1 — a/n) - r
Si llamamos A = int¢(K), B = ext¢(K), Ay B son abiertos, disjuntos, no vacios con
AUB =R"\ 0(¢(K)).
Como C; es conexo, C; C A6 C; C B. Pero O € C;N A, de donde C; C A C ¥(K).
Analogamente se prueba que, si C es el cubo cerrado de centro el origen y lados
2(1 4 an/n)r, entonces Y(K) C Cp.

[

Teorema. Sea (2 C R" abierto, p : @ — R", p € C(1)(Q), ¢ inyectiva, J,(x) # 0,
Vo € Q. Si A tiene contenido y A C €, dado ¢ € (0,1), existe v > 0 tal que, si K es
un n-cubo cerrado de centro x € A y lados de longitud menor que 27, entonces

c(p(K))

o) (1 =) < SR < V@) (14 o)

Demostracion. En primer lugar, construimos ¢ y €2; como en el lema 1. Como det Dp(z) =
J,(x) # 0, Va € Q, entonces existe L, = (Dy(x))~ !y ademds det L, = 1/J,(x), z € Q.
Como los elementos de la matriz L, son funciones continuas, por la compacidad de Q,
existe M > 0 tal que ||L,|| < M, Vz € Q.

Sea ¢ € (0, 1). Por la continuidad uniforme de D, en €, existe 3 € (0,0/2) tal que,

|21 — 22]| < B = [[Dp(1) — Dep()]| <

M\/_

Dado z € A, si ||z|| < B, es claro que = € Oy, x + z € Q. Ademés,
lo(z + 2) —p(x) = Dp(x)(2)|| < 2] - sup [[Dp(z +tz) — Do(z)]| < Izl
0<t<1 M\/_

Si definimos 9(z) = L.(p(z + 2) — ¢(x)), de esta desigualdad se deduce:

e- =l

[9(2) = 2]l = [ Le(o(z + 2) = () = LaDp(x)(2) || < [|Le]| - \/— =l < \/—

si||z]] < B.
Aplicamos el lema anterior con o = —=. Entonces, si K es un cubo cerrado con centro
O y contenido en la bola abierta de radio 3, entonces

c(¥(Ky))

L=< =y

<(1+4+e)™



Por la definicién de ¢, si K = x+ K7, K es un cubo cerrado de centro z 'y ¢(K) = ¢(K7).
Ademés

c(V(Ky)) = [det Ly| - c(p(x + K1) — o(x)) = - c(p(K)).

Si los lados de K tienen arista menor que 27 (v = 3/4/n), el teorema se cumple. [

Teorema del cambio de variable.

Sea @ C R™ abierto, p : Q@ — R", ¢ € CH(Q), ¢ inyectiva, J,(z) # 0, Vo € Q. Si A
tiene contenido, A C Q 'y f: ¢(A) — R es acotada y continua, entonces

L(A)sz(fow)-|Jw|-

Demostracion. Debido a la continuidad de los integrandos, ambas integrales existen.
. + _ —

Si hacemos f = fT — f=, con f+ = / Qm, = i 2|f|

integral, basta hacer la demostracién para funciones no negativas.

Definimos €2y como en el lema 1 y definimos también

, por la linealidad de la

M, = sup{|Dy@)l| - € O}

My = sup{f(y):y €p(A)}
M; = sup{|J,(z)|:z e A}

Sea € € (0,1), I un n-intervalo que contiene a Ay {K; : ¢ =1,..., M} una particién
de I en cuadrados con aristas de longitud menor que 27, con v definido como en el
teorema del jacobiano.

Sean {Kj,...,K,,} los cuadrados completamente contenidos en A, {K,41,...,K,}
los que tienen puntos dentro y fuera de A y {K,i1,..., Ky} los contenidos en el
complementario de A.

Como A tiene contenido, se pueden elegir de modo que

c(A) < ic(Ki) + ¢, i c(K;) <e.
i=1 i=m—+1

Sea B =Ky U---UK,,; como ¢(A\ B) =c(A) — ¢(B) < ¢, tenemos:

‘/A(f"@””‘]ﬂ —/B(fOsD)UA = '/A\B(fosO)IJ@I

< M;-My-c(A\B) < M;-Mj-¢.



Por el lema 1, ¢(p(A\ B)) < K - ¢, de donde

[ o f}:/ ﬂSMwa-
w(4) »(B) »(A\B)

Si z; es el centro de K; (i =1,...,m), por el teorema del jacobiano,

c(p(K;))
c(K;)

[Jo(wa)] - (1 —&)" < < [Jo(@)] - (1 +2)".

Como0<e<1,1-2"-e<(1—€")y(l+¢e") <1+42"-¢. Por tanto,
[c(p(BG)) = [Jp() - (K3)| < e(fG) - My - 2" - 2.

Por la continuidad de las funciones sobre el compacto B, podemos suponer que, dado
cualquier y; € K,

‘/B(fo D)ol =Y (f 0 @) (i)l Jpi)] - ()| < & - e(B).
i=1
Como ¢ es inyectiva, dos conjuntos de la familia {p(K;) : i =1,...,m} se intersectan

en ¢(K; N K;) que tiene contenido cero pues ¢(K; N K;) = 0.
Como ¢(K;) tiene contenido, f es integrable en ¢(K;). Entonces

/cp(B> I= il /soua) I

Como f es acotada y continua en ¢(K;), existe p; € ¢(K;) tal que
[ =)o), i
P(Kq)

Por ser ¢ inyectiva, existe un dnico y; € K; tal que ¢(y;) = p;. Entonces

/?ﬁz (f 0 @) (W) - clp(K).

i=1
Al ser (fop)(y;) > 0, resulta

m

Y (Fop)y) - clp(K) = > (Fo@)(y) - |(x:)] - e(K)

i=1 =1

M2y (0 0) (i) - e(])

=1

VAN

< MyMg2re»  o(K;) < MyMg2"c(Ae.

i=1



Combinando las ultimas desigualdades, obtenemos:

< - c(A)(1+ MyMp2m).

En definitiva,

<My-K-e+e-c(A) 1+ M;M2")+ My- My - =e¢.

Ejemplos.

1) //A f(z,y) dedy = /A/f(rcosﬁ,rsenﬁ)rdrdﬁ.

2) // Af(x,y,z) dxdydz = // . f(rcosd, rsend, z)rdrdidz.

3) /// f(z,y, 2) dedydz = /// f(pcosidsen o, psen v sen g, pcos p)p® sen @ dpdddyp.
// f(z+ 2y, 2z — 3y) dazdy—//(A) ?f w,v)rdudv, g(z,y) = (r+ 2y,2z — 3y).

Ejercicio.

(a) Probar que //R2 e~ ) dady = 7.

(b) Probar que /Oo e dr = /7.

(c) Probar que / e oI gy = 7772,

(d) Calcular / e dx y/ 22e " dx (t > 0).
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