CALCULO VECTORIAL

1.- Comprobar el teorema de Green en lus siguientes integrales:

a)

b)

c)

I= f(&v? — 8y%) dr + (4y — 6zy) dy,
T

SV y=vs , y=3"
dondeq/.{Q)a::O, y=0, z+y=1.

I=%(2$—y3)d$—$ydy.}

dond;fy: 224 y?=1, =z244%>=090.
I=%$y2d$—x2ydy,

donde ~: 27+ y? = a?.
I=f($+y)d$—($—y)dya

dond;fy . w?fa® +y? /bR = 1.

f=f($2—yz)dw+($2 —4)dy,

dond;q:ﬂy:?, rty=4,2—y=0, % —y*>=4.
I=%($2—2wy)dw—l—($2y—l—3)dy,

donde v 1 y? = 8z, v = 2.

/ seny dz + sen z dy,
AR
siendo AP el segmento que une los puntos A(0,7) y B(x,0).

% arctg y dy — dz,
OmAnO g

donde OmA es segmento de pardbola y = z?

que une log puntos O(0,0) y
A(1,1) y OnA es el segmento de recta y = =.

2.- Calcular fy2 dz + (= + y)2 dy, con v el tridngulo de vértices A(e,0), B(a,a) y

C(0,a), siendo a > 0. ;Se cumple la formula de Green?

3.- Cdleular | ydz —rdy donde o es la frontera del cuadrado [—1,1] x[—1,1] orien-

tada en sentido contrario al de las agujas del relo].
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4.-

Calecular, tanto directamente, como aplicando el teorema de Green,

%(my—l—w—l—y)dm — (zy + = — y)dy,
T

giendo T
a) lo elipse 22 /a® 4+ y*/b° = 1.

b) la circunferencia z? + y® = az.

Calcular /(23:3 —y*)dz + (#* + ¥*)dy donde o es el circulo unitario. Verificar

o
el teorema de Green en el cuaso en que o es la region anular deserita por a <

2?2 + 3% < b orientada como en la figura.

Usar el teorema de Green para caleular /(y2 + xg)d:t: + z'dy donde o es €l

perimetro de [0,1] x [0,1] en sentido positive.

Caleular T = / (e seny —my)dr + (e” cosy —m) dy, donde AmO es la semi-
AmO
circunferencia superior z2 4 y? = az recorrida desde A = (a,0) hasta O = (0,0).

Calcular la antegral 7 =% (6(y)e® —my)dz + (¢'(y)e® —m)dy , donde ¢ , ¢

AmB
son continuas y AmB es un trayecto arbitrario que une A = (z1,y1) con B =

(2,92), €l cual junto con el segmento AB encierra un recinto de drea 5. Elegir
el camino adecuado entre A = (z1,31) y B = (22,y2) (aunque sea mas largo) que

Jacilite la parametrzacion del trayecto.

Cdleular el drea de la elipse x2/a® + 2 /b = 1.
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10.-

11.-

12.-

13.-

14.-

Bajo las condiciones del teorema de Green, probar:

a) [BDPQdm—FPQdy:// {Q(g—i—%) +P(g—g _%)] dedy.

2
0 [, (@5 - Pac )i (Po - ag )t =2 [ (g, - @5, )i

.. .. . &*f  &f
Sea f una junecién armanica, es decir, ) 3—y2 = 0.
af af
Probar que ——dr — —dy = 0, donde D es una region a la que se aplica el

sp 9y g
teorema de Green.

Si C' es una curva cerrada que limita una regiom D a la que se puede aplicar el

teorema de Green, probar que A(D) =/ rdy = —/ ydz.
an an

Sea F'un campo vectorial y & una trayectoria cualquiera. S F y o' son perpen-

diculares a lo largo de la trayectoria, probar que / Fds =0.

a

Caleular, utilizando el teorema de Stokes,

a) I=f{(y+z)dw+(z+w)dy+(w+y)dz,

= asen”t
donde v: ¢ y = 2asentcost , 0<t<m

z=acos?t
D) I= fly—2)de+ (2~ 0)dy + (a — )=
donde Nr 22 +y? =a?, zjatz/h=1 ah >0, recorrida en sentido
antihorario, desde la parte positiva del eje X.
c) I'= }{zda:+xdy+ydz,
donderqf . 24ty =4, z=0, en sentido antihorario.
d) I= f(sﬁ +2%)de + (a® +2°) dy + (s° + ¢*) dz,
dond;'y: 2+’ +22=2Rr, 224+y’=2rz, 0<r <R, z> 0 recorrida

de forma que el recinto menor de la esfera quede a la izquierda (recorrido

en sentido untihm‘m'io) ;

e) I=%22d$—$dy—l—3ydz,
T

donde y: 1—z=22+¢y> , >0, y>0, z>0 recorrida en sentido

antithoraro.



15.-

16.-

17.-

18.-

i) ] (o? —gz)de + (4 — z2)dy + (2 — wy) ds,
AmB

donde A = (a,0,0), B =(g,0,h) alo largo de v = acost, y = asent,z = it

o
g) f ydz + zdy 4+ = dz,

ucio largo de la ewrva z° + ¢ + 2> = a®, 2+ y + 2z = 0 en sentido positivo.
h) / ( — ) do+ (22— 22) dy + (% — g?) dz,

sf«mdo C la frontera de la esfera dada por 22 +y° + 22 =1, z,9,2 >0, y los

planos coordenados orientada en sentrido positivo.
1) / v de + 2% dy + 2 dz,
c
siendo C la curva interseccién de las superficies 2 +y2 + 22 = o®, 224 4% =

ax, z > 0, e > 0.

) 67— e (- ) dy+ (- )
C
donde C es la curva wnterseccion de la superficie del cubo 0 € 2z < a, 0 <

y<a, 0<z<ay el pluno z +y+ z = 3a/2, recorrida en sentido positivo.

Hallar la circulacién del campo @ = (z — z)_z”} + (2 + yz)? — 3$y2_k> a lo largo
del circurto limatado por
z2=2—/22 + 4 2=0

aplicando el teorema de Stokes.

Hallar la circulacién del vector &@ = (2zz,z% —y, 22 — 7%) a lo largo del circuito
del primer octante limitado por la esfera unidad, el plano z = y y los planos
coordenados z = 0, y = 0, aplicando el teorema de Stokes.
Sean las superficies

S1={lz,y,2) 10" +y* =1, 0< 2 < 1},

S2= {(may:z) :372 +y2+(2_1)2 = 1: Z 21}:

y el campo vectorial F(z,y,2) = (2z+ 22y + =, 22 yz + y,2%2*). Caleular la integral
de superficie de rot F' a lo largo de la superficie formada por la union de S7 vy

S,.

Caleular /] rot F -7 dS, siendo ﬁ(m,y,z) = (zy, —y, —°y), donde § consta de
h

las tres caras no situadas en el plano XZ del tetraedro limitado por los tres
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planos coordenados y el planc 3z + ¥+ 3z = 6, y la normal # es la normal

wnitama exterior del tetroaedro.

19.- ;Cuanto se diferencian las integrales de superficie

flz// ($2+y2—|—22)d5', 1}:// ($2+y2—|—22)d5,
S1 SQ

giendo 57 la esfera de centro cero y radio @, y 52 el octaedro de ecuacion

|z| + |y| + |2| = @ inscrito en la esfera?

20.- El cilindro z° + 32 = z divide a la esfera unitaria en dos partes: §; la interior

al cillindro 4 52 la exterior a él. Caleular la razdén entre ambas dreas.

21.- Comprobar que el campo vectorial

F(z,y, z) = (yz(2z + y + z), zz(z + 2y + z), zy(z +y+ 22:))

es congervativo y caleular su campo potencial.

2 Iy

y+z’_\/(y+z)3’_\/(y+z)3)

es conservativo y hallar el trabajo que se realizard desde el punto (1,1,3) hasta

el (2,4,5).

22.- Comprobar que el campo vectorial a(z,y,z) = (\/

23.- Comprobar que los siguientes campos son conservativos y calcular /F - ds:
7
a) Fz,y) = (zy” + 32%y, (= +y)2*),
siendo v el tridngulo de vértices (1,1), (0,2), (3,0).

b) F(z,y) = (cos zy® — zy® sen zy?, —2z%y sen zy?),
siendo v : y(2) = (ef, '), —1 <1 <0.

c) F(z,9,2) = (z* — 3zy°,y° — 32y, 2),
donde v es la trayectoria que une (0,0,0) , (0,0,1) , (0,1,1) , (1,1,1).

24.- Caleular aplicando el teorema de Gauss, cuando sea posible:
2

;_//lll is,
Ty z
T

2 2
donde S es la cara exterior del ehpsomde — + 32 + z_2



23.-

26.-

27.-

28.-

= //(aa:, by,cz) - dS,
5

por la cara exteror de S, donde 5 es wna superficie cerrada que encierra

un cuerpo de volumen V.

) ;=//S(my,yz,zm). s,

por la cara exterior de 5, donde §:2® +y°+22=1 z,y,0>0,2=0 ,y=
0,z2=0.

d)I—//( Ly2, 2%) - dS,

donde § es la superficie exterior del cubo: 0 < z,y,z < a.

I—//yx—?y,z) ds,

por la cara exterior de 5, donde S: z2 42 =4 , 0<z<3.

Caleular el flujo del campo vectorial @ = 4$z_i>+$yz?+3z? a través de la cara
exterior de la superficie S definida por z2 + y? = 22, con 0 < z < 4, utilizando el

teorema de Gauss.

Hallar el flujo del campo @ = 227 + yQ? + 2F o través de la superficie z =
1—+/22 + 942, 0< z <1, bien directamente, bien aplicando el teorema de Goauss.

Calcular

/f 2 dydz + y* dedz + 2° drdy
el

donde S es la superficie exterior de wna pirdmide formada por los planos = +

vtz=a,z=0,y=0,z=0. ;5¢ cumple la formula de Gauss?
Comprobar el teorema de Gauss para el campo
F(z,y,2) = (z* + y)? + (¥° + 27)? +z

y el sélido dado por z2/4 4 y? /A +22/25< 1, 2 > 0.



