MATEMATICAS E INGENIO
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Una persona nunca esitan ingeniosa como inventando juegos.
Leibnitz (1646-1716)

Los|juegos de ingenio)son a'proposito para todas las estaciones y
en todaslas edades, pues-que instruyen a los jévenes, entretienen
a los adultos, convienen a los ricos’y no se hallan fuera del alcance
de las personasimedianamente acomodadas.

Ozanam (1640-1717)
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Grandes teorias matematicas han tenido como fundamento motivos recrea-
tivos o diferentes tipos de juegos. Podemos destacar, entre otros, los juegos
de azar que permitieron a Pierre de Fermat y Blaise Pascal la creacién
de la Teoria de la Probabilidad, teoria en la que se basaron las companias
de seguros en sus inicios a mediados del siglo XVIII, y los juegos de estra-
tegia iniciados a principios del presente siglo, que dieron lugar a la teoria
matematica de juegos,

Elsiguiente efecto de adivinacion tiene su base en un conocido hecho de las
matematicas:

Pide a un.espectador-que escriba en fila cinco nimeros de una
cifra, Pespués'escribes en secreto-el niumero aq +4as+6as3+4aq+
as (mod 9) y pides al espectador que escriba en la fila de abajo
los restos moédulo 9 -de-las sumas de>dos numeros consecutivos
de la fila anterior. Estd proceso se repite-de nuevo hasta que sélo
quede en el\extremo inferior-un nimero. Muestra el niimero que
habias escrito-al principio.y nota que-coincide con el obtenido
por el espectador.

La explicacién se encuentra‘en las propiedades del trigngulo aritmético, co-
nocido como el tridangulo de.Raseal por haber-publicado éste un tratado sobre
el tema, aunque tal disposicion fue.descubierta anteriormente por Tartaglia
(v mucho antes en China por Yang Hui).

1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Cada fila corresponde a los coeficientes del desarrollo de (a4 5)", es decir

. . . n
los niimeros combinatorios < I<:>7 k=1,...,n.

Muchos hechos notables se relacionan con dicha disposicién. Por ejemplo, la
suma de los elementos de la fila n-ésima es 2". Las diagonales principales
corresponden a los nimeros triangulares, tetraédricos, etc., y la suma de los
elementos de la diagonal secundaria da la sucesion de Fibonacci.

Haremos en esta exposicién un recorrido por algunos problemas de ma-
tematica recreativa que sido fuente de multitud de estudios y han consegui-
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do despertar la aficién por las matematicas de muchos jévenes en todo el
mundo.

1. PRINCIPIO DEL PALOMAR.

Teorema. En-cualquier-momento, siempre hay en Nueva York al menos
dos-personas con_el mismo nimero de cabellos.

Esta_afirmacién-es consecuencia directa del llamado principio del palomar
o principio.de Dirichlet, que<tiene-las siguientes formulaciones equivalen-
tes:

a) Si m palomas se colocan’ en.m palomares, uno de los palomares estd vacio
sty solo~st un palomarn estd ocupado por mds de una paloma.

b) Si n > m palomas se colocan-en m ‘palomares, hay al menos un palo-
mar que contiene mds de una paloma=Mds precisamente, habrd algin

L

palomar con al menos [L} + 1 palomas (donde el simbolo [x] re-
m

presenta la parte entera de x).

¢) Sea card (A) el nimero.de elementos de’un conjuntofinito A. Para dos
conjuntos finitos A y B,-existe-una correspondencia biungvoca f : A —
B si y sdlo si card (A) = card (B):

Volvamos a la comprobacion de la existencia de dos personas en Nueva York
con el mismo numero de cabellos.

Se puede estimar que el niimero maximo de eabellos ‘que. puede tener una
persona es de 150 cabellos por centimetro ‘cuadrado. Incluso suponiéndo
el caso patolégico de una persona de 2 metros de altura cubierta comple-
tamente de pelo, podria llegar a tener 7000000 de‘cabellos. (Si estimamnios
la poblacién de Nueva York en 9 millones de habitantes, basta-aplicar el
principio del palomar para demostrar la afirmacién inicial:

El principio tiene por supuesto aplicaciones mas serias quela indicada. Enun-
ciaremos algunas de ellas.

Ejemplo 1. Sea a un ntmero irracional. Existe una cantidad, infinita de
numeros racionales r = p/q tales que

la — 7| < ¢ 2.

Ejemplo 2. Consideremos un tablero de ajedrez en el que se quitan dos
esquinas diagonalmente opuestas. ;Es posible cubrir el tablero con fichas de
dominé, cada una de ellas del tamano de dos cuadros del tablero?



La respuesta es negativa; los dos cuadrados diagonalmente opuestos son del
mismo color. Al quitarlos, el nimero de cuadrados de un color excede en dos
al nimero de cuadrados del otro color. Sin embargo, cada ficha de dominé cu-
bre un cuadrado de cada color. Es decir, mediante las fichas se establece una
correspondencia biunivoca entre el conjunto de cuadrados blancos y el con-
junto de cuadrados negros. Al tener ambos conjuntos un nimero distinto de
elementos, por el pring¢ipio del palomar, no es posible una correspondencia
asi entre los-dos conjuntos.

Ejemplo 3. Seleccionemos un _conjunto de 55 enteros 1 < 1 < a9 < -+ <
r55 <100.:Independientemente de la seleccién, dos de ellos difieren en 9,
dos de ellos difieren en 10,\dos de ellos=difieren en 12 y dos de ellos difieren
en 13. Sorprendentemente; no puede haber ningtin par de ellos que difieran
en 11.

Sugerencia: dados 2n enteros'consecutivos; a+1,a+2, ..., a+2n, hay n pares
de ellos que difierencenn: (a+1,a+n+1), (a+2,a+n+2),...,(a+n,a+2n).
Por el principio del palomar, si se'seleccionan mas-de n nimeros del conjunto
anterior, habra dos de ellos que forman un par cuya diferencia es n.

Ejemplo 4. Dado un nimero impar n y cualquier permutacién p del con-
junto {1,...,n}, el producto

(I-p(1)2-p2))---- (n — p(n))

es necesariamente par.

Problemas variados.

1. Probar que, seleccionando cinco puntos cualesquiera-en el interior de
un tridngulo equilatero de lado 1, siempre existe un par de-ellos cuya
distancia es menor o igual a 0.5.

2. Se eligen cinco puntos entre los nodos de un reticulo)cuadrado: jPor
qué al menos el punto medio de la recta que une algin. par de/entre
los puntos dados es también un punto del reticulo?

3. Supongamos que cada punto del plano se colorea de rojo.o azul. Pro-
bar que se puede construir un rectangulo cuyos vértices son fodos del
mismo color.

4. Supongamos que f(z) es un polinomio con coeficientes enteros.) Si
f(x) = 2 tiene tres soluciones diferentes a,b,c € Z, probar que no
hay ningun entero para el que f(z) = 3.

5. Probar que existen dos potencias de 3 cuya diferencia es divisible por
1997.



10.

11.

12.

Probar que existe alguna potencia de 3 que termina en 001.

Dados 6 puntos en el interior de un circulo de radio 1, existe al menos
un par de ellos cuya distancia es menor o igual a 1.

Si se sientan 9 personas en una fila formada por 12 sillas, algin con-
junto formado por/3 sillas consecutivas estd ocupado por 3 personas.

Una persona tora-al-menos una aspirina al dia durante 30 dias. Si ha
tomado en-total 45 aspirinas, en alguna sucesiéon de dias consecutivos
ha tomado exactamente 14 aspirinas.

Un-grupo de teatro ha“dado 7 actuaciones durante una temporada.
Cinco-mujeres'del grupo actiian en 3 de las representaciones. Entonces
en alguna representacion actiian alimenos 3 mujeres.

Dados 6centeros cualesquiera del-’T-al 10, al menos dos de ellos tienen
suma impar.

Si una matriz14 x-14 formada por ceres y unos tiene 58 unos, alguna
submatriz de orden-2 x 2 esté formada por-todo unos.

Mucha informacién sobre‘este principio y sus aplicaciones puede encontrarse
en Internet y en textos basicos de Combinatoria.

2.

PROBLEMA DE LOS €CUATRO VIAJANTES.

Recibe este nombre el problema que planteamos.a continuacion:

Cuatro carreteras en un plano, las cuales se'suponen rectas; estan situadas
de modo que ningin par de ellas son paralelas y no hay-tres que pasen
por el mismo punto. A lo largo de cada carretera‘camina un viajante “V;
(i =1,2,3,4) a velocidad constante. Sus velocidades, sin-embargo, pueden
no ser las mismas. Se sabe que el viajante V| se encuéntra con los viajantes
Vo, Va y Vy; a su vez, el viajante Vo se encontré con Vs y Vi-y, por supuesto,
con V. Se trata de probar que V3 y V4 también se encontraron.




Soluciones.

1. Sea Tj; el tiempo en que se encuentran las personas V; y V;. Sin pérdida
de generalidad, supondremos que 772 = 0. El problema consiste en
probar la existencia de T34 (y obtener su valor). Denotemos por P;(t)
la posicién de la persona V; en el tiempo ¢, P;(t) = A; + tB;, donde
A; vy B; son vectores. Como ningun par de carreteras es paralela, los
vectores B;. son dinealmente independientes dos a dos. Si suponemos
ademas, lo-que no afecta el razonamiento, que las personas V; y V5 se
encuentran -en-el origen, tendremos que A; = Ay = 0. Del enunciado
sabemos qiie

Pi(T13) = P3(T13) (1)
Py (Tra) = Py(Tha) (2)
Py(To3) = —P3(Tos) (3)
Py(Toy) = Py(To1) (4)

De (1) y (3) podemeos resolver-As’y Bz entérminos de By y Ba. Anélo-
gamente, de (2) y (4); resolveremos A, y By en términos de By y Bs.

La ecuacién Ps(t) = Ry(t), escrita en términos de By y B, tiene solu-
cién tnica (recordemos.que’B; y Bo son linealmente independientes).
Esta es

_ Th3T23To4 + Ti3T14Tos — T13TiaTe3 = T14To3T04

T
T13T24 + T14T53

Por dltimo, necesitamos comprobar que 173054 ~ 114153 es distinto)de
cero.

En caso contrario, T13/T14 = T3 /T24, lo queimplica que los tridngulos
de vértices O, P3(T13), P3(Ta3) y O, Py(T14), Pi(Ths), respectivamente,
son semejantes, porque, si v; y vo representan‘las velocidades de las
personas V y Vs, la distancia d(O, Py (T}3)) es igual a v1713. Del'mismo
modo, d(O, P;(T14)) = v1T14, de donde

d(O, Pi(T3))/d(O, Py (T14)) = T13/T14.

Andlogamente, se calcula T3 /Toy.

Esto implica que las rectas recorridas por las personas V3 y ¥} son
paralelas, lo que contradice el enunciado.

2. La clave de la solucién estd en el concepto de velocidad uniforme.
Cuando un cuerpo viaja a velocidad constante, su gréafica es una linea
recta. Para representar la gréfica, se necesita una recta a lo largo de la
cual el cuerpo viaja y un eje del tiempo. Denotemos las cuatro rectas



por r1, T2, 3, r4 € identifiquemos los viajeros por sus nimeros 1, 2, 3, 4.
Pensemos el eje del tiempo como una recta perpendicular al plano que
forman las anteriores. Sean mi, meo, ms, my las rectas que indican el
movimiento de los viajantes. Decir que un punto P = (x, y, t) pertenece
a m,; equivale a:

a) el punto Q = (@,y) estd en r; y
b) el viajante i pasa a través del punto @ en el tiempo ¢.

De a) se sigue que la proyeccién de m; sobre el plano de las carreteras
eoincide con ;.

Comolos viajantes 1y 2 se encuentran, en el momento de su encuen-
tro estan colocades en el mismo punto del plano. Por b), m; y ma se
intersectan. Por tanto;-ambas rectas definen un mismo plano. Como
el nimero 3-se encuentra’ tanto con l.como con 2, mg intersecta a
m1 y meo. Por lo tanto, todes.ellos\estan en el mismo plano. El mis-
mo argumento-se aplica al nimero 4.“En-definitiva, las cuatro rectas
m; (i = 1,2,3,4) estén en elmismo plano.Por dltimo, las rectas ms
y my4 no pueden ser paralelas pues sus respectivas proyecciones sobre
el plano horizontal, 3 y-r4, se intersectan. El'hecho de que m3 y my
se intersectan quiere 'decir que los viajantes 3 y 4 tienen que estar en
el mismo punto del plano en algin momento, lo*que:significa que, en
efecto, se encuentran.

Observaciones.

1. Bajo las condiciones del problema; en todo momento los cuatro. via-
jantes se encuentran alineados.

Para comprobarlo, dibujar una recta que conecte los viajeros 14y-2-y
ver como varia a lo largo del tiempo. Debido:a.la posicion general de
los caminos de los viajantes y por ser constante su velocidad; vemos
que los viajeros 3 y 4 deben también estar sobre la“recta ya que los
viajantes 1 y 2 se encuentran con ellos. Esta posicion general indica
que los viajeros 3 y 4 también se encuentran pues latecta corta/a sus
trayectorias.

2. Si dos viajeros salen de un punto comtn a lo largo de lineas rectas,
viajando a velocidades constantes, las razones de las distancias re-
corridas en un tiempo dado es la razén de sus velocidades. Por tanto,
lineas trazadas para tiempos distintos uniendo sus posiciones, deben
ser paralelas (jno es el teorema de Tales?). Es bien sabido entre-los
marineros que si dos barcos viajan de modo que el angulo entre la tra-
yectoria de uno y la linea que une ambos barcos es constante, entonces
los dos barcos estan en via de colisién.



3. El problema puede generalizarse a un niimero arbitrario de carreteras,
N > 3, que lo hace todavia mas llamativo: suponer que los dos prime-
ros viajantes se encuentran, asi como se encuentran también el resto
de N —2 viajantes. Probar que todos los demas también se encuentran.

3. SUCESIONES DE RECURRENCIA.

Leonardo Fibenacci; nombrade en los escritos medievales y renacentistas
como Leonardo de Pisa, es conocido, mas que por su obra, por la serie
recurrentéentla que cada término es suma de los dos que le preceden:

1.1,2,3,5,8,13, ...

puesta por Leonardoien el margen del texto delrconocido problema de los
conejos del Liber abaci (publicado en 1202), que es més un juego que un
auténtico problema. L.os mateméticos/ modernos -han senalado importantes
propiedades de esta serie, la han bautizado como serie de Fibonacci y llaman
a sus elementos nimeros deFibonacci. Sin embargo; ¢l apellido Fibonacci
nunca lo tuvo en vida el matematico pisano. (fibonacci es una contraccién de
filius Bonacci, muy comun en‘la-formacién de los apellidos de las familias
toscanas).

Siag=0,a1 =1, a3 =1, as = 2, agg1-= an +an—1y.entonces se tiene la
férmula de Euler

9" — (L=9)"
\/g 5

donde ¢ = (1 +1/5)/2 es la razén durea, expresion que involucra niinieros
irracionales y que sin embargo da resultados enteros.

Ay =

De esta férmula se deducen las siguientes:
1. limy oo @pt1/an = ¢.
2. Upi1-Gpo1 — a2 = (=1)".

3. m.cd. (apt1,a,) = 1.

4. 0 gy ——— (n veces).

2 2
5. agnt1 = a; +ag .
6. ¢" = dan + an—1.
7. a1+ -+ an = apt2 — a9.

Un truco de célculo rdpido asociado a esta propiedad es el siguiente:


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Fibonacci.html

Pide que escriban dos niimeros cualesquiera. Con ellos
se forma una sucesion donde cada elemento sea la suma de
los dos anteriores. Se separan dos de ellos con una linea y,
casi inmediatamente, puedes dar la suma de todos los que
se encuentran antes de dicha Iinea.

8 a1+ ---+ayp=1W-ar.
Asociado.a esta propiedad se puede presentar otro truco:

Pide-a:alguien “que escriba dos niumeros arbitrarios; a
continuacion; que eseriba. los ocho siguientes términos de la
sucesion fermada de modo que cada término sea la suma de
los'dos anteriorées. Puedes dar la suma de los diez términos
utilizando la férmula anterior.

Los elementos de-la sucesién de Fibonacci-dan también la respuesta al si-
guiente problema: ;de cuantas maneras pueden colocarse en hilera un con-
junto de n personas-de modo que no haya des mujeres juntas?

Otro problema mas: ; Dé/cuantas formas distintas se puede subir una escalera
si desde cada posicién pueden subirse uno o dos escalones?

En el caso de 4 escalones, las distintas soluciones son:
1111 112121 2K 22.

Se observa que si el ultimo paso es de umrescaléonjel niimero de posibilidades
coincide con el ntimero total de formas de 'subir lasescalera con-un-escalén
menos; ademds, si el ultimo paso es de dos esealones, el niimero coincide con
el nimero de posibilidades de subir la escalera con, dos escalones menos, La
férmula que ilustra este hecho es pues a, = @n_1/+ a,_o. Esta situacién;
con enunciado mas serio, se aplica en problemas-de trayectorias\de rayos
luminosos (el niimero de trayectorias posibles al experimentar/n reflexiones
entre dos ldminas de vidrio es a,12).

Un problema no resuelto es el de averiguar si existen infinitos niimeros,/pri-
mos en la sucesion de Fibonacci.

Una revista especializada, Fibonacci Quarterly (fundada en 1963), est4 in-
tegramente dedicada a temas matematicos relacionados con las sucesiones de
Fibonacci y sus generalizaciones. Estos estan incluidos en lineas tan diversas
como la Teorfa de Probabilidad o el Algebra Lineal.

En la Naturaleza, el estudio de la Filotaxia (disposicién de hojas) ha mes-
trado la aparicién de la sucesion de Fibonacci. Las estructuras florales estan
formadas por dos sistemas de espirales logaritmicas: las que tienen sentido
horario y las de sentido antihorario. Usualmente, estos dos ntimeros son va-
lores consecutivos de la sucesiéon de Fibonacci. Por ejemplo, las semillas de



la flor del girasol tienen dos sistemas de espirales empezando desde el centro,
55 de ellas en sentido horario y 34 en sentido antihorario. También las pinas,
coliflores y algunos cactus presentan esta caracteristica.

La razon de este comportamiento estd en el modo de composiciéon de estas
estructuras: cada capullo que se abre separa otros a su alrededor. A medida
que se van formando nuevos capullos, al abrirse separan a los més recientes
con mis fuerza; mientrasque-los ya formados anteriormente son separados en
menor medida. Esto naturalmente produce esa disposicién en espiral.

FEn Eisica; hay <indicios que.relacionan la razén aurea y las sucesiones de
Fibonacei-eon la estructura déelos:atomos y con el espacio entre planetas del
sistema solar;

En programaeion de ordenadores, la'sucesion tiene aplicacion en clasificaciéon
de datos, recuperacion de informacioén; generacion de ntimeros aleatorios,
etc.

Estudiaremos a continuaecién otras sucesiones-interesantes. La siguiente esta re-
lacionada con el tridngulo-de Pasecal:

2 6 20 70 252

Por una parte, responde al\problema de encontrar el-ntimero de caminos
(sin dar pasos superfluos) mediante los que-se puede cruzar en diagonal
un conjunto de calles dispuestas en-—una estructura-cuadrada; como en la
figura:

Por otra parte, la sucesion corresponde a los elementos que estédn en la
vertical principal del triangulo de Pascal.

Es interesante el hecho de que si pensamos en distribuciones rectangulares,
es decir con distinto numero de filas que de columnas, el nimero de caminos
posibles para cruzar de una esquina a la diagonalmente opuesta coincide con
el resto de elementos del triangulo de Pascal.

Una gran base de datos que contiene multitud de sucesiones es la
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On-Line Encyclopedia of Integer Sequences y ha sido desarrollada por Neil
Sloane.

Hay que advertir que nunca puede definirse una sucesién por los primeros
términos, por muchos que sean. Por ejemplo, si queremos saber cudl es el
elemento que sigue en la,sucesién

1 2 3 4 . 37 38 39

una posible respuesta es 42 pues consiste en los valores de n para los que
n? ¥ F 41 es“primo. Otro ejemplo bien conocido es la sucesién de Leo

Moser
1 2 4 8 16

. 2 n n—1
que contintia con 31 y su término general es n + < 4> + 9 > , en vez de

2"y correspondé-alnimero maximo de pegiones en que queda dividido un
circulo uniendo n puntos de la gircunferencia.

Enunciamos a continuacion dos preblemas que invelicran sucesiones numéri-
cas definidas mediante relaciones de recurrencia cruzadas.

1. Se tienen dos depdsitos—de 6 litros-cada uno y se realiza el siguien-
te proceso: en cada paso, se echa la~mitad del contenido del primer
depdsito en el sequndo ¥, —a_continuacion;la mitad del)contenido del
sequndo en el primero. ;Cudl es-@ posicion limite que se-obtiene?

Respuesta: Si representamos por{a,} v {bn} al contenido de los
depdsitos primero y segundo, respectivamente, a’lo-largo delproceso,
entonces se tienen las relaciones

a1 = 6 b1 =)6
Ungl = 3an1—2bn bn+1 » an—szn

cuya solucién (aplicando propiedades de las sucesiones numéricas) es
lima, = 8§, limb,, = 4.

2. En dos lugares de un prado donde pasta un asno se colocan dos/mon-
tones iguales de alfalfa. El asno se dirige a uno de\ellos.y, cuando
ha recorrido la mitad de la distancia, se dirige hacia el otro monton,
repitiéndose el cambio de direccion cada vez que recorre la mitad de
la distancia que le separa del monton a donde se dirige. Probar.que el
asno nunca llega a comerse la alfalfa.

Respuesta: Para simplificar la notacién, supondremos que uno delos
montones se encuentra en el origen y el otro en un punto alejado una
unidad del origen y que el asno estd en la recta que une ambos puntos.
La sucesién {z,} que representa la distancia del asno al origen a lo

11
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largo del proceso se define por

x1=a, ac(0,1),
Ton = m271—1/27
Ton+1 = (1 + 220)/2.

La sucesion de los/términos pares tiene limite 1/3 y la de los impares
2/3, por le que la/sucesién completa no tiene limite.

4. "GRAFOS.

Para la mayoria de la genté/un grafo no és otra cosa que una representacion
de puntos (z,y) en un plano cartesiano.-De hecho, existe una amplia teoria
matematica de grafos que es/mucho mas gue una representacién de puntos y
que es extremadamente rica en ideas.y teoremas'elegantes. Més ain, se trata
de una herramienta-basica' en muchos\campos-de la ciencia y la tecnologia;
sus teoremas y métodos han sido aplicados conéxito en temas tan diversos
como teoria de la informacion, planificacién de la produccion, transportes,
programacién lineal, redes de-conexion;mecdnica estadistica y genética. Se
puede decir que el primer estudio\de grafosy realizado por-l.eonhard Euler,
es el fundamento de la teoria de la Topologia, de-inmensa importancia en la
matematica moderna.

Definiremos en términos sencillos un(grafo como. una coleccién-de puntos,
llamados vértices, y lineas que unentalgunos pares-de-puntos; llamadas
aristas. Si una arista une un vértice consigo'mismo, se llama bucle o lazo.
Las regiones en que las aristas dividen el plano (incluyendo la exterior) se
llaman caras del grafo. Un grafo es un esquema-de’una situaeion particular
con alto nivel de abstraccién, pero que ofrece informacién de tipo)intuitive
muy accesible. Esto es comun en la vida cotidiana dende)se utilizan-esquemas
para sintetizar un conjunto de observaciones: mapas de carreteras, de una
red ferroviaria, de un callejero, etc.

Algunos ejemplos sencillos de su aplicacién son los siguientes:

1. Puentes de Konigsberg. Ampliamente conocidos.

2. Circuitos impresos. En ellos se deben unir una serie de puntes con
otros de modo que ningin camino se cruce con los demas.
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3. Problemas de quimica orgéanica. Las moléculas quimicas son muy
apropiadas para representarlas en forma de grafos. Por ejemplo la enu-
meracion de los isémeros de un compuesto quimico se puede tratar
mediante la teoria de grafos. Asi, la molécula de etileno CyHy aparece
en forma de grafo como:

H H

H H

En cuanto se conocela disposiciéon de los atomos de carbono quedan
determinadas las moléculas de un hidrocarburo pues basta anadir los
atomos de hidrégeno hasta quetla valencia)de cada vértice de carbono
sea cuatro.

En el siguiente ejemplo, queremos completar la molécula del isobutano
que tiene la disposicién siguiente:

C
|

C
70N
C C

En este pequeno resumen no es posible describirgran parte del variado len-
guaje de la teoria de grafos, como tampoco-es—posible indicar.todas sus
aplicaciones. No obstante, habremos cumplido nuestro propoésito)si logra=
mos que sean familiares las ideas bésicas y la notacién y despertar entre
la audiencia el tremendo valor potencial en el estudio-de sistemas reales.
Por ejemplo, un problema de investigaciéon operativa consiste en programar
un proyecto complejo, en cuya resolucién se debe describir-€l conjunto de
actividades que lo integran en forma de grafo.

= Algunas definiciones:

a) Un grafo es simple si entre dos puntos distintos hay como méximo
una arista.

b) Un grafo es completo si cada vértice estd conectado a todos los
demas por una arista sin lazos.

¢) Un grafo es regular si todos sus vértices tienen el mismo orden
(misma valencia).
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d) Un grafo es conexo si cada par de vértices puede conectarse me-
diante algin camino (sucesién finita de aristas).

e) Un arbol es un grafo simple, conexo y sin lazos (aristas que empie-
zan y terminan en el mismo punto).

= Algunos resultados /interesantes:

1. En-un arbol;-elntimero de vértices es siempre igual al niimero de
aristas’mas uno, V"= A + 1.

2 Todo grafoiconexo puede reducirse a un arbol suprimiendo un
numero.mimimo de‘caminoes (llamado nimero de Betti del grafo)
sin eliminar ningun vértice. Es evidente que B=1+ A - V.

Los grafos de tipo arbol tienen interesantes aplicaciones, a la vez
que-se presentan en diversas-disposiciones de la naturaleza. Las
moléculasiquimicas del tipo ), Hopgo se representan mediante
arboles con"3n + 2 vértices y 3n + 1)aristas. En la planificacion
de carreteras, semaforos, conduccién de agua, etc., es importante
que los grafos(que.representan el problema sean conexos, y a veces
que tengan disposicién de arbol.

3. La férmula de Euler que relaciond/las aristas, vértices y caras de
un poliedro simple-se generaliza @ grafos conexos. Incluso es mas
general, pues se puedé probar, que

C+V —A=1+ numereo de componentes conexas.

5. PROBLEMA DE LOS TRES ENVASES.

El problema, en su versién original, es bien conocido:

Se dispone de tres envases A, B y C', con capacidad. para 8,
5 y 3 litros, respectivamente. El recipiente de 8 litros(esta Ileno
de vino y queremos dividir el contenido en dos partes-iguales.
, Qué método se debe seguir si los envases no tienen marcas que
indiquen capacidades intermedias?

Es facil, con un poco de paciencia, dar una solucién al problema. La méas
corta que conocemos es la siguiente (donde representamos por (a, b, ¢) la‘can-
tidad de vino que hay en los recipientes A, B y C, respectivamente):

(8,0,0) — (3,5,0) — (3,2,3) — (6,2,0)



Sin embargo, hay otras cuestiones de relativo interés para un matematico con
respecto a este problema. Por ejemplo, en la solucién dada aparecen todos
los valores entre 0 y 8 excepto el 7. ;Es posible encontrar alguna soluciéon
donde se consiga también este valor? ;Es posible resolver el problema con
recipientes de 3, 8 y 11 litros para conseguir 9 litros en uno de ellos?

Después de varios intentos con distintos valores, podemos llegar a formular
una hipdtesis-sobre valores-admisibles y dar demostraciones de para tales for-
mulaciones. Asipues, si denetamos por a, b, ¢ las capacidades de los envases
y d.el valor final,sepuede probar lo siguiente:

Sia =1y1+4b > c/2,-entonces el problema tiene solucién para cualquier
valor d tal-que 1 < d°'< c.

Un enunciado-que generaliza el problema original es el siguiente:

Si ¢ es multiplo de4, a = ¢/2—1,b = ¢/2+1%d = ¢/2, entonces el problema
tiene solucion. (La exigencia de/que.c sea multiplo de 4 hace que a y b sean
impares sin factores comunes.)

A pesar de ser un teoremande existencia, qué-no proporciona la solucién,
la demostracién serd constructiva y dara una indicacién sobre la forma de
resolverlo.

Paso 1. Basta conseguir (0,1,¢=1) pues, dlenando el primer recipiente, se
llega a (a,1,c—a — 1)y, por hipétesis, ¢ —a=1=c¢/2 =d.

Paso 2. La ecuacion diofantica
aX —bY=1
tiene como solucién X =c/4deY =c¢/4 — 1.
Paso 3. Realizamos la siguiente secuencia:
(0,0,¢) — (a,0,c—a)— (0,a,c—a)
— (a,a,c—2a) — (a— (b—a),b,c —2a) - (2a = b,0,c =20+ b)
(el dltimo paso s6lo se realiza cuando el segundo recipiente esta lleno).

Haciendo esta secuencia X veces, llegamos a la situacion
(aX —bY,0,c— (aX —bY)),
es decir (1,0,¢ — 1), a la que se aplica el paso 1.

Se observa que la clave esta en que la ecuaciéon a X — bY =1 tiene solucién
cuando a y b son primos entre si.

Solucién mediante grafos. Cualquier situacion intermedia de los reci-
pientes puede representarse mediante un par (b, c), donde b representa la
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cantidad de liquido en el recipiente B y ¢ la que hay en el recipiente C.
Como la posicién inicial es (0,0) y la final (4,0), si representamos un grafo
cuyos nodos lo forman los elementos del conjunto

BxC={(bec):0<b<5, 0<c<3},

unidos por lineas indicando que se puede pasar de uno a otro de los vértices
mediante un-movimiento-valido de los recipientes, cualquier camino que una
la/posicion inicial’con la final serd una respuesta valida al problema.

En el diagrama se indica solamente.una solucién al problema original.
.

{ iy

Problemas relacionados:

1. Se desea cocer un huevo durante exactamente 15 minutos pero se dis-
pone solamente de un reloj de-arena de 7 minutos y-de otro de 11
minutos.

2. Mas dificil es cronometrar 9 minutes con un reloj=de 7 ¥ otronde 4
minutos.

3. Se dispone de tres clases de té: de Ceilan,a b pesos lalibra; de India;-a
8 pesos la libra; y de China, a 12 pesos la libra. ;En qué proporciones
hay que mezclarlos para obtener un té al precio de 6 pesos la libra?

Este problema no tiene solucién tnica. Para verlo; observemeos-que,
tomando x libras del té de Ceilan, y libras del de India y z libras’ del
de China, debe verificarse que

Sr+8y+ 12z
rT+y+z N

es decir x = 2y + 6z, ecuacion lineal cuya minima solucién entera es
r=8y=1yz=1.
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6. TORRE DE HANOI

El puzzle llamado la torre de Hanoi fue inventado por el matematico francés
Edouard Lucas en 1883 y se basa en el antiguo ritual de la torre de Brah-
ma.

La leyenda dice que-la torre de Brahma en Benarés tiene un poste con 64
discos dorados colocados en orden:decreciente de tamano. Estos discos deben
moverse, uno por uno, por los monjes del templo a otro poste, con la ayuda de
un tercer poste, de modo que‘nunca un_disco de mayortamaio esté colocado
sobre otro de menor tamaiio\(Se decia que'en/el momento en que se lograra
la trasposicién, el templo se'derrumbaria y/la tierra desapareceria.

Asi pues, el juego consiste en una torre formada por ocho diseos.insertados
en una varilla y colocados en forma de pirdmide {cada disco es de mayor ta-
marno que su inmediato superior). El objetivo es transferir la torre eompleta
a otra varilla, utilizando una tercera varilla auxiliar, moviendo sélo un disco
cada vez y nunca colocando uno mas grande sobre otro més\ pequeno. Este
puzzle es bien conocido entre los estudiantes'de computacién porque apare-
ce en practicamente todo texto introductorio sobre estructuras de datos o
algoritmos. Su solucién involucra dos importantes. tépicos, como son:

= Funciones recursivas y apilamientos.

s Relaciones de recurrencia.

Solucién recursiva. Indicaremos las tres varillas con los simbolos F (fuen-
te), A (auxiliar) y D (destino). Para entender y apreciar mejorla siguiente
solucion debes tratar de resolver el puzzle para un pequeno nimero de\dis-
cos, digamos 2, 3 y quiza 4. Al resolver el problema, antes o después el disco
inferior tendra que moverse de F a D. En este momento, el resto de los discos
estan apilados en orden descendente de tamanos en A. En este momento, el
problema se repite con un disco menos, pasando F a ser la varilla auxiliar y
A la varilla fuente. De este modo, dado un ntimero N de discos, el problema
estard resuelto si sabemos como realizar las siguientes tareas:
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(1) Mover los N — 1 discos superiores de F a A (usando D como varilla
auxiliar).

(2) Mover los discos inferiores de F a D.

(3) Mover N — 1 discos de A a D (usando F como varilla auxiliar).
Definimos para ello una funcién “Resolver” con 4 argumentos N, F, A, D y
construimos el siguiente-algoritmo:

Resolver (N, F, A, D)
Si N-=0, salir;
Si no,
Resolver (N — 1, F, D, A)
Mover de F a D
Resolver (N =1, A, F, D).
Este proceso sirve como definicién dela funeién ‘Resolver”. Esta funcién es

recursiva puesto que<se define por si misma con-valores decrecientes de NV
hasta un valor limite (en nuestro caso N = 0).

Relaciones de recurrencia. Sea Ty el nimero de movimientos necesarios
para resolver el puzzle con N=discos. Es facil comprobar que Ty = 1, T =
3, T5=TyTy=15.

Trataremos de deducir una férmula general. La Solucién recursiva anterior
involucra mover dos veces N — 1 discos _de una varilla-a otra-y-hacer un
movimiento adicional en medio. Resulta entonces:

Tn <Tn_1+1+Thq.

La desigualdad sugiere que es posible mover N discos'con menor ntimero de
movimientos que 27_1+1. Este no es el caso aqui. En_efeeto, en ebmomento
en que tengamos que mover el disco inferior, N — 1 discos han tenido /que
moverse de F' a A en Ty_1 movimientos. Este tltimo disco se‘movera de F a
D en un tinico movimiento. A continuacién, se necesitan exactamente T _1
movimientos para trasladar las N — 1 piezas de A a D.

La férmula de recurrencia es pues:
To=0, Ty =2TNy_1 + 1.
Si definimos Sy = T +1, entonces Sy = 1, Sy = Ty +1 = 25y_1, féormula

que puede resolverse exactamente, dando como solucién Sy = 2V. De este
modo, Ty = 2¥ — 1, para N > 0.
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Relaciones de recurrencia de este tipo aparecen en gran variedad de proble-
mas de matematicas y en sus aplicaciones.

Observaciones. Si se mueve un disco por segundo y hay 64 discos, se ne-
cesitan 585 billones de anos para completar el desafio de la torre de Brah-
ma.

Observemos también que la férmula Ty = 2V — 1 corresponde al nimero
de 'subconjuntos de un conjunto con N elementos (sin el vacio), y también
allnimero de permutaciones con los digitos 0 y 1 (sin el cero), por lo que
puede_darse una-solucion al.problema asociando un nimero en base dos a
cada paso-de la solucién:

Solucién mediante grafos. Se puede asociar un grafo al problema de la si-
guiente forma: numeramoslas barras1,2 y 3 y denotamos por (ai, ag, ..., an)
a un punto donde aq es la posiciéon del-disco mas pequeno, as la posiciéon
del segundo disco més pequeno, y asi sucesivamente, a, indica la posicién
del disco mas grande./De este modo, 1 < a; < 3 y unimos los puntos de este
conjunto por lineas si-se puede pasar de uno a otro mediante un movimiento
admisible. Por ejemplo, €l grafo correspondiente a una sola barra es:

{01

2} (3

El correspondiente a dos barras es:
(1.1}

11,21 (1.3)

El correspondiente a tres barras es:
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{1,001}

{3351y

W3 041,21
A )

23, 2%
{1, %, 2} 1 13, 2.3

LA X} 11,3,3)

{3.2.2) % o ] (23} (3.,31.%)
(3.1,%0 Wl {2,3.%)

Como se observa, cada'\uno\de los grafos consiste en tres copias del grafo
correspondiente al caso anterior conectados por una linea simple, lo cual
es consecuencia de la solucion recursiva que hemos indicade anteriormente.
Esta disposicién permite mostrarla relacién entre-este grafo y el tridngulo de
Pascal. Para ello, escribimos los elementos del'triangulo de Pascal.en base dos
y unimos todos los nodos adyacentes que valgan uno'(es decir los nimeros
combinatorios impares). Resulta asi la configuracion reeién dibujada y nos
lleva también a plantear el problema resuelto en el siglo-pasado per K. Lucas
que pregunta cuando el nimero combinatorio C'(n, m) es impar.

Comentaremos por ultimo que hay una interesante relacién entre la solucién
de la torre de Hanoi y un sistema de coédigos utilizado en senales codificadas
que consisten en una sucesién de ceros y unos de una longitud fija_ de-modo
que cada elemento se diferencia del anterior en un solo-bit. Este sistema,
llamado hoy en dia BRGC (binary reflected Gray code), fue disenado por
Frank Gray en 1940, para evitar el efecto de los errores-que se cometian
al emitir sefiales en sistemas electrénicos de comunicacién.

Hoy en dia, aplicaciones del BRGC aparecen con mucha frecuencia, princi-
palmente en la exactitud de los dispositivos que convierten escalas analdgicas
en digitales (odémetros de los vehiculos, simulaciones en tineles de viento
para los aviones, etc.).
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7. COMBINATORIA.

Después de realizar una encuesta sobre un cierto articulo, un estadistico
informé lo siguiente:

15 personas preferian la marca A; 18 la marca B; 12 la marca
C; 8 personas las/marcas A 'y B; 6 las marcas A y C; 7T la B y
C; a dos les agradaban las tres marcas y a dos no les gustaba
ninguna de-ellas.

Cuando-el estadistico afirmé queentrevisté a 30 personas, fue despedido.
Por qué?

Problemas de este tipo se basan“en las {6rmulas para contar el.ntimero de
elementos de un conjunto que es uniéon de otros:Para tres conjuntos, la
férmula es la siguiente:

card (AUBUC) = card (A) + card (B) Fcard (C)
—card (AN B) — card (AN C)=card (BN Q)
+card (ANBNC).

El siguiente problema de combinatoria también es de utilidad en _muchas
situaciones précticas.

. De cuantas formas se pueden unir n ciudades de’modo que
se forme un circuito cerrado sin pasar dos veces por-el-mismo
sitio?

Gréaficamente, las soluciones para valores pequenios de n son sencillas:
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Para saber el nimero de soluciones en el'caso general, basta observar.que
hay n! posibles permutaciones de las n ciudades. Ror cada, una de ellas /hay
n posibles movimientos circulares (que no alteran el cireuito),.con 1o’ que
quedan (n — 1)! permutaciones circulares. Como el circuito-es elimismo al
ser recorrido en orden inverso, se debe dividir por'dos,lo que da el resultado
final de (n — 1)!/2 posibles caminos.

Si se desea dar una lista de todos ellos, podemos aplicar el siguiente méto-
do:

= Numeramos las n ciudades con los n primeros ntimeros-naturales.

s Colocamos el 1 en primer lugar (lo que evita permutaciones eirculares
equivalentes).

= Colocamos en segundo lugar un nimero menor que el que ocupal el
ultimo lugar (evitando asi posibles inversiones).

= El resto de posiciones consiste en todas las permutaciones de los n — 3
elementos restantes.
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8. LA REVANCHA DE ARQUIMEDES.

Hace dos mil anos, Arquimedes de Siracusa planteé un problema (publicado
en “The Sandreckoner”) a Apolonio de Perga que se hizo famoso hasta
nuestros dias.

El problema se basa en/ciertos trabajos que hizo Pitdgoras 600 afios a.C. Los
pitagdéricosarepresentaban frecuentemente los nimeros como puntos forman-
do patrones especificos; asi;-por. ejemplo, los nimeros 3, 6 y 10 se llaman
triangulares, porque sus puntos forman triangulos. Del mismo modo, los
numeros 4, 9, 16 son>cuadradosial formar figuras cuadradas. Similarmente
6, 15 y 28 son hexagonales.y asi/sucesivamente.

A&A
R eE NEE
Q@@
D@@
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Matematicamente, cada clase de nimeros es una suma parcial. Los triangu-
lares se generan sumando enteros positivos consecutivos. Por ejemplo,

= 1+2,
= 14+2+3,
10 = 1+2+3+4.

Los-ntimeros cuadrados surgen:de la suma de nimeros enteros impares po-
sitivos ‘consecutivos:

Ay 3,
9 = 1 3y+5,
16°= T43+5+7.

El problema de Arquimedes, al quellamaremos problema del ganado, esta re-
lacionado con los nimeros-triangulares y cuadrados. Dice lo siguiente:

Calcula, joh amigo!l, los bueyes del sol, dandole a tu mente
entretenimiento, si-tienes parte de la sabiduria. Calcula el nume-
ro que alguna vez pasto/enla isla siciliana de Trinacria y estaban
divididos de acuerdo a. su color en cuatro manadas,-una blanca,
una negra, una amarilla y otra>moteada.~Los toros eran’mayoria
en cada una de ellas. Ademds:

toros blancos = toros amarillos + (1/2 41/3) toros negros,
toros negros =  toros amarillos +4-(1/4 + (1/5) toros moteados,
toros moteados = toros amarillos\ + (1/6 + 1/7).toros blancos,

vacas blancas = (1/3 4 1/4) manada negra,

1/4 +1/5) manada moteada,
1/5+ 1/6) manada amarilla,
)

1/6 + 1/7) manada blanca.

vacas negras =
vacas moteadas =

vacas amarillas =

o~ o~ o~ o~

Si ti, joh amigo!, puedes dar el nimero de toros(y vacas en
cada manada, ti eres ni sabio ni torpe con los numeros, pero aun
no puede contdrsete entre los sabios. Considera sin embargo las
stquientes relaciones entre los toros del sol:

toros blancos + toros negros = numero cuadrado,

toros moteados + toros amarillos = numero triangular.

Cuando hayas entonces calculado los totales de la manada,
joh amigo!, ve como conquistador, y descansa sequro, que te has
probado hdbil en la ciencia de los nimeros.
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Desde muy pronto los matematicos reconocieron que la manada mas pequeiia
que cumple las siete primeras condiciones contiene 50.389.082 animales. Las
dos tultimas condiciones hacen el problema mucho més dificil. En 1880, Nel-
son (investigador alemén) probé que la respuesta contiene 206.545 cifras,
empezando por 7766. En 1965, un grupo canadiense encontré la primera
solucién completa con ayuda de un ordenador.

Este problema ha servido-para poner a prueba superordenadores, como el
CRAY-1 de unlaboratorio-de:California. La ventaja de este tipo de pro-
blemases. que las-seluciones pueden comprobarse facilmente sustituyendo
directamente en las ecuaciones:

CONCLUSION.

Se consideran-como ciencias exactas-a-la astronomia, la fisica y las ma-
teméticas. Aunque tal vez los descubrimientos.no utilizan el mismo rigor
l6gico en las tres."En el libro “Conceptos de matemdtica moderna” de Ian
Stewart, publicado per-Alianza Editorial, se-cuenta una anécdota sobre el
tema.

Un astronomo, un‘fisico y un matemaético estan de vacaciones
en Escocia. Viajando'en tren observan, al mirar por la-ventanilla,
una oveja negra que se-encuentra en medio-del campo.

Comenta el astrénomo:=—*Qué-interesante!, todas las ovejas
escocesas son negras.”

El fisico responde diciendo: {Nojno! jAlgunas-ovejas escoce-
sas son negras!”

El matematico, perplejo y ligeraménte enfadado, replicé: ““En
Escocia existe al menos un campo, que:contiene al meénos una
oveja, uno de cuyos lados, al menos, es negro.”
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