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Introducci¶on

Una acci¶on diferenciable de R sobre una variedad diferenciable M de¯ne una fo-
liaci¶on F , y estamos interesados en estudiar la relaci¶on entre la cohomolog¶³a deM y
la del espacio de ¶orbitasM=F (o cohomolog¶³a b¶asica). Este espacio de ¶orbitas puede
ser algo muy patol¶ogico, as¶³ que nos limitaremos a las acciones riemannianas (las
que inducen foliaciones riemannianas), donde la cohomolog¶³a b¶asica ha demostrado
ser un invariante adaptado y rico.

Cuando esta acci¶on es peri¶odica, tenemos de hecho una acci¶on diferenciable de
S1. Llamemos ¼ : M ! B a la proyecci¶on sobre el espacio de ¶orbitas y F a la
variedad de los puntos ¯jos por la acci¶on. En este caso, la relaci¶on cohomol¶ogica
viene dada por la sucesi¶on de Gysin:

: : : ¡! Hp(B)
¼¤¡¡¡¡!Hp(M)

H
¡¡¡¡!Hp¡1(B;F )

"¡¡¡¡!Hp+1(B) ¡! : : : ;

donde
H

es la integraci¶on a lo largo de las ¯bras y ", salvo signo, la multiplicaci¶on
por la clase de Euler. Este resultado se encuentra t¶³picamente en el marco de la
Topolog¶³a Algebraica (ver, por ejemplo, [GHV], [BoTu] o [Die]), pero a nosotros
nos interesa recuperarlo usando formas diferenciales, \a la de Rham". Este enfoque
desde la Geometr¶³a Diferencial nos resultar¶a m¶as adecuado a la hora de extender la
sucesi¶on de Gysin a las acciones riemannianas.

Nuestro marco de trabajo va a ser una acci¶on diferenciable de S1 sobre una
variedad M . Construiremos la sucesi¶on de Gysin en los casos en que la acci¶on sea
libre y semilibre (es decir, libre fuera de los puntos ¯jos).

Aunque parezca que nos hemos delimitado en exceso al abordar s¶olo el caso
semilibre, se puede comprobar que los resultados son formalmente los mismos para
una acci¶on gen¶erica. La prueba del caso general supone una complicaci¶on t¶ecnica,
al pasar de la presencia de dos estratos del caso semilibre (los puntos ¯jos y los
\m¶oviles") a la aparici¶on de uno de ellos por cada grupo de isotrop¶³a. El esfuerzo
t¶ecnico a realizar es excesivo, y el inter¶es conceptual no es mayor que en el caso
semilibre, ya que cuando nos extendamos a ciertas acciones de R, trabajaremos con
formas de M en lugar de con formas en los diferentes estratos de B. De hecho, no
podremos contar con B en ese caso (puede ser totalmente disconexo, por ejemplo).
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iv Introducci¶on

El material de esta Memoria est¶a organizado como sigue: en el primer cap¶³tulo
trataremos algunos t¶opicos de Topolog¶³a Algebraica y Geometr¶³a Diferencial. Al-
gunos ser¶an meras presentaciones de resultados y de¯niciones que usaremos, y otros
ser¶an tratados en profundidad, como el Teorema de de Rham, ya que nos interesa
comprender bien su demostraci¶on para adaptarla en otros casos.

En los cap¶³tulos segundo y tercero construimos la sucesi¶on de Gysin en los casos
libre y semilibre, respectivamente. Resultar¶a fundamental entender c¶omo funciona la
geometr¶³a de la acci¶on, dando una descripci¶on local adecuada. En el caso semilibre,
el espacio de ¶orbitas no tiene por qu¶e ser una variedad, sino que es una variedad
singular. Esto lo solventaremos t¶ecnicamente con las formas de Verona y la explosi¶on
de JÄanich.

En el cap¶³tulo de aplicaciones, derivamos algunas sucesiones m¶as \tipo Gysin",
obtenemos una relaci¶on entre los n¶umeros de Betti de M y de F , e ilustramos esta
teor¶³a con algunos c¶alculos en ejemplos de acciones concretas de S1 sobre CPn.



Cap¶³tulo 1

Preliminares de Topolog¶³a y
Geometr¶³a

1.1 El Teorema de de Rham

La cohomolog¶³a singular es un invariante fundamental de cualquier espacio topol¶ogico
M . Se de¯ne como la homolog¶³a del complejo de cadenas Hom (¢¤(M);R), donde
¢¤(M) representa el R-m¶odulo de las cadenas singulares de M , y Hom(A;B), los
homomor¯smos de A en B. Si M es adem¶as una variedad diferenciable, existe otro
invariante asociado llamado cohomolog¶³a de de Rham. El teorema de de Rham a¯r-
ma que estos dos invariantes coinciden, es decir, que la cohomolog¶³a de de Rham y
la cohomolog¶³a singular de una variedad diferenciable M son la misma.

Para demostrar el teorema de de Rham, se construye una aplicaci¶on entre los
complejos que de¯nen ambas cohomolog¶³as, que son el ya indicado y el complejo de
las formas diferenciales. Para ver que esa aplicaci¶on induce un isomor¯smo en los
grupos de cohomolog¶³a, se usan propiedades importantes que satisfacen ambas: el
lema de Poincar¶e, que induce la invarianza por homotop¶³a, y la sucesi¶on exacta de
Mayer-Vietoris.

Como en esta Memoria vamos a trabajar con complejos de formas diferenciales,
nos interesa demostrar detalladamente estas propiedades para la cohomolog¶³a de de
Rham.

1.1.1 Cohomolog¶³a de de Rham

El prop¶osito de este p¶arrafo es establecer la notaci¶on; no pretende ser una introduc-
ci¶on detallada a la teor¶³a de de Rham. Una exposici¶on minuciosa se encuentra, por
ejemplo, en [KaLe].

1



2 Cap¶³tulo 1. Preliminares de Topolog¶³a y Geometr¶³a

Dada una variedad diferenciable y paracompacta M y un entero p ¸ 0, denota-
mos por p(M) al espacio vectorial real de las p-formas diferenciales sobre M . El
conjunto

¤(M) = ©
p¸0

p(M) (1.1)

es conocido como complejo de de Rham. El producto exterior y la diferencial exterior
denotados respectivamente por ^ y d, dan a ¤(M) estructura de ¶algebra diferencial
graduada. La sucesi¶on

: : :
d¡¡¡¡!p¡1(M)

d¡¡¡¡!p(M)
d¡¡¡¡!p+1(M)

d¡¡¡¡! : : :

es de orden dos, as¶³ que tenemos un complejo de cocadenas donde d va subiendo
de grado en vez de bajar. La homolog¶³a de este complejo es la cohomolog¶³a de de
Rham.

De¯nici¶on 1.1 El p-¶esimo grupo de cohomolog¶³a de de Rham de M es el espacio
vectorial

Hp(M) =
ker(d : p(M) ! p+1(M))

im(d : p¡1(M)! p(M))
=
p-formas cerradas

p-formas exactas

Si f : M¡!N es una aplicaci¶on diferenciable, para denotar el pullback de f
usa- remos la notaci¶on f¤ : ¤(N)¡!¤(M). Como f ¤ conmuta con la diferencial
d, induce un homomor¯smo en cohomolog¶³a, que denotaremos de la misma manera,
es decir: f ¤ : H¤(N)¡!H¤(M). Se tiene que f¤ es distributivo con respecto del
producto exterior: es decir, para todo par de formas !; ´ 2 ¤(N), se cumple

f¤(! ^ ´) = f¤! ^ f ¤´: (1.2)

Podemos considerar ¤ como un funtor contravariante de la categor¶³a de las va-
riedades diferenciables (los mor¯smos son las aplicaciones diferenciables) en la cate-
gor¶³a de las ¶algebras diferenciales graduadas. Sea U un abierto de la variedad dife-
renciable M , y sea i : U¡!M la inclusi¶on. Dada una forma ! de M , llamaremos
restricci¶on de ! a U a la forma i¤!, que tambi¶en denotaremos por !jU .

1.1.2 Lema de Poincar¶e

El Lema de Poincar¶e nos dice que la cohomolog¶³a de de Rham de una variedad dife-
renciable M y la de M £R son la misma, intuitivamente esto signi¯ca que podemos
\contraer" R. La consecuencia crucial es que dos espacios con el mismo tipo de
homotop¶³a tienen la misma cohomolog¶³a de de Rham (axioma de homotop¶³a).
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Proposici¶on 1.2 (Lema de Poincar¶e) Sea M una variedad diferenciable y sea la

proyecci¶on pM : M £ R¡!M . Entonces H¤(M)
p¤M¡! H¤(M£R) es un isomor¯smo.

Demostraci¶on: Sean las aplicacionesM£R
pM¡!Ã¡
s
M , que de¯nimos por pM(x; t) = x y

s(x) = (x; 0). Consideramos los pullbacks inducidos ¤(M£R)
s¤¡!Ã¡
p¤M

¤(M). Veamos

que inducen isomor¯smos en cohomolog¶³a. Como pM ± s = 1, tenemos trivialmente
que s¤ ± p¤M = 1. Sin embargo, s ± pM 6= 1, y a nivel de formas, p¤M ± s¤ 6= 1. Por
ejemplo, si tomamos M = R y como 0-forma la funci¶on diferenciable f(x; t) = tx,
tenemos

(p¤M ± s¤f)(x; t) = (f ± s ± pM)(x; t) = f(x; 0) = 0

Para ver que p¤M ±s¤ es la identidad en cohomolog¶³a, vamos a de¯nir un operador
lineal K sobre ¤(M £ R) que veri¯que la relaci¶on

1¡ p¤M ± s¤ = §(Kd¡ dK): (1.3)

Notemos que la parte derecha de la f¶ormula transforma formas cerradas en formas
exactas, y que por tanto obtenemos p¤M ± s¤ = 1 en cohomolog¶³a. Un operador de
este tipo se llama operador homotop¶³a. Notemos que tiene que ser de grado ¡1.

Si fU®; Á®g es un atlas paraM , entonces fU®£R; Á®£tg lo es paraM£R, donde
t es la carta identidad de R. Cada q-forma de M £ R se puede expresar de forma
¶unica como ! = ®t + ¯t ^ dt, donde f®tgt2R y f¯tgt2R son familias diferenciables
de formas diferenciales de M (es decir, formas diferenciales de M £ R sin dt en
su expresi¶on local (ver [GHV], pag.153 para una exposici¶on detallada). De¯nimos
entonces nuestro operador K mediante

K(!) =

Z s=t

s=0

¯s ^ ds

donde ! = ®t + ¯t ^ dt. Como la integraci¶on es lineal, K tambi¶en lo es. Denotamos
por dX al operador diferencial parcial en M (ver [GHV],vol.I, pag. 148). Ahora
calculamos los dos t¶erminos de (1.3) aplicados a una q-forma ! = ®t + ¯t ^ dt:

(1¡ p¤M ± s¤)(!) = ! ¡ ®0;
pues p¤M(s¤(dt)) = p¤M(d(t ± s)) = p¤M(d(0)) = 0.

d! = dX®t + (¡1)q®0t ^ dt+ dX¯t ^ dt

K(d!) = (¡1)q
Z t

0

®0s ^ ds+

Z t

0

¯t ^ dt = (¡1)q(®t ¡ ®0) +

Z t

0

¯t ^ dt
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d(K!) =

Z t

0

dX¯s ^ ds+

Z t

0

(¡1)q¡1¯0s ^ ds =

Z t

0

dX¯s ^ ds+ (¡1)q¡1¯t ^ dt:

As¶³ que (dK ¡ Kd)(!) = (¡1)q¡1(! ¡ ®0) = (¡1)q¡1(1 ¡ p¤M ± s¤)(!), y K es un
operador homotop¶³a.

Teorema 1.3 (Axioma de Homotop¶³a) Sean f ,g : M¡!N aplicaciones difer-
enciablemente hom¶otopas. Entonces, f ¤ = g¤

Demostraci¶on: Que f y g sean diferenciablemente hom¶otopas, signi¯ca que existe
una aplicaci¶on diferenciable F : M £ R¡!N tal que

F (x; t) =

(
f(x) si t ¸ 1

g(x) si t ∙ 0.

Pod¶³amos haber hecho la prueba del lema de Poincar¶e tomando s(x) = (x; 1) en
lugar de s(x) = (x; 0). Llamamos s0 a la del lema de Poincar¶e y s1 a esta nueva
secci¶on. Se cumple pues, f = F ± s1 y g = F ± s0. Por lo tanto,

f ¤ = (s¤0 ± ¼¤) ± f ¤ = s¤0 ± ¼¤ ± s¤1 ± F ¤ = s¤0 ± F ¤ = g¤

Corolario 1.4 Si M y N son variedades diferenciables del mismo tipo de homo-
top¶³a, entonces tienen la misma cohomolog¶³a.

1.1.3 Sucesi¶on de Mayer-Vietoris

La sucesi¶on exacta de Mayer-Vietoris es una herramienta que nos permite conocer
la cohomolog¶³a de una variedad M , a partir de datos locales: la cohomolog¶³a de dos
abiertos que la cubran y de su intersecci¶on. La clave para deducir la sucesi¶on de
Mayer-Vietoris es la existencia de particiones de la unidad, tanto en cohomolog¶³a de
de Rham como en las dem¶as cohomolog¶³as de formas diferenciales que usaremos.

Sea M = U [ V , con U y V abiertos. La siguiente sucesi¶on de complejos dife-
renciales es conocida como sucesi¶on de Mayer-Vietoris

0 ¡! ¤(M)
¶¡¡¡¡! ¤(U)© ¤(V )

"¡¡¡¡! ¤(U \ V ) ¡! 0
(¾; ¿ ) 7¡! ¿ jU\V ¡ ¾jU\V

! 7¡! (!jU ; !jV )
(1.4)

Proposici¶on 1.5 La sucesi¶on de Mayer-Vietoris es exacta.
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Demostraci¶on: Todos los pasos de la exactitud son directos, salvo la sobreyectividad
de ". Sea ! 2 q(U \ V ). Tomamos una partici¶on de la unidad (recordamos que
las variedades con las que trabajamos son paracompactas) f½U ; ½V g subordinada al
cubrimiento fU; V g , es decir, sop ½V µ V y sop ½U µ U . Notamos que ½V ! es una
q-forma en U y ½U! es una q-forma en V. Como adem¶as

(½U!)¡ (¡½V !) = !;

tenemos que (¡½V !; ½U!) es una antiimagen de ! para la aplicaci¶on ".

La sucesi¶on de complejos (1.4) induce can¶onicamente una sucesi¶on exacta larga
en cohomolog¶³a, que tambi¶en se llama sucesi¶on de Mayer-Vietoris.

: : : ¡! Hq(M) ¡! Hq(U)©Hq(V ) ¡! Hq(U \ V ) ¡! Hq+1(M) ¡! : : :

Esta sucesi¶on es una ¶util herramienta de c¶alculo. Por ejemplo, permite calcular la
cohomolog¶³a de las esferas: tomamos Sn = U [ V , con U = Sn ¡ fpolo norteg y
V = Sn¡fpolo surg, ambos abiertos contr¶actiles. Claramente, U \V es difeomorfo
a Sn¡1 £R. Utilizando el lema de Poincar¶e, la sucesi¶on exacta de Mayer-Vietoris e
inducci¶on, es f¶acil probar que la cohomolog¶³a de la esfera es:

Hp(Sn) =

(
R si p = 0; n

0 en otro caso.

1.1.4 Teorema de de Rham

En esta secci¶on demostramos que la cohomolog¶³a singular y la de de Rham tienen
grupos de cohomolog¶³a isomorfos. Lo que nos va a interesar no es el resultado,
sino la t¶ecnica mediante la cual probamos que dos complejos tienen la misma co-
homolog¶³a. Como para la sucesi¶on de Gysin trabajaremos con complejos de formas
diferenciales, no nos extenderemos en los detalles de la cohomolog¶³a singular, que
se pueden encontrar en cualquier tratado de Topolog¶³a Algebraica (por ejemplo, en
[Bre2]).

Para relacionar la cohomolog¶³a de de Rham con la singular, tenemos que hacer
una peque~na modi¯caci¶on en esta ¶ultima (que al ¯nal, veremos que nos proporciona
los mismos grupos de cohomolog¶³a). En lugar de trabajar con todos los s¶³mplices
singulares, nos quedaremos con los s¶³mplices singulares diferenciables, para poder
integrar formas diferenciales sobre ellos.

De¯nici¶on 1.6 Un p-s¶³mplice singular ¾ : ¢p¡!M se dice que es diferenciable, si
se puede extender de forma diferenciable a un entorno de ¢p en el espacio ambiente
Rp. Si una p-cadena de s¶³mplices singulares est¶a formada por s¶³mplices diferencia-
bles, diremos que es una p-cadena diferenciable. Denotamos el conjunto de p-cadenas
diferenciables en M por ¢p(M).
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Sea un ¾ : ¢p¡!M un p-s¶³mplice singular diferenciable. Si olvidamos su (p ¡ 2)-
esqueleto, lo podemos pensar como una variedad con borde. Tomamos una ori-
entaci¶on positiva en el 0-s¶³mplice ¢0. Se puede de¯nir de manera inductiva una
orientaci¶on en ¢p, coherente con la de su borde. Si ahora tenemos una p-forma !
deM , deducimos que ¾¤! es una p-forma de ¢p. Podemos de¯nir la integral de ¾¤!
en ¢p. Para ello, integramos fuera de entornos del (p¡ 2)-esqueleto, cada vez m¶as
peque~nos. De esta manera, de¯nimosZ

¾

! =

Z
¢p

¾¤!:

Extendemos linealmente esta de¯nici¶on a una p-cadena c =
X
¾

n¾¾ mediante

Z
c

! =
X
¾

n¾

Z
¾

!:

Hemos de¯nido as¶³ un homomor¯smo ª(!) : ¢p(M)¡!R dado por ª(!)(c) =

Z
c

!,

que es lineal en !. Por tanto, tenemos un homomor¯smo

ª: p(M)¡!Hom(¢p(M);R):

Consideramos la diferencial

± : Hom(¢p¡1(M);R)¡!Hom(¢p(M);R)

de¯nida por (±f)(c) = f(@c), donde @ : ¢p¡!¢p¡1 es el operador borde. Medi-
ante un c¶alculo directo, aplicando el teorema de Stokes, obtenemos que ª es una
aplicaci¶on de cadenas (o aplicaci¶on diferencial), es decir, que ª ± d = ± ±ª.

Denotamos por Hp(M ;R) el p-¶esimo grupo de cohomolog¶³a singular diferenciable
de M , que es el p-¶esimo grupo de homolog¶³a de f(Hom(¢p(M);R))p¸0; ±g. La co-
homolog¶³a singular diferenciable, as¶³ como la singular, satisface el lema de Poincar¶e,
el axioma de homotop¶³a y la sucesi¶on exacta larga de Mayer-Vietoris.

Como ª es una aplicaci¶on de cadenas, induce en cohomolog¶³a el homomor¯smo
ª¤ : Hp(M)¡!Hp(M ;R): El Teorema de de Rham a¯rma que es un isomor¯smo:

Teorema 1.7 (Teorema de de Rham) El homomor¯smo

ª¤ : Hp(M)¡!Hp(M ;R)

es un isomor¯smo para todo p ¸ 0.
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La demostraci¶on va a depender de una serie de lemas. Primero, elegimos una
m¶etrica en M (M es paracompacta) y tomamos una base de convexos geod¶esicos
U . La intersecci¶on ¯nita de convexos geod¶esicos es otro convexo geod¶esico, y por lo
tanto, contr¶actil (de hecho, es difeomorfa a Rn).

Lema 1.8 El Teorema de de Rham es cierto para todo convexo geod¶esico U .

Demostraci¶on: Como el lema de Poincar¶e se cumple para ambas cohomolog¶³as, U
es ac¶³clico para las dos, es decir, su cohomolog¶³a es nula en los grados positivos y R
para el grado cero. Notamos que la aplicaci¶on de de Rham lleva funciones constantes
de valor C en la 0-cocadena que asigna a cada 0-s¶³mplice el valor C. Por lo tanto,
el teorema de de Rham es cierto para U .

Lema 1.9 Si el teorema de de Rham es cierto para abiertos U ,V y U \V , entonces
tambi¶en es cierto para U [ V .
Demostraci¶on: Como las dos cohomolog¶³as satisfacen Mayer-Vietoris, tenemos el
diagrama conmutativo de ¯las exactas:

Hp¡1(U)©Hp¡1(V )

ª1

Hp¡1(U\V )

ª2

Hp(U[V )

ª3

Hp(U)©Hp(V )

ª4

Hp(U\V )

ª5

Hp¡1(U ;R)©Hp¡1(V ;R) Hp¡1(U\V ;R) Hp(U[V ;R) Hp(U ;R)©Hp(V ;R) Hp(U\V ;R);

donde las °echas verticales est¶an inducidas por la aplicaci¶on de de Rham. Como
por hip¶otesis ª1;ª2;ª4 y ª5 son isomor¯smos, por el lema de los cinco, ª3 tambi¶en
lo es.

Lema 1.10 Si el teorema de de Rham es cierto para una colecci¶on de abiertos
fU®g®2A disjuntos, entonces es cierto para

S
®2A
U®.

Demostraci¶on: Se deduce de los isomor¯smos

Hom( ©
®2A

¢¤(U®);R) »= ©
®2A

Hom(¢¤(U®);R)

¤(
G
®2A
U®) »= ©

®2A
¤(U®)

y del hecho de que la aplicaci¶on de de Rham sea natural.

Ahora completamos la prueba del teorema de de Rham ensamblando estos tres
lemas con un m¶etodo debido a G.E. Bredon (ver [Bre2]).
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Lema 1.11 (M¶etodo de Bredon) Sea M una variedad diferenciable y sea U
una base de abiertos saturada para intersecciones ¯nitas. Sea P una a¯rmaci¶on
formulada sobre abiertos de M , satisfaciendo:

1) P (U) es cierta para todo U 2 U ;
2) si P (U); P (V ); P (U \V ) son ciertas, entonces tambi¶en lo es P (U [V ), donde

U y V son abiertos cualesquiera de M ;
3) si fU®g®2A es una familia de abiertos disjuntos cualesquiera deM y se cumple

P (U®) para todo ®, entonces P (
[
®2A
U®) tambi¶en se veri¯ca,

entonces, P (M) es cierta.

Demostraci¶on: Primero observamos que P se cumple para uniones ¯nitas de abiertos
de U . En efecto, para uniones de dos abiertos, esto es la propiedad 2) del enunciado.
Supongamos ahora que es cierto para uniones de n abiertos. Tenemos la identidad

(U1 [ ¢ ¢ ¢ [ Un) \ Un+1 = (U1 \ Un+1) [ ¢ ¢ ¢ [ (Un \ Un+1)

luego P ((U1[¢ ¢ ¢[Un)\Un+1) es cierto. Como tambien es cierto P (Un+1), aplicando
2), se cumple P (U1 [ ¢ ¢ ¢ [ Un+1), y se completa la inducci¶on.

Vamos a construir ahora una funci¶on f : M¡! [0;1) continua y propia, es decir,
tal que la imagen inversa de un compacto sea compacta. Como M satisface el se-
gundo axioma de numerabilidad y es paracompacta, podemos tomar un cubrimiento
numerable y localmente ¯nito V = fVngn2N con los V n compactos, y una partici¶on
de la unidad ffngn2N subordinada a este cubrimiento. Entonces, la funci¶on de¯nida
por

f(x) =
X
n2N
nfn(x)

es una funci¶on propia. En efecto, sea x 2 M y sean Vj1; : : : ; Vjk todos los abiertos
de V que contienen a x, ordenados por sus sub¶³ndices de menor a mayor. Entonces,
f(x) es una combinaci¶on convexa de j1; : : : ; jk, y deducimos que j1 ∙ f(x) ∙ jk.
Denotamos por eVi la clausura de la uni¶on de todos los abiertos de V que intersecan
con Vi. Como es un n¶umero ¯nito, todo eVi es compacto. Sea ahora K µ [0;1)
compacto. Entonces, existe un l 2 N tal que K µ [0; l], y tenemos

f¡1(K) µ f¡1[0; l] µ
l[

j=1

eVj;
luego f es propia.

De¯nimos ahora los conjuntos An = f¡1[n; n + 1]. Como f es propia, An es
compacto, y lo cubrimos con una uni¶on ¯nita Un de conjuntos de U contenidos en



1.1. El Teorema de de Rham 9

f¡1(n¡ 1
2
; n+ 3

2
). Tenemos

An µ Un µ f¡1
µ
n¡ 1

2
; n+

3

2

¶
:

De esta manera, conseguimos que los conjuntos Un con n par sean disjuntos entre
s¶³, y lo mismo pasa entre los Um con m impar, tal como se ve en la siguiente ¯gura:

��

��

��

��

��

��

Ahora, como cada Un es una uni¶on ¯nita de abiertos de U , tenemos que P (Un) es
cierta para todo n. Consideramos los abiertos

U =
[
k¸0
U2k y V =

[
k¸0
U2k+1

Notamos que por 3), se cumplen P (U) y P (V ). Adem¶as, U \V =
[
i;j2N

(U2i\U2j+1),

que es una uni¶on disjunta. Como cada U2i \ U2j+1 es una uni¶on ¯nita de elementos
de U , se sigue que P (U \ V ) es cierta. Aplicando 2), obtenemos que se cumple
P (U [ V ) = P (M).

Este m¶etodo de Bredon es muy ¶util para teoremas \tipo de Rham". Para probar
que dos complejos tienen la misma cohomolog¶³a, basta ver que cumplen Mayer-
Vietoris y elegir un cubrimiento adecuado sobre el cual se pueda probar la propiedad
\a mano" (para lo cual es ¶util el lema de Poincar¶e). Usaremos esta t¶ecnica para
poder trabajar con subcomplejos del complejo de de Rham (mejor adaptados a la
naturaleza de las acciones que ¶este), sabiendo que obtenemos la misma cohomolog¶³a.

Como ilustraci¶on de la comodidad del m¶etodo de Bredon, vamos a sustituir en el
teorema de de Rham la cohomolog¶³a singular diferenciable por la singular ordinaria.
Para esto, consideramos la inclusi¶on de los s¶³mplices singulares en la totalidad de
los s¶³mplices

¶ : ¢C1
¤ (M)¡!¢¤(M):
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Aplicando el funtor contravariante Hom(:;R), tenemos la aplicaci¶on de cadenas:

¶¤ : Hom(¢¤(M);R)¡!Hom(¢C1
¤ (M);R);

que induce un homomor¯smo en cohomolog¶³a

¶¤ : H¤(M ;R)¡!H¤C1(M ;R):

Como ambas teor¶³as satisfacen el lema de Poincar¶e, la aplicaci¶on ¶ es un isomor¯smo
para convexos geod¶esicos. Como cumple Mayer-Vietoris, aplicando el lema 1.11
obtenemos que ¶ es un isomor¯smo para toda variedad M .

1.2 Acciones de grupos

En este apartado introducimos brevemente algunas nociones b¶asicas relativas a ac-
ciones de grupos sobre variedades. No pretende ser una introducci¶on exhaustiva; una
exposici¶on detallada se puede encontrar en [Bre1]. En esta memoria estudiaremos
tan s¶olo acciones de S1. No obstante, en lo que queda de cap¶³tulo presentaremos
las nociones para grupos de Lie compactos cualesquiera G, al no suponer mayor
esfuerzo.

1.2.1 De¯niciones

Un grupo de Lie es una variedad diferenciable G con una estructura de grupo tal
que la multiplicaci¶on del grupo G £ G ¡! G y la aplicaci¶on g7! g¡1 de G ¡! G
son diferenciables. Denotamos el elemento neutro por e.

De¯nici¶on 1.12 Una acci¶on de un grupo de Lie G sobre una variedad diferencia-
ble M es una aplicaci¶on diferenciable ©: G£M¡!M que cumpla las siguientes
condiciones:

i) ©(g1;©(g2;m)) = ©(g1 ¢ g2;m); para g1; g2 2 G; y m 2M ;

ii) ©(e;m) = m; para m 2M:

Si © es una acci¶on diferenciable deG sobreM , diremos queM es una G-variedad.
Para todo g 2 G, tenemos la aplicaci¶on diferenciable

©g : M¡!M

dada por ©g(m) = ©(g;m). Por la propiedad ii) de la de¯nici¶on 1.12, tenemos que
©g¡1 es una inversa a derecha e izquierda de ªg, por lo que ©g es un automor¯smo de
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M , es decir, un difeomor¯smo de la variedad M en s¶³ misma. Usaremos la notaci¶on
g(m) o g ¢m para denotar ©(g;m), y g para denotar ©g.

Sea m 2M . Se prueba f¶acilmente que el subconjunto de G de¯nido mediante

Gm = fg 2 G : g(m) = mg

es un subgrupo de G. Se llama subgrupo de isotrop¶³a de m. El subconjunto de M
de¯nido por

G(m) = fg(m) : g 2 Gg
se llama ¶orbita de m.

Diremos que dos puntos de M est¶an relacionados si est¶an en la misma ¶orbita.
Esta relaci¶on se demuestra f¶acilmente que es de equivalencia. Denotamos por M=G
al espacio cociente, y por ¼ : M¡!M=G a la aplicaci¶on cociente. El espacio M=G
se llama espacio de ¶orbitas (de hecho, sus elementos son las ¶orbitas). Es importante
destacar que el espacio de ¶orbitas no tiene por qu¶e ser una variedad diferenciable.

Terminamos esta introducci¶on de¯niendo las acciones efectivas, libres y semili-
bres, que son la que centrar¶an nuestra atenci¶on.

De¯nici¶on 1.13 Diremos que una acci¶on ©: G£M¡!M es efectiva si el neutro
es el ¶unico elemento de G que ¯ja todos los puntos de M , es decir, si g(m) = m
para todo m 2M implica que g = e.

De¯nici¶on 1.14 Diremos que una acci¶on ©: G£M¡!M es libresi Gm = feg
para todo m 2M .

Si © es libre y G es compacto, dado un punto m 2M , se puede demostrar (ver,
por ejemplo, [Die], pag.34) que la aplicaci¶on

©m : G¡!M

es un embebimiento. Como la imagen es exactamente G(m), tenemos que las ¶orbitas
son subvariedades cerradas de M .

De¯nici¶on 1.15 Diremos que una acci¶on ©: G£M¡!M es semilibre si los ¶unicos
subgrupos de isotrop¶³a son feg y G.

Si m 2 M es tal que Gm = feg, diremos que m es un punto libre. Si Gm = G,
diremos que m es un punto ¯jo para la acci¶on.
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1.2.2 Integral de Haar

Dada una variedad diferenciable orientable de dimensi¶on n, est¶a de¯nida la inte-
graci¶on de n-formas de soporte compacto a lo largo de la variedad. Como los grupos
de Lie son todos paralelizables (y, por lo tanto, orientables), podemos integrar n-
formas de soporte compacto.

Sea G un grupo de Lie de dimensi¶on n, y sea e su elemento neutro. Podemos
tomar una base fv1; : : : ; vng de TeG, que podemos extender a campos fX1; : : : ;Xng µ
X(M) invariantes a izquierda. Sean f!1; : : : ; !ng sus 1-formas duales, es decir, tales
que iXi!j = ±ji , donde ±ji es la delta de Kronecker. Como son 1-formas invariantes a
izquierda, podemos considerar la n-forma invariante a izquierda

! = !1 ^ ¢ ¢ ¢ ^ !n:

Elegimos en G la orientaci¶on dada por los campos fX1; : : : ; Xng, y notamos que
todas las traslaciones a izquierda son difeomor¯smos que preservan esta orientaci¶on.
Si ahora f : G¡!R es una funci¶on diferenciable de soporte compacto, de¯nimosZ

G

f dg =

Z
G

f !:

Si G es compacto, podemos normalizar la integral de manera que

Z
G

1 dg = 1. Si

denotamos por Lh : G¡!G la traslaci¶on a izquierda por el elemento h 2 G, tenemosZ
G

f ± Lh dg =

Z
G

f ± Lh! =

Z
G

(Lh¡1)¤! =

Z
G

f! =

Z
G

f dg

Esta integral invariante por la izquierda de¯nida sobre funciones deG se conoce como
integral de Haar. Es sencillo ver que la invarianza por la izquierda de la integral de
Haar implica su invarianza por la derecha (ver, por ejemplo, [Bre2], pag. 306). En
la pr¶actica, trabajaremos con G = S1, que es abeliano, usaremos directamente que
la integral de Haar es invariante.

M¶etrica invariante

Para toda variedad diferenciable paracompacta (las nuestras lo son) se puede de¯nir
una m¶etrica riemanniana. El proceso habitual consiste en de¯nir una m¶etrica sobre
cada entorno coordenado de una base cualquiera, y \pegar" con una partici¶on de la
unidad. Si ©: G£M¡!M es una acci¶on diferenciable, nos interesa que la m¶etrica
¹ sea invariante para la acci¶on, es decir, que para todo par de vectores v1; v2 2 TmM
y todo g 2 G, se tenga ¹(v1; v2) = ¹(g¤v1; g¤v2).
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Lema 1.16 Sea ©: G£M¡!M una acci¶on diferenciable, con G compacto. En-
tonces, M admite una m¶etrica invariante para la acci¶on de G.

Demostraci¶on: Sea una m¶etrica ¹ cualquiera en M . De¯nimos una nueva m¶etrica ~¹
mediante:

~¹(v1; v2) =

Z
G

¹(g¤v1; g¤v2) dg; para v1; v2 2 TmM;

donde

Z
G

es la integral de Haar. Es de¯nida positiva porque ~¹(v; v) =

Z
S1
¹(g¤v; g¤v) dg,

y el integrando es estrictamente positivo, salvo para v = 0. Finalmente, ~¹ es invari-
ante, pues

(h¤~¹)(v1; v2) =

Z
G

¹(g¤h¤v1; g¤h¤v2) dg =

Z
G

¹(g¤v1; g¤v2) dg = ~¹(v1; v2):

Observaci¶on 1.17 Hemos utilizado de forma decisiva que el grupo G es compacto,
pues en caso contrario, no hubieramos podido integrar.

1.2.3 Entornos tubulares

Sea M una variedad diferenciable y A una subvariedad cerrada. En esta secci¶on
veremos que A tiene un entorno W an¶alogo a un \tubo macizo" alrededor de una
curva en R3.

Es m¶as, siA es invariante con respecto a una acci¶on diferenciable ©: G£M¡!M
con G compacto, podemos hacer queW sea invariante, y podremos representar tanto
el entorno W como la acci¶on en un ¯brado vectorial de A.

Sea ©: G£M¡!M una acci¶on diferenciable, donde G es un grupo de Lie com-
pacto. Sea A una subvariedad cerrada invariante deM . Fijaremos estas condiciones
para el resto de este apartado.
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De¯nici¶on 1.18 UnG-¯brado vectorial diferenciable sobre la variedad diferenciable
M es un ¯brado vectorial diferenciable (p; E;M;Rn; GL(n;R)) junto con una acci¶on
diferenciable de G sobre el espacio total E que sea lineal en las ¯bras, y tal que la
proyecci¶on p : E¡!M sea equivariante.

Ejemplo 1.19 El ¯brado tangente T (M) es un ¯brado vectorial con espacio base
M . Si consideramos en T (M) la acci¶on de G inducida por ©, es decir, g(v) = g¤v
para todo g 2 G y v 2 T (M), es un G-¯brado vectorial diferenciable .

Podemos considerar T (A) como un sub¯brado de la restricci¶on T (M)jA. El ¯brado
cociente

N(A) = (T (M)jA)=T (A)

es el ¯brado normal de A enM , y tiene claramente estructura de G-¯brado sobre A.
Si tomamos una m¶etrica invariante en M , entonces T (A) tiene un complementario
ortogonal en T (M)jA, que denotamos por T (A)?, que es can¶onicamente isomorfo a
N(A).

De¯nici¶on 1.20 Un entorno tubular equivariante de A en M es un G-¯brado vec-
torial diferenciable (p;E;A;Rn; GL(n;R)), junto con un embebimiento equivariante

ª: E¡!M

tal que ª(E) es un entorno invariante de A, y la restricci¶on de ª a la 0-secci¶on A
de E es la inclusi¶on de A en M .

Teorema 1.21 (Teorema del entorno tubular equivariante) En las condi-
ciones anteriores, A tiene un entorno tubular equivariante en M .

Idea de la demostraci¶on: Tomamos una m¶etrica invariante en M . La aplicaci¶on
exponencial es equivariante, y existe un entorno invariante U de A en N(A) tal que
exp: U¡!M es un embebimiento. Se construye a continuaci¶on una aplicaci¶on dife-
renciable equivariante h : N(A)¡!N(A), que lleva difeom¶or¯camente N(A) en U .
La aplicaci¶on

ª = exp ±h : N(A)¡!M
es un entorno tubular equivariante de A en M (ver [Bre1]) para los detalles).



Cap¶³tulo 2

Sucesi¶on de Gysin. El caso libre

Sea p : E¡!B un ¯brado vectorial. Mediante una reducci¶on de grupo estructural,
podemos considerar que la ¯bra es Sk. Utilizando m¶etodos de Topolog¶³a Algebraica,
se obtiene la sucesi¶on de Gysin, que relaciona la cohomolog¶³a singular de la base
con la del espacio total. La sucesi¶on se escribe:

¢ ¢ ¢ ! Hq(B)
p¤! Hq(E)

"! Hq¡k(B)
H
! Hq+1(B)! : : : ; (2.1)

donde
H

es la integraci¶on a lo largo de las ¯bras, y e es, salvo signo, el producto
por la clase de Euler (para una exposici¶on detallada, ver [BoTu] o [Die]). Sea ahora
una acci¶on diferenciable libre de S1 sobre la variedad diferenciable M . Denotamos
por ¼ : M¡!B la proyecci¶on sobre el espacio de ¶orbitas, que es un ¯brado de ¯bra
S1, as¶³ que estamos en el caso anterior con k = 1. Nuestro objetivo en este cap¶³tulo
es reconstruir la sucesi¶on de Gysin en esta situaci¶on con m¶etodos de Geometr¶³a
Diferencial, es decir, usando formas diferenciales.

La estrategia ser¶a como sigue: en el apartado 2.1 describimos la estructura local
de la acci¶on. Hemos de relacionar las formas de B con las de M , y para este
prop¶osito el complejo de de Rham es \demasiado grande". Tendremos que trabajar
con otra cohomolog¶³a que se adapte mejor al marco de una acci¶on y que nos siga
proporcionando la de de Rham: la cohomolog¶³a invariante. Ser¶a desarrollada en
el apartado 2.2. En el apartado 2.4 presentamos el campo fundamental, que nos
va a permitir (apartado 2.5) descomponer las formas invariantes de M en funci¶on
de las de B, y obtener la sucesi¶on de Gysin. Como aplicaci¶on, en el apartado 2.6,
calcularemos la cohomolog¶³a del espacio proyectivo complejo CPn.

15
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2.1 Estructura local de la acci¶on

A lo largo de todo el cap¶³tulo trabajaremos con una acci¶on

©: S1 £M¡!M;

que ser¶a libre y diferenciable, salvo que indiquemos expl¶³citamente lo contrario.
Sea m 2M . Seg¶un vimos en el apartado 1.2.1, la ¶orbita

S1(m) = fg(m) : g 2 S1g

es una subvariedad cerrada invariante de M . Por el teorema del entorno tubular
equi- variante (teorema 1.21), tenemos que

ª: N(S1(m))¡!M

es un embebimiento equivariante. El car¶acter libre de la acci¶on nos va a permitir
dar a N(S1(m)) una forma m¶as manejable. Denotamos la ¯bra de N(S1(m)) en m
por

Vm = Tm(M)=Tm(S1(m));

que es difeomorfa a Rn; en particular, Vm es contr¶actil. Tenemos que S1 £ Vm es un
S1-¯brado vectorial diferenciable de S1(m), donde la acci¶on en S1 £ Vm es

g ¢ (g1; v) = (gg1; v) para g; g1 2 S1; v 2 Vm:

A¯rmamos a continuaci¶on que la siguiente aplicaci¶on diferenciable es un isomor¯smo
equivariante de ¯brados:

¨ : S1 £ Vm ¡! N(S1(m))
(g; v) 7¡! g¤v

En efecto, sea w 2 N(S1(m)), y sea g(m) su punto base. Notamos que como la
acci¶on es libre, g est¶a determinado de forma un¶³voca. Asignamos a w el elemento
(g; (g¤)¡1w) 2 S1£ Vm. Es inmediato comprobar que esta asignaci¶on es una inversa
equivariante para ¨. Hemos probado el siguiente resultado:

Teorema 2.1 (Teorema de la loncha diferenciable) En las condiciones ante-
riores, para todo punto m 2 M existe un entorno invariante W de m y un embe-
bimiento equivariante sobre W

¥: S1 £ Vm¡!M
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Observaci¶on 2.2 El teorema 2.1 fue probado por primera vez por A.M. Gleason
para una acci¶on libre de un grupo compacto G, no necesariamente de Lie. La versi¶on
diferenciable en el caso de una acci¶on cualquiera se debe a J. Koszul. En este caso,
cada entorno de m 2 M es difeomorfo al producto cruzado G £Gx V , donde Gx es
el subgrupo de isotrop¶³a de x (ver, por ejemplo, [Bre1]).

La existencia de estos entornos induce de manera natural una estructura dife-
renciable en el espacio de ¶orbitas B (tomamos ¼(¥(S1) £ Vm) ¼ Vm como entorno
coordenado de ¼(m) 2 B). Notamos que la proyecci¶on sobre el espacio de ¶orbitas
¼ es un S1-¯brado localmente trivial. M¶as a¶un, como en cada trivializaci¶on S1 £ V
la acci¶on est¶a dada por la multiplicaci¶on en el primer factor, ¼ de¯ne un ¯brado
principal. Estos resultados se mantienen para una acci¶on libre de un grupo de Lie
compacto G cualquiera.

Corolario 2.3 En las condiciones anteriores, el espacio de ¶orbitas B es una varie-
dad diferenciable, y la proyecci¶on ¼ : M¡!B es un ¯brado principal de ¯bra S1.

2.2 Cohomolog¶³a invariante

En esta secci¶on presentamos la cohomolog¶³a invariante asociada a una acci¶on de S1,
y probamos que es isomorfa a la de de Rham. Se puede de¯nir igualmente para
una acci¶on diferenciable de un grupo de Lie G cualquiera, y en el caso de que sea
compacto, tambi¶en la cohomolog¶³a es equivalente a la de de Rham (ver, por ejemplo,
[Bre2], pag.307). Sin embargo, como vamos a trabajar con acciones de S1, haremos
el desarrollo para este caso particular.

2.2.1 De¯niciones

De¯nici¶on 2.4 Una forma ! 2 (M) es ©-invariante si para todo elemento g 2
S1 se cumple g¤! = !. Cuando est¶e claro a qu¶e acci¶on nos referimos, diremos
simplemente que ! es invariante.

Como la forma nula es invariante trivialmente y las aplicaciones g¤ son lineales, el
conjunto Ip(M) = fp-formas invariantesg es un subespacio vectorial de p(M).
Denotamos por I¤(M) = ©

p¸0
Ip(M) al complejo de las formas invariantes.

Lema 2.5 (I¤(M);^; d) es un ¶algebra diferencial graduada.

Demostraci¶on: El producto exterior ^ est¶a bien de¯nido, pues si ! y ´ son invarian-
tes, entonces

g¤(! ^ ´) = g¤! ^ g¤´ = ! ^ ´:
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La diferencial exterior tambi¶en est¶a bien de¯nida, pues si ! 2 I¤(M), entonces
g¤d! = dg¤! = d!.

Como la diferencial exterior es de orden 2, podemos de¯nir los grupos de coho-
molog¶³a invariante.

De¯nici¶on 2.6 El p-¶esimo grupo de cohomolog¶³a invariante de M es el espacio
vectorial

IHp(M) =
ker(d : Ip(M) ! Ip+1(M))

im(d : Ip¡1(M)! Ip(M))

Ejemplo 2.7 Ilustremos esta de¯nici¶on con un c¶alculo concreto. Sea la acci¶on de S1
sobre s¶³ mismo mediante la multiplicaci¶on ordinaria de n¶umeros complejos. Notamos
que la ¶orbita de un punto cualquiera es todo S1. Por un argumento de dimensi¶on,
s¶olo tenemos formas no nulas en los grados 0 y 1.

Si f 2 I0(S1), f tiene que ser constante a lo largo de las ¶orbitas, es decir, que
toda funci¶on invariante es una funci¶on constante, y tenemos I0(S1) = R.

Sea ahora ! una 1-forma invariante. Vamos a expresarla en coordenadas locales.
Tomamos la carta

y : S1 ¡ f1g = feit : 0 < t < 2¼g¡!(0; 2¼)

dada por y(eit) = t. Tenemos que !jS1¡f1g = f(y)dy. Sea g = eis. Multiplicar por g
se escribe en coordenadas de la carta y, como t7! s+ t, as¶³ que

g¤(dt) = d(t ± g) = dft7! s + tg = dt:

Con lo cual, si ahora tomamos z 2 S1, como ! es invariante, tenemos

f(z)dy = g¤(fdy)jg¢z = f(g ¢ z)g¤dt = f(g ¢ z)dy
y f ha de tomar valor constante C en S1.

Hemos construido pues una aplicaci¶on ¡: I1(M)¡!R donde asociamos a la
forma ! la constante C obtenida seg¶un el procedimiento anterior (que, obviamente,
depende de la carta y que hemos elegido). Notamos que ¡ es inyectiva, pues si
tenemos dos formas globales que coinciden en un denso, son iguales. Para ver que
es sobreyectiva, basta comprobar que dada una constante C 2 R, la 1-forma Cdy se
puede de¯nir globalmente. Para ello, de¯nimos ! en una carta que cubra a 1. Por
ejemplo,

x : S1 ¡ f¡1g = feit : ¡¼ < t < ¼g¡!(¡¼; ¼)
dada por x(eit) = t. Como el cambio de cartas es x = y ¶o y+¼, entonces Cdx y Cdy
coinciden en S1 ¡ f1;¡1g y de¯nen una forma globalmente.
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En de¯nitiva, I1(S1) = R, y el complejo invariante queda:

Ip(S1) =

(
R si p = 0; 1

0 si p ¸ 2.

Observamos que todas las formas son cerradas, y por tanto, ninguna es exacta. De
esta manera, la cohomolog¶³a invariante de S1 es la misma que la de de Rham.

IHp(S1) =

(
R si p = 0; 1

0 si p ¸ 2.

Observaci¶on 2.8 Ya hemos comentado al principio de la secci¶on que se puede
de¯nir la cohomolog¶³a invariante para una acci¶on diferenciable de un grupo de Lie
cualquiera. En el ejemplo anterior, hemos visto que la cohomolog¶³a es la de de
Rham. Sin embargo, si el grupo no es compacto, no tiene por qu¶e pasar eso. Por
ejemplo, si tomamos la acci¶on de R sobre s¶³ mismo dada por la suma ordinaria, se
prueba de modo similar al anterior que los grupos de cohomolog¶³a invariante son
isomorfos a R en los grados 0 y 1, luego R no es ac¶³clico con esta cohomolog¶³a.

2.2.2 Car¶acter funtorial

Podemos considerar I¤ como un funtor donde la categor¶³a de llegada es la de
las ¶algebras graduadas. Estar¶a de¯nido en la categor¶³a donde los objetos son S1-
variedades, es decir, variedades diferenciables sobre las que S1 act¶ua diferenciable-
mente, y los mor¯smos, las aplicaciones equivariantes, que pasamos a de¯nir:

De¯nici¶on 2.9 Una aplicaci¶on f : M¡!N diferenciable entre S1-variedades se
dice que es equivariante si para todo g 2 S1 se tiene f(g ¢m) = g ¢ f(m).

Notamos que si f : M¡!N es una aplicaci¶on diferenciable equivariante, el pull-
back f¤ transforma formas invariantes de N en formas invariantes de M . En
efecto, si ! 2 I¤(N) y g 2 S1, tenemos g¤f ¤! = f ¤g¤! = f ¤!. Por lo tanto,
f ¤ : I¤(N)¡!I¤(M) est¶a bien de¯nida.

2.2.3 Lema de Poincar¶e en cohomolog¶³a invariante

El lema de Poincar¶e en cohomolog¶³a invariante viene a decirnos que si tenemos una
\parte" contr¶actil, en la cual S1 act¶ua trivialmente, entonces podemos prescindir de
ella para calcular la cohomolog¶³a invariante. Lo ¶unico que hay que hacer es adaptar
la proposici¶on 1.2. Si © es una acci¶on de S1 sobre M , llamamos acci¶on inducida a
la acci¶on ¹©: S1 £ (M £R)¡!M £ R dada por ¹©(m; t) = (©(m); t).



20 Cap¶³tulo 2. Sucesi¶on de Gysin. El caso libre

Proposici¶on 2.10 (Lema de Poincar¶e para cohomolog¶³a invariante) En las
condiciones anteriores, sea pM : M £ R¡!M la proyecci¶on sobre M y tomamos la

acci¶on inducida enM£R Entonces, tenemos el isomor¯smo IH¤(M)
p¤M¡! IH¤(M£

R).

Demostraci¶on: Vale la misma prueba que para la proposici¶on 1.2, sin m¶as que notar:
i) las aplicaciones pM y s son ambas trivialmente equivariantes,
ii) el operador homotop¶³a K, transforma formas invariantes en formas invari-

antes.
Para ver ii), usaremos (ver [GHV]) que si g : M¡!M es una aplicaci¶on diferen-

ciable y f¯tgt2R es una familia diferenciable de formas diferenciables deM , entonces

g¤
Z b

a

¯tdt =

Z b

a

g¤¯tdt dados a; b 2 R

Por lo tanto, g¤ y K conmutan para todo g 2 S1. M¶as a¶un, si ! 2 p(M), tenemos

g¤(K!) = K(g¤!) = K!;

y se cumple la f¶ormula 1¡p¤M ±s¤ = §(Kd¡dK), cuyo segundo miembro lleva ciclos
invariantes en bordes invariantes, y por lo tanto, induce el homomor¯smo nulo en
cohomolog¶³a.

Corolario 2.11 (Axioma de homotop¶³a para la cohomolog¶³a invariante)
Sean las S1¡variedades M y N , y sean f; g : M¡!N aplicaciones diferenciables
equivariantes. Si existe una homotop¶³a diferenciable equivariante F : M £R¡!N ,
entonces, f ¤ = g¤ en cohomolog¶³a.

Corolario 2.12 Si M es una S1¡variedad, V una variedad contr¶actil y consider-
amos en M £ V la acci¶on inducida en el mismo sentido que en la proposici¶on 2.10,

tenemos el isomor¯smo IH¤(M)
p¤M¡! IH¤(M £ V ).

2.2.4 Sucesi¶on de Mayer-Vietoris para cohomolog¶³a invari-
ante

Sea M una S1¡variedad y U y V abiertos invariantes que cubren M . Entonces,
U \ V es tambi¶en un abierto invariante, y tiene sentido hablar de su cohomolog¶³a
invariante. Como las inclusiones son claramente equivariantes, tenemos la sucesi¶on
de Mayer-Vietoris para cohomolog¶³a invariante:

0 ¡! I¤(M) ¡! I¤(U)© I¤(V ) ¡! I¤(U \ V ) ¡! 0
(¾; ¿) 7¡! ¿ jU\V ¡ ¾jU\V

! 7¡! (!jU ; !jV )
(2.2)
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Proposici¶on 2.13 La sucesi¶on de Mayer-Vietoris para cohomolog¶³a invariante (2.2)
es exacta.

Demostraci¶on: Si observamos la demostraci¶on del caso no invariante (proposici¶on
1.5), para que sea v¶alida en este caso, tan s¶olo necesitamos que la partici¶on de la
unidad f½U ; ½V g sea invariante, para asegurar que las formas ½V ! y ½U! lo sean. La
prueba, pues, se reduce a construir una partici¶on de la unidad invariante subordinada
a fU; V g.

Sea f½U ; ½V g una partici¶on de la unidad cualquiera subordinada al cubrimiento
fU; V g. De¯nimos

~½U(x) =

Z
S1
½U(g(x))dg y ~½V (x) =

Z
S1
½V (g(x))dg;

donde

Z
S1

denota la integral de Haar (ver el apartado 1.2.2). Veamos que f~½U ; ~½V g
es una partici¶on de la unidad subordinada a U y V .

En efecto, si h 2 S1, aplicando la invarianza de la integral de Haar, tenemos

~½U(h(x)) =

Z
S1
½U(g ¢ h(x))dg =

Z
S1
½U(g(x))dg = ~½U(x);

luego ~½U es invariante, y lo mismo para ~½V . Adem¶as, para todo x 2M , se cumple

~½U(x) + ~½V (x) =

Z
S1
(½U(g(x)) + ½V (g(x)))dg =

Z
S1
dg = 1:

Para terminar, como U y V son invariantes, tenemos

sop ~½U µ S1(sop ½U) µ U y sop ~½V µ S1(sop ½U) µ V:
As¶³ que existen particiones de la unidad invariantes, y se cumple Mayer-Vietoris
para la cohomolog¶³a invariante.

2.2.5 Cuasiisomor¯smo

Hemos visto que en el ejemplo 2.7 la cohomolog¶³a de de Rham y la invariante co-
inciden. En esta secci¶on probaremos que el complejo invariante y el de de Rham
tienen grupos de cohomolog¶³a isomorfos.

De¯nici¶on 2.14 Sean C yD complejos diferenciales, y sea ¶ : C¡!D una aplicaci¶on
de cadenas. Se dice que ¶ es un cuasiisomor¯smo si induce isomor¯smos en los
grupos de cohomolog¶³a.
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En la demostraci¶on del teorema de de Rham (teorema 1.7), lo que hac¶³amos era
de¯nir un cuasiisomor¯smo, que era la integraci¶on de s¶³mplices. Tambi¶en us¶abamos
el lema de Poincar¶e, Mayer-Vietoris, y el m¶etodo de Bredon. Aqu¶³ seguiremos un
camino paralelo, utilizando dichas propiedades y la estructura local de la acci¶on.

Tenemos la inclusi¶on natural de las formas invariantes en las de de Rham,

¶ : I¤(M)¡!¤(M)

Observaci¶on 2.15 En el caso del ejemplo 2.7, la inclusi¶on ¶ : I¤(S1)¡!¤(S1)
es claramente un cuasiisomor¯smo, pues a nivel de cohomolog¶³a, las generadoras de
H0(S1) son las funciones constantes; y las 1-formas cerradas invariantes que cons-
tru¶³amos en el ejemplo 2.7 tambi¶en generan H1(S1), pues tampoco son exactas en
el sentido de de Rham (esta observaci¶on es importante, pues las ¶unicas funciones
inva- riantes eran las constantes): en efecto, si tenemos una 1-forma que en la carta
y se escribe Cdy y f es una funci¶on sobre S1 tal que df = Cdy, se deduce que en
S1 ¡ f1g, la funci¶on es de la forma Cy +A, donde A y C son constantes, lo cual es
imposible por continuidad.

Teorema 2.16 (Teorema de de Rham para cohomolog¶³a invariante)
Sea M una S1-variedad. Entonces, la inclusi¶on ¶ : I¤(M)¡!¤(M) es un cuasi-
isomor¯smo.

Demostraci¶on: Vamos a aplicar el m¶etodo de Bredon (lema 1.11). Comenzamos
cons- truyendo un cubrimiento adecuado.

Recordamos que la proyecci¶on sobre el espacio de ¶orbitas ¼ : M¡!B es abierta.
Tomamos, para cada m 2 M , un entorno tubular equivariante eUm, y consideramos
su proyecci¶on ¼(eUm) = Um µ B, que es un entorno de ¼(m). Como B es una
variedad diferenciable paracompacta, podemos tomar una m¶etrica y una base de
entornos convexos geod¶esicos subordinada al cubrimiento fUmgm2M . Como la in-
tersecci¶on ¯nita de convexos geod¶esicos es otro convexo geod¶esico, el cubrimiento U
formado por las intersecciones ¯nitas de los fUmgm2M es un cubrimiento de abiertos
contr¶actiles que cumple las hip¶otesis del lema 1.11. Por comodidad, denotaremos
¼¡1(U) por eU .

De¯nimos ahora, para cada abierto U µ B, la propiedad

P (U) = \¶ : IH¤(eU)¡!H¤(eU) es un isomor¯smo"

Veamos que se cumplen las hip¶otesis del lema 1.11 (m¶etodo de Bredon):
i) Si U 2 U , entonces se cumple P (U).

En efecto: los abiertos eU son difeomorfos a S1 £ U , con U contr¶actil. Por la
estructura local (ver apartado 2.1), la acci¶on en S1£U consiste en multiplicar en la
componente S1, as¶³ que tenemos las aplicaciones equivariantes:eU ªÃ¡¡¡¡S1 £ V sÃ¡¡¡¡S1
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donde s es una secci¶on cualquiera. Aplicando los funtores contravariantes H¤ e IH¤,
tenemos el siguiente diagrama de grupos:

H¤(eU)
Ã¤¡¡¡¡! H¤(S1 £ V )

s¤¡¡¡¡! H¤(S1)

¶

x??? ¶

x???
IH¤(eU)

Ã¤¡¡¡¡! IH¤(S1 £ V )
s¤¡¡¡¡! IH¤(S1)

que es conmutativo porque a nivel de complejos lo es trivialmente. Aplicando que
ª es difeomor¯smo y el corolario 2.12, tenemos que las °echas horizontales son
isomor¯smos. Por la observaci¶on 2.15, se deduce que la °echa vertical de la derecha
es un isomor¯smo. Por lo tanto, tambi¶en la de la izquierda lo es, es decir, se cumple
P (U).

ii) Si se cumplen P (U); P (V ) y P (U \ V ), entonces se cumple P (U [ V ).
En efecto: aplicando la sucesi¶on exacta larga de Mayer-Vietoris en ambas coho-

molog¶³as a eU [ eV , tenemos para cada p ¸ 0 el diagrama:

Hp¡1(eU)©Hp¡1(eV )

¶1

Hp¡1(eU\eV )

¶2

Hp(eU[eV )

¶3

Hp(eU)©Hp(eV )

¶4

Hp(eU\eV )

¶5

Hp¡1(eU)©Hp¡1(eV ) Hp¡1(eU\eV ) Hp(eU[eV ) Hp(eU)©Hp(eV ) Hp(eU\eV );

donde las °echas verticales est¶an inducidas por la inclusi¶on ¶. Como ¶ conmuta con
los pullbacks de las inclusiones, el diagrama anterior es conmutativo. Por hip¶otesis,
¶1; ¶2; ¶4 y ¶5 son isomor¯smos. Como las ¯las son exactas, aplicando el lema de los
cinco, tenemos que ¶3 tambi¶en lo es.

iii) Si fU®g®2A es una familia disjunta, y P (U®) es cierta para todo ® 2 A,
entonces tambi¶en P (

S
®2A
U®) es cierta.

Es obvio, pues la inclusi¶on ¶ : I¤(
S
®2A
U®)¡!¤(

S
®2A
U®) la podemos escribir

como ¶ = (¶®)®2A, donde ¶® : I¤(U®)¡!¤(U®). Como por hip¶otesis cada ¶® es un
cuasiisomor¯smo, se sigue que ¶ tambi¶en lo es.

As¶³, estamos en las hip¶otesis del lema 1.11, por lo que se cumple P (B), que es
el enunciado del teorema.

Observaci¶on 2.17 Este resultado es cierto si en vez de S1 act¶ua un grupo de
Lie compacto G cualquiera (ver, por ejemplo, [GHV] vol. II, pag. 151). En la
demostraci¶on, se construye una °echa º : ¤(M)¡!I¤(M) de¯nida por º(!) =Z
S1
g¤! dg y un operador homotop¶³a para ver que º ± ¶ induce la identidad en coho-

molog¶³a. La prueba que hemos desarrollado aqu¶³ es m¶as larga, pero re°eja mejor la
estructura local.
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2.3 Formas b¶asicas

Sea M una S1-variedad y ¼ : M¡!B la proyecci¶on sobre el espacio de ¶orbitas. La
sucesi¶on de Gysin relaciona la cohomolog¶³a de M con la de B. En este apartado,
estudiamos las formas de B, que se pueden interpretar como formas deM . Usaremos
que, como hemos visto en el apartado 2.1, al ser la acci¶on libre, (¼;M;B; S1) es un
¯brado localmente trivial.

De¯nici¶on 2.18 Una forma ! 2 ¤(M) se dice que es b¶asica, si existe una forma
!B 2 ¤(B) tal que ! = ¼¤!B, es decir, el conjunto de las formas b¶asicas es Im¼¤.

Lema 2.19 La aplicaci¶on ¼¤ : ¤(B)¡!¤(M) es inyectiva, e Im¼¤ µ I¤(M).

Demostraci¶on: Sea m 2 M y ! 2 q(B) tal que ¼¤! = 0 y sean v1; : : : ; vq vectores
de Tm(M). Entonces,

0 = ¼¤!m(v1; : : : ; vq) = !¼(m)(¼¤v1; : : : ; ¼¤vq):

Como ¼¤ es sobreyectiva, tenemos que ! = 0, luego hemos probado que ¼¤ es
inyectiva. Como adem¶as ¼ ± g = ¼ para todo g 2 S1, si ! es una forma de B,
tenemos:

g¤¼¤! = ¼¤! para g 2 S1:
As¶³ que ¤(B) »= Im¼¤ µ I¤(M).

Caracterizamos a continuaci¶on las formas b¶asicas.

Proposici¶on 2.20 En las condiciones del lema precedente, tenemos la caracteri-
zaci¶on

Im¼¤ = ©n
p=0f´ 2 p(M) : ´(v; v2; ::; vp) =d´(v; v2; :::; vp+1) = 0;

8v 2 ker¼¤; 8vi 2 T (M)g

Demostraci¶on: µ) es inmediata, pues si ! 2 q(M) y v 2 ker¼¤,

¼¤!(v; v2; : : : ; vq) = !(0; ¼¤v2 : : : ; vq) = 0
(d(¼¤!))(v; v2; : : : ; vq+1) = (¼¤d!)(v; v2; : : : ; vq+1) = d!(0; ¼¤v2; : : : ; vq+1) = 0

¶) Sea ´ 2 p(M), con las dos propiedades del enunciado. Hemos de encontrar
una forma ° 2 p(B) tal que ¼¤° = ´. Sea Vm un entorno conexo trivializante de
¼(M) 2 B, y (Vm;ªm) una trivializaci¶on (ver apartado 2.1). Tenemos entonces un
difeomor¯smo ªm : Vm £ S1¡!¼¡1(Vm), y ª¤m´ es una p-forma de Vm£S1. Adem¶as,
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expresada en coordenadas locales, ª¤m´ es combinaci¶on lineal de monomios de la
forma f(x; g)dxi1 : : : dxip, donde x = (x1; : : : ; xn¡1) son coordenadas de V , y g de
S1.

En efecto: tomamos las coordenadas locales (x1; : : : ; xn; g) de Vm £ S1, y sea un
monomio f(x; g)dxi1 : : : dxip¡1dg de la expresi¶on de ª¤m´ en la carta (el ¶unico con
dxi1 : : : dxip¡1

dg). Supongamos que hay un punto m0 = (x0; g0) tal que f(m0) 6= 0.
Ahora evaluamos ª¤´ en los vectores

(v1; ::; vp) = (

µ
@

@g

¶¯̄̄̄
m0

;

µ
@

@xi1

¶¯̄̄̄
m0

; : : : ;

µ
@

@xip¡1

¶¯̄̄̄
m0

):

El ¶unico monomio que no se anula es el anterior, y en ¶el, el ¶unico t¶ermino que no
se cancela es §f(x0; g0) 6= 0. Por otro lado, tenemos ¼¤ª¤v1 = pV ¤v1 = 0, donde
pV : Vm £ S1¡!Vm es la proyecci¶on, y por lo tanto,

ª¤´(v1; : : : ; vp) = ´(ª¤v1; : : : ;ª¤vp) = 0;

que es una contradicci¶on. Por lo tanto, la a¯rmaci¶on de arriba es cierta, y ´ es
localmente combinaci¶on lineal de monomios de la forma f(x; g)dxi1; : : : ; dxip. M¶as
a¶un, esas funciones f son constantes en la coordenada g, pues si diferenciamos y

evaluamos en

µ
@

@g

¶
, obtenemos

@f(x; g)

@g
= 0, y la conexi¶on de Vm completa el

argumento.
Podemos de¯nir entonces °jVm como f(x)dxi1 : : : dxip, y es posible hacer lo mis-

mo con un cubrimiento de abiertos trivializantes de B, describiendo ° localmente.
Notamos que en las intersecciones, ° est¶a bien de¯nida por estarlo ´, y que se cumple
¼¤° = ´, pues no depende de las coordenadas de S1.

Observaci¶on 2.21 La proposici¶on anterior es cierta para un ¯brado localmente
trivial cualquiera, de ¯bra F . Para adaptar la prueba, hay que evaluar en todos los

vectores
³

@
@fi

´¯̄̄
m
.

Las formas b¶asicas son formas \puramente horizontales", levantadas de la base
B. Los vectores de ker¼¤ son vectores \verticales" deM . La primera condici¶on de la
caracterizaci¶on nos dice que las formas b¶asicas s¶olo \detectan" vectores horizontales,
y la segunda condici¶on, que no hay peso alguno por parte de la ¯bra a la hora de
localizar los vectores horizontales.

2.4 Actores que intervienen en la sucesi¶on de Gysin

En esta secci¶on, presentamos los actores que nos permitir¶an descomponer las formas
invariantes de M para obtener la sucesi¶on de Gysin, a saber, el campo fundamental
de la acci¶on, la forma fundamental y la forma de Euler.
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2.4.1 El campo fundamental

Podemos imaginarnos una acci¶on diferenciable © de S1 sobre M como un modo de
\rellenar" M con circunferencias de una \buena" manera.

El campo fundamental es la velocidad de esas ¶orbitas. Si la acci¶on es libre, todos
los puntos se \mueven". Eso signi¯ca que el campo fundamental no se anula. M¶as
expl¶³citamente, dado m 2M , tenemos la aplicaci¶on diferenciable

©m : S1 ¡! M
g 7¡! g(m)

Si la acci¶on es libre, ©m es el embebimiento que identi¯ca S1 con la ¶orbita de m.
Sea ahora la carta t : S1 ¡ f¡1g = feit : ¡¼ < t < ¼g¡!(¡¼; ¼) dada por eit 7! t.
Tenemos el vector ( d

dt
)j1 2 T1S1. De¯nimos el campo fundamental X 2 X(M) como

Xm = (©m)¤1

µ
d

dt

¶¯̄̄̄
1

2 TmM (2.3)

La acci¶on de X sobre funciones diferenciables f 2 C1(M) es como sigue:

Xm(f) = (©m)¤1

µ
d

dt

¶¯̄̄̄
1

f =
d

dt

¯̄̄̄
1

(g7! f(g(m)))

Lema 2.22 El campo fundamental es invariante.

Demostraci¶on: Sea g 2 S1 y m 2M . Hay que probar que g¤Xm = Xg(m). Aplicando
el c¶alculo anterior,

Xg(m)f =
d

dt

¯̄̄̄
1

(g1 7! f(g1g(m)))

g¤(Xm)f = Xm(f ± g) =
d

dt

¯̄̄̄
1

(g1 7! f(gg1(m)))

Como S1 es abeliano, tenemos el lema.

Lema 2.23 Sea m 2M . Entonces, Xm es base de ker¼¤m.
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Demostraci¶on: Primero vemos que Xm 2 ker ¼¤m. Sea f 2 C1(B). Entonces,

¼¤m(Xm)(f) =
d

dt

¯̄̄̄
1

(g7! f(¼(g(m)))) = 0;

pues f(¼(g(m))) = f(¼(m)), que es constante. Como dimB = dimM ¡ 1, y ¼¤ es
suprayectiva, dim(ker¼¤) = 1, y el n¶ucleo est¶a generado por Xm.

Si Y es un campo vectorial sobre M , denotamos por iY : ¤(M)¡!¤¡1(M) el
operador contracci¶on usual. De la proposici¶on 2.20 y el lema 2.23, deducimos una
nueva caracterizaci¶on de las formas b¶asicas:

Proposici¶on 2.24 En las condiciones anteriores,

Im¼¤ = f! 2 ¤(M) j iX! = 0; iXd! = 0g

2.4.2 Forma fundamental y forma de Euler

Sea X el campo fundamental de una acci¶on libre, y ¹ una m¶etrica invariante (ver
el apartado 1.16). El car¶acter libre implica que X no se anula en ning¶un punto
y que, por lo tanto, podamos normalizar la m¶etrica ¹. As¶³, podemos suponer que
¹(X;X) = 1. De¯nimos la forma fundamental Â 2 1(M) como la 1-forma dual de
X, es decir,

Âm(v) = ¹(Xm; v) v 2 TmM
La forma fundamental Â es invariante, pues si v 2 TmM , tenemos

(g¤Â)m(v) = ¹(Xgm; g¤v) = ¹(g¤Xm; g¤v) = ¹(Xm; v) = Âm(v):

Denotamos ahora por LY : ¤(M)¡!¤(M) la derivada de Lie en la direcci¶on del
campo Y . Recordamos que la derivada de Lie es un operador de grado cero, y que
cumple la relaci¶on LY ! = iY d!+diY !. Es tambi¶en un hecho conocido de Geometr¶³a
Diferencial que si M es una S1-variedad y X es el campo fundamental, entonces se
tiene la siguiente caracterizaci¶on de las formas invariantes (para una demostraci¶on,
ver [GHV], vol.II, p¶agina 126):

I¤(M) = f! 2 ¤(M) : LX! = 0g
De hecho, a veces es ¶esta la de¯nici¶on de formas invariantes. Gracias a esta ca-
racterizaci¶on y al importante hecho de que Â(X) = 1, deducimos que la diferencial
de la forma fundamental Â es una forma b¶asica. En efecto, basta comprobar que
cumple las dos condiciones de la proposici¶on 2.24. Como iXÂ = 1, tenemos 0 =
d(iXÂ) = LXÂ ¡ iXdÂ, de donde iXdÂ = 0. Como la otra condici¶on se cumple
trivialmente, deducimos que dÂ es b¶asica.
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De¯nici¶on 2.25 Sea M una S1-acci¶on, y Â la forma fundamental asociada a la
m¶etrica invariante ¹. Llamamos forma de Euler (asociada a ¹) a la forma e 2 2(B)
que cumple ¼¤e = dÂ.

Tanto la forma fundamental como la forma de Euler dependen en un principio
de la m¶etrica invariante ¹ que hayamos escogido. A la luz de la sucesi¶on de Gysin,
veremos que la clase de la forma de Euler es independiente de la m¶etrica.

2.5 Sucesi¶on de Gysin

En esta secci¶on presentamos los resultados centrales de este cap¶³tulo. En las condi-
ciones del apartado 2.1, sea X el campo fundamental, tomamos una m¶etrica inva-
riante ¹, y denotamos por Â la forma fundamental asociada. La sucesi¶on de Gysin
se deduce de la siguiente proposici¶on, que nos permite descomponer las formas inva-
riantes de M en funci¶on de las de B.

Teorema 2.26 En las condiciones anteriores, toda forma invariante deM se puede
escribir de manera ¶unica como ! = ¼¤®+Â^¼¤°, de donde tenemos el isomor¯smo
diferencial

(I¤(M); d) »= (¤(B)© ¤¡1(B);D);

donde D(®; °) = (d®+ ° ^ e;¡d°).
Demostraci¶on: Sea ! 2 I¤(M). Entonces, sumando y restando Â ^ iX!, tenemos

! = Â ^ (iX!) + (! ¡ Â ^ iX!):
Veamos que ambos par¶entesis son formas b¶asicas:
i) iX! es b¶asica.
En efecto, como 0 = LX! = iXd! + diX!, tenemos

iX(iX!) = !(X;X; :::) = 0
iX(diX!) = iX(¡iX!) = 0

2) ! ¡ Â ^ iX! es b¶asica.
Como ! ¡ Â ^ iX! es claramente invariante, nuevamente se cumple la segunda

condici¶on de 2.24. Por otro lado,

iX(! ¡ Â ^ iX!) = iX! ¡ (1 ^ iX! + 0) = 0

Por lo tanto, existen ® y ° formas de B tales que ! = ¼¤®+ Â^ ¼¤°. Notamos que
esa descomposici¶on es ¶unica. En efecto, si ! 2 Ip(M), y

! = ¼¤®+ Â ^ ¼¤° = ¼¤®1 + Â ^ ¼¤°1;
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aplicando iX a ambos lados, obtenemos ° = °1 y, por lo tanto, tambi¶en ® = ®1.
Para terminar, podemos representar cada forma invariante ! = ¼¤® + Â ^ ¼¤°

mediante (®; °). Con esta notaci¶on, la diferencial queda d(®; °) = (d®+°^ e;¡d°).

Construimos ahora la siguiente sucesi¶on de complejos diferenciales, llamada suce-
si¶on de Gysin:

0 ¡! ¤(B)
¼¤¡¡¡¡! I¤(M)

H
¡¡¡¡! ¤¡1(B) ¡! 0

(®; °) 7¡! S(°)
® 7¡! (®; 0)

(2.4)

donde el operador S es un \ajuste" de signo para que la aplicaci¶on
H

sea una
aplicaci¶on de cadenas, es decir, para que conmute con d. Pasamos a de¯nirla:
dada una variedad diferenciable N , de¯nimos el operador S : ¤(N)¡!¤(N) que

asigna a cada forma ! =
X
q¸0
!q la forma S(!) =

X
q¸0

(¡1)q!q, donde !q 2 q(M).

Notamos que S es un automor¯smo, es m¶as, es una involuci¶on, pues claramente
S ± S es la identidad. Su comportamiento con respecto al producto es distributivo;
un c¶alculo directo nos revela que S(° ^ ¯) = S(°)^ S(¯). Es igualmente inmediato
comprobar que su comportamiento con respecto a la diferencial est¶a dado por la
f¶ormula S(d!) = ¡dS(!). Llamamos a la aplicaci¶on

H
integraci¶on a lo largo de la

¯bra.

Teorema 2.27 La sucesi¶on de Gysin es exacta.

Demostraci¶on: La aplicaci¶on
H

es una aplicaci¶on de cadenas, puesI
d(®; °) =

I
(d®+ ° ^ e;¡d°) = S(¡d°) = dS(°) = d

I
(®; °):

El resto de las comprobaciones son inmediatas.

La sucesi¶on exacta corta de complejos (2.4) induce una sucesi¶on exacta larga en
cohomolog¶³a, tambi¶en llamada sucesi¶on de Gysin:

: : : ¡! Hp(B)
¼¤¡! IHp(M)

H
¡! Hp¡1(B)

"¡! Hp+1(B) ¡! : : : : (2.5)

Como la cohomolog¶³a invariante es la misma que la de de Rham, esta sucesi¶on es
un caso particular de la sucesi¶on (2.1) con k = 1. Calculamos a continuaci¶on, por el
procedimiento habitual, el homomor¯smo conexi¶on que hemos denotado por ": sea
° un p-ciclo de B. Una antimagen por

H
es (¡1)p(0; °) 2 Ip+1(M). Su diferencial
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es (¡1)p(e ^ °; 0), pues d° = 0. Por lo tanto, el homomor¯smo conexi¶on ", salvo
el signo, es multiplicar por la clase de la forma de Euler e. Con m¶as precisi¶on, si
[°] 2 H¤(B), entonces se tiene

"([°]) = [S(°) ^ e]:

2.5.1 Invarianza con respecto de la m¶etrica

En un principio, la sucesi¶on de Gysin que hemos construido depende de la m¶etrica
utilizada, as¶³ como la forma fundamental, y, por lo tanto, la forma de Euler. No
obstante, la integraci¶on a lo largo de las ¯bras

H
de (2.4) es independiente de la

m¶etrica que hayamos elegido.
En efecto, supongamos que elegimos dos m¶etricas ¹1 y ¹2 normalizadas y sean

sus formas fundamentales Â1 y Â2 respectivamente. Sea ! una forma invariante de
M . Siguiendo el proceso de la proposici¶on 2.26, tendr¶³amos las descomposiciones:

! = ¼¤®1 + Â1 ^ ¼¤°1 = ¼¤®2 + Â2 ^ ¼¤°2; (2.6)

donde ®i; °i son formas de B para i = 1; 2. Como Â1(X) = Â2(X) = 1, aplicando iX
a (2.6), obtenemos que °1 = °2, y por ende, ®1 = ®2. Por lo tanto, la de¯nici¶on de
la sucesi¶on exacta corta de complejos (2.4) es independiente de la m¶etrica invariante
normalizada que hayamos tomado. As¶³, la sucesi¶on inducida en cohomolog¶³a tambi¶en
lo es, y por ende, tambi¶en el homomor¯smo conexi¶on. De este modo, la forma de
Euler e puede depender de la m¶etrica elegida, pero su clase de cohomolog¶³a, no, ya
que [e] = "([1]).

De¯nici¶on 2.28 Llamamos clase de Euler a la clase de cohomolog¶³a [e] 2 H2(B)
de una forma de Euler e cualquiera.

2.5.2 Estructura multiplicativa

La sucesi¶on exacta corta de Gysin es una sucesi¶on de R-m¶odulos, es decir, de espacios
vectoriales reales. Ahora bien, podemos dotar a los complejos que intervienen de
estructura de ¤(B)-m¶odulo. Para ello, consideramos en ¤(B) el producto exterior
usual por la derecha, y en I¤(M), el producto dado por

(®; °) ^ ¯ = (® ^ ¯; ° ^ S(¯)) para (®; °) 2 I¤(M); ¯ 2 ¤(B)

Notamos que, con esta estructura, como S es distributivo con respecto a ^, las apli-
caciones ¼¤ y

H
son homomor¯smos de ¤(B)-m¶odulos. De este modo, la sucesi¶on

de Gysin corta es una sucesi¶on exacta de ¤(B)-m¶odulos, y la sucesi¶on de Gysin
larga, lo es de H¤(B)-m¶odulos. Estas consideraciones nos ser¶an de gran utilidad
para calcular la cohomolog¶³a de ciertos espacios de ¶orbitas en el cap¶³tulo 4.
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2.6 Aplicaci¶on: Cohomolog¶³a de CPn

A modo de ilustraci¶on, vamos a utilizar la sucesi¶on de Gysin para calcular la coho-
molog¶³a del espacio proyectivo complejo CPn.

Consideramos en Cn+1 ¡ f0g la relaci¶on de equivalencia dada por (z0; : : : ; zn) »
(w0; : : : ; wn) si y s¶olo si existe ¸ 2 C ¡ f0g tal que ¸(z0; : : : ; zn) = (w0; : : : ; wn).
El cociente por esa relaci¶on de equivalencia es el espacio proyectivo complejo de
dimensi¶on n:

CPn = (Cn+1 ¡ f0g)= » :
Los elementos de CPn, los denotamos por [z0; : : : ; zn]. Por de¯nici¶on de topolog¶³a
cociente, recordamos que un subconjunto U ½ CPn ser¶a abierto si y s¶olo si p¡1(U) µ
Cn+1 ¡ f0g es abierto, donde p es la aplicaci¶on cociente.

Vamos a dar a CPn estructura de variedad diferenciable. Consideramos los abier-
tos

Uj = f[z0; : : : ; zn] 2 CPn : zj 6= 0g;
y los homeomor¯smos ªj : Uj¡!Cn, dados por

ªj([z0; : : : ; zn]) = (z0=zj ; : : : ;[zj=zj ; : : : ; zn=zj)

con inversas
ª¡1j (w1; : : : ; wn) = [w0; : : : ; 1; : : : ; wn]:

Tomamos la colecci¶on de cartas A = f(Uj ;ªj)gj. Los cambios de cartas tienen coor-
denadas del tipo wi=wj ¶o 1=wj . El atlas A da a CPn estructura de variedad compleja
(los cambios de cartas son funciones holomorfas). Consideraremos la estructura de
variedad diferenciable inducida al interpretar Cn como R2n.

Sea ahora la acci¶on de S1 = fz 2 C : jzj = 1g sobre la esfera S2n+1 (que
representamos mediante f(z0; : : : ; zn) 2 Cn+1 : jz0j2 + ¢ ¢ ¢ + jznj2 = 1g) de¯nida
mediante

z ¢ (z0; : : : ; zn) = (z ¢ z0; : : : ; z ¢ zn):
Es claramente libre y diferenciable. Se le llama la acci¶on de Hopf, y la proyecci¶on
sobre el espacio de ¶orbitas, es la aplicaci¶on de Hopf.

Proposici¶on 2.29 El espacio de ¶orbitas de la acci¶on de Hopf es difeomorfo a CPn.

Demostraci¶on: Es f¶acil comprobar que la aplicaci¶on que asigna a la clase de (z0; : : : ; zn)
en S2n+1=S1 la clase de (z0; : : : ; zn) en CPn, es una biyecci¶on. Como es una biyecci¶on
continua de un compacto en un espacio Hausdor®, es un homeomor¯smo. Notamos
que la estructura diferenciable que hemos dado a CPn es la misma que se de¯ne
mediante el teorema de la loncha diferenciable (teorema 2.1), y por lo tanto, la
biyecci¶on anterior es, de hecho, un difeomor¯smo.
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Escribimos la sucesi¶on de Gysin correspondiente a la acci¶on de Hopf

: : : ¡! Hi(S2n+1) ¡! Hi¡1(CPn) ¡! H i+1(CPn) ¡! Hi+1(S2n+1) ¡! : : : (2.7)

Recordamos que la cohomolog¶³a de S2n+1 es R en los grados 0; 2n + 1 y nula en el
resto. Por lo tanto, obtenemos de (2.7)

Hp(CPn) »= Hp+2(CPn) si 0 ∙ p ∙ 2n¡ 1

Como el cociente de un espacio conexo es conexo, CPn tambi¶en lo es, y tenemos que
H0(CPn) = R, y por lo tanto, en todos los grados pares. Si escribimos la sucesi¶on
(2.7) con i = 0, obtenemos H1(CPn) = 0, y por lo tanto, todos los grados impares
tambi¶en se anulan. Hemos obtenido:

Hp(CPn) =

(
R si p = 0; 2; : : : ; 2n

0 en otro caso.

Veamos ahora la estructura producto. Un generador de H0(CPn) es la funci¶on
constante 1. Como el homomor¯smo conexi¶on (que, salvo signo, era multiplicar por
la clase de Euler) es un isomor¯smo, tenemos que [e] es un generador de H2(CPn).
Por el mismo argumento, [e ^ e] es un generador de H4(CPn), y as¶³ sucesivamente.
Hemos probado el isomor¯smo de ¶algebras:

H¤(CPn) »= R[e]=en+1

Observaci¶on 2.30 En realidad, hemos probado algo m¶as fuerte, pues tan s¶olo
hemos usado la sucesi¶on de Gysin y la cohomolog¶³a de la esfera. Hemos proba-
do que la cohomolog¶³a del espacio de ¶orbitas de una acci¶on libre y diferenciable
de S1 sobre una variedad con la cohomolog¶³a de S2n+1 (es decir, una esfera coho-
mol¶ogica) tiene que ser la misma que hemos calculado para CPn. Un tal espacio se
dice que es un espacio proyectivo complejo cohomol¶ogico.



Cap¶³tulo 3

Sucesi¶on de Gysin. El caso
semilibre

La sucesi¶on de Gysin se encuentra t¶³picamente en el marco de la Topolog¶³a Alge-
braica. En el cap¶³tulo anterior, la hemos construido en el caso particular de una
acci¶on libre diferenciable de S1 sobre una variedadM . En este cap¶³tulo, extendemos
la sucesi¶on de Gysin a las acciones semilibres, es decir, acciones donde permitimos
que haya puntos ¯jos (que denotaremos por F ), siendo la acci¶on libre en M ¡ F .
Podemos considerar F como un subespacio del espacio de ¶orbitas B. La sucesi¶on de
Gysin que vamos a obtener, recoge informaci¶on sobre F en forma de cohomolog¶³a
relativa:

: : : ¡! Hp(B) ¡! Hp(M) ¡! Hp¡1(B;F ) ¡! Hp+1(B) ¡! : : : (3.1)

Si queremos seguir en este caso el mismo m¶etodo que para las acciones libres, nos
encontramos con dos particularidades:

1) el espacio de ¶orbitas B no tiene por qu¶e ser una variedad,
2) el campo fundamental se anula en F (recordar en la descomposici¶on del caso

libre era esencial que no se anulase).
Solventaremos t¶ecnicamente esta nueva situaci¶on con la explosi¶on de JÄanich y

las formas de Verona. Una forma de Verona de M consiste en tomar una forma en
M ¡ F y otra en F , compatibles en un cierto sentido. Para expresar esa compati-
bilidad, utilizamos la explosi¶on de JÄanich. El complejo con el que trabajaremos en
M ser¶a el complejo de las formas de Verona invariantes I¤v(M), que probaremos
que proporciona la misma cohomolog¶³a que la de de Rham. Nuevamente, usando el
campo fundamental de la acci¶on y una m¶etrica invariante, podremos descomponer
el complejo I¤v(M) y obtener la sucesi¶on de Gysin.

Como dijimos en la introducci¶on, la sucesi¶on de Gysin (3.1) es v¶alida para una
acci¶on diferenciable cualquiera de S1 sobre M . Abordar el caso general, en el que

33



34 Cap¶³tulo 3. Sucesi¶on de Gysin. El caso semilibre

aparecen puntos con subgrupos de isotrop¶³a ¯nitos, supone la complicaci¶on t¶ecnica
de tener que considerar un estrato (es decir, un conjunto de subvariedades) para
cada subgrupo de isotrop¶³a en lugar de dos (como en el caso semilibre: los puntos
¯jos y los \m¶oviles"). Tendr¶³amos que trabajar con una forma en cada estrato para
hacer lo mismo que hacemos en este cap¶³tulo, lo cual es un esfuerzo que no aporta
nada realmente nuevo. Adem¶as, el objetivo de este trabajo es poder generalizarlo a
ciertas acciones de R. En ese caso se trabaja con formas de M , y no con formas del
espacio de ¶orbitas, pues ¶este puede llegar a ser muy patol¶ogico.

Durante todo el cap¶³tulo, © ser¶a una acci¶on semilibre y diferenciable de S1 sobre
una variedad conexa M , y ¼ : M¡!B la proyecci¶on sobre el espacio de ¶orbitas.
Para evitar trivialidades, eliminamos el caso en que todos los puntos sean ¯jos.

3.1 Particularidades del caso semilibre

En una acci¶on libre todos los subgrupos de isotrop¶³a eran triviales. Esto hac¶³a que
la estructura local de la acci¶on fuera la misma para todos los puntos de la variedad,
y pod¶³amos dar una estructura de variedad al espacio de ¶orbitas B.

Cuando la acci¶on es semilibre, el subgrupo de isotrop¶³a de un punto m 2 M
puede ser o el trivial (punto libre) o todo S1 (punto ¯jo). Este hecho implica que la
estructura local de cada punto es distinta, y de hecho, el espacio de ¶orbitas no va a
ser una variedad. Ilustremos esta primera particularidad con un par de ejemplos:

Ejemplo 3.1 Sea la acci¶on de S1 sobre R2 dada por ©(eit; (r; µ)) = (r; t+ µ), donde
hemos representado los elementos de R2 en coordenadas polares. La acci¶on es semili-
bre, y el origen es el ¶unico punto ¯jo. El espacio de ¶orbitas es homeomorfo a [0;1),
que es una variedad con borde. Este caso no parece problem¶atico, pues tambi¶en
podemos hablar de formas diferenciales en variedades con borde.

Ejemplo 3.2 Sea la acci¶on © de S1 sobre CPn (n ¸ 2) dada por

©(z; [z0; z1; : : : ; zn]) = [z ¢ z0; z1; : : : ; zn]:
Un sencillo c¶alculo directo nos revela que los puntos ¯jos son el punto [1; 0; : : : ; 0]
y los puntos de la forma [0; z1; z2; : : : ; zn], as¶³ que el conjunto de los puntos ¯jos es
homeomorfo a la uni¶on disjunta

F = f¤g [CPn¡1:
Los dem¶as puntos son libres. Se puede probar que el espacio de ¶orbitas es home-
omorfo al cono C(CPn¡1), que no es una variedad diferenciable. En efecto, si lo
fuera, podr¶³amos tomar un entorno U del v¶ertice difeomorfo a R2n¡1. Consideramos
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tambi¶en el abierto V = C(CPn¡1) ¡ fv¶erticeg. Notamos que U \ V y V resultan
difeomorfos a S2n y CPn¡1 £ (0; 1) respectivamente. Como C(CPn¡1) = U [ V y es
contr¶actil, la sucesi¶on de Mayer-Vietoris nos revela:

: : : ¡! 0 ¡! H2(R2n)©H2(CPn¡1) ¡! H2(S2n) ¡! : : :

Como n ¸ 2, tenemos que H2(CPn¡1) = 0, pero sabemos que H2(CPn¡1) = R. Este
ejemplo es m¶as patol¶ogico que el anterior, pues el espacio de ¶orbitas no es ni siquiera
una variedad topol¶ogica.

La otra diferencia fundamental con el caso de las acciones libres es el hecho de que
el campo fundamental se anule en los puntos ¯jos. En efecto, sea m un punto ¯jo.
Como la aplicaci¶on

©m : S1¡!M
dada por ©m(g) = g(m) es constante, el valor del campo fundamental en m es

Xm = (©m)¤1

µ
d

dt

¶¯̄̄̄
1

= 0:

Recordemos que en el caso libre era crucial que el campo fundamental no se anulase
para probar el teorema 2.26 y para que la diferencial de la forma fundamental fuese
b¶asica.

3.1.1 Puntos ¯jos

Probamos a continuaci¶on que el conjunto de puntos ¯jos es una subvariedad (que
puede tener componentes de distinta dimensi¶on, como en el ejemplo 3.2).

Proposici¶on 3.3 El conjunto F de los puntos ¯jos de una acci¶on semilibre es uni¶on
disjunta de subvariedades cerradas invariantes de M .

Demostraci¶on: Para ver que F es cerrado, tomamos un punto x 2 F y una sucesi¶on
fxngn2N µ F que tenga como l¶³mite x. Para todo g 2 S1 se tiene que

g(x) = lim
n!1

g(xn) = lim
n!1

xn = x;

luego x 2 F , y F es cerrado.
Vamos a probar que F es una subvariedad, viendo que todo punto x 2 F tiene

un entorno U µ M tal que U \ F es subvariedad de M (sin precisar la dimen-
si¶on, que puede variar de punto a punto). Podemos considerar fxg como una sub-
variedad cerrada invariante de M de dimensi¶on cero. Por el teorema del entorno
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tubular equivariante (teorema 1.21), podemos tomar un difeomor¯smo equivariante
ª: N(x)¡!U µM , donde N(x) es el ¯brado normal de M en x y U es un abierto
invariante de M . Ahora bien, como fxg consta de un solo punto, N(x) = TxM .
Recordamos que la acci¶on de S1 en TxM es ortogonal. Consideramos el conjunto

ª¡1(U \ F ) = fv 2 TxM : g¤v = v 8g 2 S1g;

que es un subespacio vectorial (y, por lo tanto, una subvariedad) de TxM . Como ª
es difeomor¯smo, U \ F es una subvariedad de M y como podemos hacer esto con
todos los puntos de F , tenemos que F es una subvariedad.

Como hemos evitado el casoM = F , el hecho de que en un espacio vectorial todo
subespacio propio tiene complementario denso, nos permite asegurar que los puntos
cuyo grupo de isotrop¶³a es trivial (puntos \m¶oviles") constituyen una subvariedad
abierta densa en M , a saber, M ¡ F . Tenemos una partici¶on (M ¡ F; F ) de M en
dos subvariedades : la parte regular M ¡ F y la parte singular F . Notamos que si
x 2 F , entonces la clase ¼(x) µ B consta de un solo punto. A la vista de esto y
por comodidad, identi¯caremos F con ¼(F ), considerando F como un subespacio
del espacio de ¶orbitas B. M¶as a¶un, como la acci¶on es libre en M ¡ F , el espacio
cociente M ¡F=S1 = ¼(M ¡F ) = B¡F es una variedad diferenciable. Como ¼ es
continua y sobreyectiva, B ¡ F es denso en B. Aunque B no sea una variedad, se
tiene una partici¶on (B ¡ F; F ) de B en dos variedades, similar a la que tenemos en
M . Abstraemos a continuaci¶on este fen¶omeno.

De¯nici¶on 3.4 Sea un espacio topol¶ogico X y un cerrado F µ X. Entonces, se
dice que (X ¡ F;F ) es una estructura de pseudovariedad para X si se cumple:

i) X ¡ F es un abierto denso en X;
ii) tanto X ¡ F como F tienen estructura de variedad diferenciable compatible

con la topolog¶³a de X.

Observaci¶on 3.5 Las particiones (M ¡ F; F ) y (B ¡ F; F ) dan a M y B sendas
estructuras de pseudovariedad.

3.2 Explosi¶on de JÄanich

En este apartado introducimos la explosi¶on, una herramienta t¶ecnica que nos per-
mitir¶a trabajar con acciones semilibres. Como primer paso, vamos a dar una idea
intuitiva de qu¶e es la explosi¶on. Seg¶un lo visto en el apartado anterior, las dos
particularidades que diferencian el caso libre del semilibre se deben a la aparici¶on
de un conjunto de puntos ¯jos F . Intuitivamente hablando, la diferencia no parece
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cr¶³tica, pues el complementario de la zona \distinta" (es decir, de F ), es denso en
M , y fuera de ¶el la situaci¶on es conocida.

La explosi¶on es una t¶ecnica que consiste en sustituir en M la subvariedad F por
un ¯brado de F , obteniendo una variedad con borde fM , a la cual podemos extender
la acci¶on de manera libre. Ilustramos esta idea con un ejemplo sencillo:

Ejemplo 3.6 Sea el cilindro macizo M = D2 £ (0; 1). Tenemos la acci¶on de S1
sobre M mediante las rotaciones alrededor del ¶anima . La acci¶on es semilibre, y
la subvariedad de los puntos ¯jos F es el ¶anima. Al sustituir F por el tubo T ,
obtenemos la variedad con borde fM , en la cual podemos de¯nir la acci¶on de manera
libre.

�

�

�

�

3.2.1 Construcci¶on de la explosi¶on

Durante este p¶arrafo nos olvidaremos moment¶aneamente de la acci¶on sobre M , y
de¯niremos la explosi¶on para una subvariedad cerrada cualquiera deM . Describire-
mos el proceso siguiendo [Jan] y [Dav].

Sea E un ¯brado vectorial sobre la variedad F . Sea E0 el complemento de la
secci¶on cero. Denotamos R+ = (0;1), que act¶ua sobre E0 libremente, por multi-
plicaci¶on en las ¯bras. Asociamos a E el ¯brado cilindro no negativo C+E, de¯nido
por:

C+E = (E0 £ [0;1))=R+ ;

donde s 2 R+ act¶ua sobre (x; t) 2 E0 £ [0;1) mediante s ¢ (x; t) = (xs¡1; st).
Como E0£ [0;1) es una variedad con borde, su cociente por una acci¶on libre, C+E,
tambi¶en lo es. El borde de C+E es un nuevo ¯brado, y lo denotaremos §E, es decir,

§E = (E0 £ f0g)=R+
»= E0=R+:

Geom¶etricamente, C+E resulta de pegar E0 con §E \adecuadamente". En la sigu-
iente ¯gura, hemos representado cada E0 con un plano en el producto E0 £ [0;1).
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En la acci¶on de R+ sobre E0 £ [0;1), la ¶orbita de un punto (x; t) con t > 0 es
el conjunto f(xs¡1; s) : s 2 R+g, que hemos representado en la ¯gura como una
hip¶erbola. E0 £ f1g contiene un representante de cada ¶orbita de este tipo. En el
nivel t = 0, tenemos, al pasar al espacio de ¶orbitas, §E.

�
�

��

�

La aplicaci¶on c : C+E¡!E de¯nida por c([x; t]) = tx, lleva C+E ¡ §E en E0

difeom¶or¯camente, y proyecta §E sobre F .

Ejemplo 3.7 Si E es un ¯brado vectorial trivial (E = F £ Rn+1), el cilindro no
negativo de E resulta

C+E = F £ Sn¡1 £ [0;1);

y la aplicaci¶on c se de¯ne por:

c : F £ Sn £ [0;1) ¡! F £ C(Sn)
(x; y; t) 7¡! (x; [y; t])

donde hemos identi¯cado Rn+1 con C(Sn).

En nuestro caso, sea N(F ) el ¯brado normal de F enM . Por el teorema del entorno
tubular, tenemos un embebimiento ª: N(F )¡!M . De¯nimos ahora una variedad

con borde fM . Como conjunto va a ser la uni¶on disjunta de (M ¡F ) y §N(F ), que
denotaremos por (M ¡ F )

F
§N(F ). De¯nimos la aplicaci¶on:

¿ : C+N(F )¡!(M ¡ F )
G

§N(F ); (3.2)

dada por

¿([x; t]) =

(
ª(tx) si t6= 0;

[x; 0] si t = 0.
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Es f¶acil comprobar que ¿ es inyectiva. De esta manera, ¿ (C+N(F )) adquiere, v¶³a ¿ ,
una estructura de variedad con borde. Notamos que como ª es un difeomor¯smo,
la estructura diferenciable de (M ¡ F ) \ ¿(C+N(F )) como subvariedad de M es la

misma que como subvariedad de fM . Esto nos da una estructura diferenciable en fM ,
para la cual podemos considerar ¿ como aplicaci¶on collar. Para referirnos al borde
de fM , usaremos la notaci¶on @fM . La aplicaci¶on c induce una aplicaci¶on

LM : fM¡!M

de¯nida mediante la identidad en M ¡ F y la proyecci¶on de §N(F ) sobre F .

Hay que probar que la estructura diferenciable de fM no depende de la aplicaci¶on
tubular ª que hayamos elegido. Para ello, la clave ser¶a el siguiente resultado:

Proposici¶on 3.8 Sean E1 y E2 dos ¯brados vectoriales sobre F . Sea ' : E1¡!E2

una aplicaci¶on diferenciable tal que '¡1(F ) = F y tal que la restricci¶on de la apli-
caci¶on '¤ : E1¡!E2 a cada ¯bra es un isomor¯smo lineal. Entonces, existe una
¶unica aplicaci¶on diferenciable e' : C+E1¡!C+E2 tal que el siguiente diagrama es
conmutativo,

C+E1
e'¡¡¡¡! C+E2

c

???y ???y c

E1
'¡¡¡¡! E2

donde c([x; t]) = tx. De hecho, e' viene dada por la f¶ormula

e'([x; t]) =

(
[t¡1'(tx); t] si t6= 0

['¤(x); 0] si t = 0.
(3.3)

Demostraci¶on: Como cjC+E1¡§E1 es un difeomor¯smo, si existe e'0 : C+E1¡!C+E2

que hace que el diagrama conmute, entonces ha de cumplirse:

e'0([x; t]) = ['(tx); 1] = [t¡1'(tx); t] para [x; t] 2 C+E1 ¡ §E1:

Por lo tanto, basta probar que la f¶ormula (3.3) de¯ne una aplicaci¶on diferenciable;
la unicidad se deduce de que e' y e'0 coinciden en un abierto denso.

Para ver que e' de¯nida por la f¶ormula (3.3) es diferenciable, construimos el
siguiente diagrama conmutativo.

(E1)0 £ [0;1)
'¡¡¡¡! (E2)0 £ [0;1)

p1

???y ???y p2

C+E1
e'¡¡¡¡! C+E2
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donde p1(x; t) = [x; t] es la proyecci¶on sobre el espacio de ¶orbitas de la acci¶on
que de¯n¶³a el cilindro no negativo, y lo mismo para p2 (por lo tanto, p1 y p2 son
submersiones sobreyectivas), y la aplicaci¶on ' est¶a dada por

'(x; t) =

(
(t¡1'(tx); t) si t6= 0;

('¤(x); 0) si t = 0;

que es una aplicaci¶on diferenciable (la prueba es un ejercicio de c¶alculo; ver [Hir],
pag.112). Entonces, e'±p1 es diferenciable, y como p1 es una submersi¶on sobreyectiva,
obtenemos que e' es continua y diferenciable (ver [BrCl], pag. 86).

Sean ahora dos entornos tubulares

ªi : N(F )¡!M para i = 1; 2

que inducen aplicaciones collares

¿i : C+N(F )¡!fM para i = 1; 2:

Tenemos, pues, dos estructuras de variedad diferenciable con borde en fM , a pri-
ori, distintas. A¯rmar que ambas coinciden es equivalente a que la aplicaci¶on
¿¡11 ± ¿2 : C+N(F )¡!C+N(F ), que est¶a de¯nida en un entorno de §N(F ), sea un
difeomor¯smo. Ahora bien, ¿¡11 ± ¿2 = e', donde ' = ª¡11 ±ª2, que es un difeomor¯s-
mo de¯nido sobre un abierto de §N(F ), as¶³ que por la proposici¶on anterior, ¿¡11 ± ¿2
es un difeomor¯smo. Hemos probado el siguiente corolario:

Corolario 3.9 La estructura de variedad diferenciable con borde inducida en fM
mediante el collar de¯nido por 3.2, no depende del entorno tubular elegido.

3.2.2 Estructura local de la acci¶on

Vamos a describir unos entornos deM que nos facilitan una expresi¶on local adecuada
para trabajar con la explosi¶on. Sea un punto ¯jo x 2 F , y sea k+ 1 la codimensi¶on
de la componente conexa de F que contiene a x. Tomamos un entorno tubular
ª: N(F )¡!M , y una carta trivializante Á : U £ C(Sk)¡!N(F ) de x, donde U es
un abierto de F . As¶³ considerada, Ã resulta un embebimiento. Usando la expresi¶on
de la explosi¶on de JÄanich de U £ C(Sk) (ver el ejemplo 3.7) y la proposici¶on 3.8,
podemos levantar Ã a las explosiones, obteniendo el siguiente diagrama conmutativo:

U £ Sk £ [0;1)
eÃ¡¡¡¡! C+N(F )

¿¡¡¡¡! fM
p

???y c

???y ???y LM

U £ C(Sk) Ã¡¡¡¡! N(F )
ª¡¡¡¡! M

(3.4)
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donde p(u; x; t) = (u; [x; t]), y eÃ, un embebimiento. Diremos que el entorno W =
ª(Ã(U £ C(Sk))) es un entorno distinguido asociado a la aplicaci¶on tubular ª. El
diagrama precedente muestra que LM es una aplicaci¶on diferenciable.

Vamos a de¯nir a partir de la acci¶on semilibre ©: S1 £M¡!M una nueva acci¶on
libre e©: S1 £ fM¡!fM , de modo que la explosi¶on LM sea equivariante. Notamos
que entonces, e© queda determinada en fM¡@fM (recordemos que LM jfM¡@fM es la

identidad de M ¡ F ), y nos basta extenderla a un entorno de @fM .
Tomamos un entorno distinguido W de x 2 F . Tenemos pues, el diagrama

conmutativo
U £ Sk £ [0;1)

eÁ¡¡¡¡! fM
p

???y ???y LM

U £ C(Sk) Á¡¡¡¡! M

(3.5)

donde Á y eÁ son embebimientos, y W = Á(U £ C(Sk)).
Por el corolario 3.9, podemos suponer que el entorno tubular ª: N(F )¡!M

con el que hacemos la explosi¶on es equivariante. Esto implica que la acci¶on inducida
en U £ C(Sk) \vive" en cada Sk en el sentido siguiente: sea v 2 N no nulo, y sea
g 2 S1. Como la acci¶on es lineal y preserva la m¶etrica, tenemos que

kg ¢ vk = kg¤vk = kvk y g¤v = kvkg¤(v=kvk);

es decir, la acci¶on est¶a de¯nida sobre cada esfera Sk£ftg µ C(Sk), para todo t6= 0, y
en particular la acci¶on sobre Sk£f1g determina la acci¶on sobre las dem¶as. En otras
palabras, existe una acci¶on ©S : S1 £ Sk¡!Sk tal que la acci¶on ©D sobre U £C(Sk)
dada por

©D(g; (u; [x; t])) = (u; [©S(g; x); t]) para g 2 S1;
hace que Á sea equivariante. Como la acci¶on enM¡F es libre, la acci¶on ©S tambi¶en
lo es. De¯nimos en U £ Sk £ [0;1) la acci¶on e©D dada por

e©D(g; (u; x; t)) = (u;©S(g; x); t) para g 2 S1;

que es, claramente, libre. Tenemos inducida, por lo tanto una acci¶on e© de¯nida
en un entorno fW = L¡1M (W ) de L¡1M (x) en fM . Notamos que esta acci¶on coincide

con la que ten¶³amos establecida en fM¡@fM , de modo que por un argumento de
densidad, es la ¶unica que hace que LM jfW sea equivariante. Esta unicidad origina

que si repetimos este proceso, obteniendo una nueva acci¶on para un entorno fW1, tal
que fW \fW1 6= ;, ambas acciones coinciden sobre fW \fW1. Procediendo de igual
manera para cada punto x 2 F , extendemos la acci¶on a todo fM . Hemos probado la
siguiente proposici¶on:
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Proposici¶on 3.10 Existe una ¶unica acci¶on libree©: S1 £ fM¡!fM
de modo que la explosi¶on LM : fM¡!M es equivariante.

Observaci¶on 3.11 Como la acci¶on sobre Sk es libre, el Teorema de la Esfera Peluda
(ver, por ejemplo, [Rot], pag. 123) fuerza que k tiene que ser impar. De aqu¶³
deducimos que la codimensi¶on de cada componente conexa de F en una acci¶on
semilibre ha de ser par.

3.2.3 Explosi¶on para el espacio de ¶orbitas

Construimos ahora una explosi¶on para el espacio de ¶orbitas B. Como la acci¶on
que hemos de¯nido sobre fM es libre, el espacio de ¶orbitas fM=S1 es una variedad

diferenciable (con borde, al igual que fM), que denotaremos por eB. Indicare-

mos con e¼ : fM¡! eB la aplicaci¶on cociente de la acci¶on. Recordamos que la ex-
plosi¶on LM : fM¡!M es equivariante; por lo tanto, induce una aplicaci¶on continua
LB : eB¡!B mediante

LB(e¼(em)) = ¼LM(em) para em 2 fM:
Tenemos, por lo tanto, un diagrama conmutativofM e¼¡¡¡¡! eB

LM

???y ???y LB

M
¼¡¡¡¡! B

Aplicando ¼ al diagrama conmutativo equivariante (3.4), deducimos que cada punto
y 2 F µ B tiene un entornoW (que tambi¶en llamaremos distinguido) homeomorfo a
U £C(CP n), donde U µ F y CPn = Sk=S1 es un espacio proyectivo complejo coho-
mol¶ogico, es decir, una variedad que tiene la cohomolog¶³a de CPn, donde k = 2n+1.
La estructura local en y queda descrita por el siguiente diagrama conmutativo:

U £ CPn £ [0;1)
e'¡¡¡¡! eB

p

???y ???y LB

U £ C(CPn)
'¡¡¡¡! B

(3.6)

donde p(u; x; t) = (u; [x; t]), ' es un homeomor¯smo y e' un embebimiento. Notamos

que la proyecci¶on LB : @ eB¡!F es un ¯brado localmente trivial de ¯bra CP n en
cada componente conexa.

Esta construcci¶on que hemos desarrollado para los casos concretos deM y B, se
puede abstraer al concepto de explosi¶on para una pseudovariedad.
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De¯nici¶on 3.12 Sea (X¡F;F ) una pseudovariedad, y eX una variedad con borde.

Decimos que una aplicaci¶on continua LX : eX¡!X es una explosi¶on de la pseudovar-
iedad (X ¡ F;F ) si se cumple:

i) la restricci¶on LX j eX¡@ eX : eX¡@ eX¡!X ¡ F es un difeomor¯smo;

ii) la restricci¶on LX j@ eX : @ eX¡!F es un ¯brado diferenciable localmente trivial
en cada componente conexa de F .

Seg¶un esta de¯nici¶on, la explosi¶on de JÄanich para M y la inducida en B son
ambas explosiones.

3.3 Cohomolog¶³a de Verona

En este apartado, nos olvidamos moment¶aneamente de la acci¶on © para presentar
la cohomolog¶³a de Verona. Para de¯nir las formas de Verona tan s¶olo necesitamos
una pseudovariedad (X;F ) con una explosi¶on. Una forma de Verona consiste en
considerar una forma en X ¡ F y otra en F , compatibles en cierto sentido. Para
expresar esta compatibilidad, utilizamos la explosi¶on. Las formas de Verona (que A.
Verona llama formas controladas cuando las presenta en [Ver]) forman un complejo
de cadenas, cuya cohomolog¶³a es isomorfa a la cohomolog¶³a singular.

3.3.1 De¯niciones

Sea (X;F ) una pseudovariedad, y permitimos que F tenga componentes conexas
de distinta dimensi¶on. Fijamos una explosi¶on para (X;F ), que denotamos por

LX : eX¡!X.

De¯nici¶on 3.13 En las condiciones anteriores, una forma de Verona de X es una
forma ! 2 ¤(X ¡ F ) tal que:

1) ! es levantable a eX, es decir, existe una forma ~! 2 ¤( eX) (que, por densidad,
es ¶unica), tal que e!j eX¡@ eX = LX

¤!;

2) La restricci¶on e!j@ eX es una forma b¶asica para el ¯brado LX : @ eX¡!F , es
decir, existe una forma !F 2 ¤(F ) tal que

e!j@ eX = L¤X!F 2 ¤(@ eX):

Si ® es una forma de X ¡ F que cumple la primera propiedad de la de¯nici¶on
3.13, diremos que es levantable, y mantendremos la notaci¶on e® para expresar su
levantada. Si ® es de Verona, mantendremos tambi¶en la notaci¶on ®F para referirnos
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a la forma que induce en F . Notamos que como LX : @ eX¡!F es un ¯brado, L¤X
es inyectiva, y ®F es ¶unica.

Denotamos por ¤v(X) el conjunto de las formas de Verona de X, que a contin-
uaci¶on veremos que tiene estructura de ¶algebra diferencial graduada. Lo llamaremos
complejo de Verona.

Lema 3.14 (¤v(X);^; d) es un ¶algebra diferencial graduada.

Demostraci¶on: La graduaci¶on es, obviamente,

¤v(X) = ©
p¸0

p
v(X) = ©

p¸0
(p(X ¡ F ) \ ¤v(X)):

Falta por ver que el producto y la diferencial exteriores son cerradas en ¤v(X). Sea

! 2 ¤v(X). De¯nimos fd! = de! y (d!)F = d!F , y comprobamos que cumplen las
dos condiciones de la de¯nici¶on 3.13:

fd!j eX¡@ eX = d(e!j eX¡@ eX) = dL¤X! = L¤Xd!

fd!j@ eX = de!j@ eX = dL¤M!F = L¤Xd!F = L¤X(d!)jF ;
luego d! es de Verona. Sean ahora ! y ´ formas de Verona. Utilizando la identidad
(1.2), se comprueba de forma inmediata que ]! ^ ´ = e! ^ é y (! ^ ´)jF = !jF ^ ´jF
satisfacen las dos condiciones, es decir, ! ^ ´ es de Verona.

Ejemplo 3.15 Si M es una variedad diferenciable y tomamos F = ;, el par (M; ;)
es trivialmente una pseudovariedad, y la identidad deM , una explosi¶on. El complejo
de Verona de (M; ;) es exactamente el complejo de de Rham.

Como la diferencial es de orden dos, podemos hablar de la cohomolog¶³a del
complejo de Verona.

De¯nici¶on 3.16 El p-¶esimo grupo de cohomolog¶³a de Verona de X es el espacio
vectorial

Hp
v (X) =

ker(d : p
v(X) ! p+1

v (X))

im(d : p¡1
v (X) ! p

v(X))
=
p-ciclos de Verona

p-bordes de Verona

Ejemplo 3.17 Sea k ¸ 1. Vamos a calcular la cohomolog¶³a de Verona de la
pseudova- riedad (C(Sk)¡ f¤g; f¤g), donde ¤ denota el v¶ertice) y la explosi¶on es

L : Sk £ [0;1)¡!C(Sk);
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dada por L(x; t) = [x; t].
Podemos considerar que 0

v(C(Sk)) consta de las funciones sobre Sk£[0;1) cuya
restricci¶on a Sk £ f0g es b¶asica para el ¯brado

L : Sk £ f0g¡!¤; (3.7)

es decir, constante. Por lo tanto, HV (Sk) = R.
Si ahora ! 2 p

v(C(Sk)) con p ¸ 1, como las ¶unicas formas b¶asicas para el ¯brado
(3.7) son las constantes, deducimos que !jSk£f0g = 0, es decir,

p
v(C(Sk)) = p(Sk £ [0;1); Sk £ f0g):

Escribimos la sucesi¶on exacta larga de cohomolog¶³a del par (Sk £ [0;1); Sk £ f0g):

¢ ¢ ¢ ! Hp(Sk £ [0;1); Sk £ f0g) ! Hp(Sk £ [0;1)) !
! Hp(Sk) ! Hp+1(Sk £ [0;1); Sk £ f0g) ! : : :

Por el lema de Poincar¶e, H¤(Sk £ [0;1)) »= H¤(Sk). De este hecho y de la sucesi¶on
del par, obtenemos que Hp(Sk£ [0;1);Sk£f0g) = 0. Hemos probado entonces que
la cohomolog¶³a de Verona de C(Sk) es:

Hp
v (C(Sk)) =

(
R si p = 0

0 en otro caso.

3.3.2 Car¶acter funtorial

Podemos considerar ¤v como un funtor de la categor¶³a de las pseudovariedades
explotadas en la de las ¶algebras graduadas. Los mor¯smos en la categor¶³a de las
pseudovariedades explotadas son las aplicaciones diferenciables levantables, en el
sentido de las siguientes de¯niciones:

De¯nici¶on 3.18 Sean las pseudovariedades (X1¡F1; F1) y (X2¡F2; F2). Decimos
que una aplicaci¶on continua f : X1¡!X2 es un mor¯smo de pseudovariedades si
preserva diferenciablemente los estratos, es decir, si f aplica diferenciablementeX1¡
F1 y F1 en X2 ¡ F2 y F2, respectivamente.

De¯nici¶on 3.19 Sean (X1 ¡ F1; F1) y (X2 ¡ F2; F2) pseudovariedades con explo-
siones

LXi :
eXi¡!Xi para i = 1; 2:

y sea f : X1¡!X2 un mor¯smo de pseudovariedades. Decimos que f es levantable
si existe una aplicaci¶on diferenciable ef : eX1¡! eX2 tal que el siguiente cuadrado es
conmutativo:
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eX1

LX1¡¡¡¡! X1

ef
???y ???y feX2

LX2¡¡¡¡! X2

(3.8)

Es f¶acil comprobar que la conmutatividad del diagrama (3.8) implica que ef aplicafX1¡@fX1 en fX2¡@fX2 y @fX1 en @fX2. Podemos plasmar esta situaci¶on en el siguiente
diagrama conmutativo

fX1¡@fX1

o

ef
eX1

LX1

ef
@fX1 ef

fX2¡@fX2

o

eX2

LX2

@fX2

X1 ¡ F1

f

X1

f

F1

f

X2 ¡ F2 X2 F2

(3.9)

donde las °echas horizontales son aplicaciones inclusi¶on, y las verticales son las
explosiones y sus restricciones. En estas situaciones, por comodidad, usaremos la
misma letra para referirnos a una aplicaci¶on y a sus restricciones.

Lema 3.20 Si f : X1¡!X2 es un mor¯smo de pseudovariedades levantable, en-
tonces f ¤ : ¤(X2 ¡ F2)¡!¤(X1 ¡ F1) transforma formas de Verona en formas
de Verona.

Demostraci¶on: Si f es levantable, tenemos un diagrama conmutativo como (3.9).
Notamos que si aplicamos el funtor contravariante ¤, las °echas cambian de sentido
(por supuesto, s¶olo las que involucren variedades). Sea !2 2 ¤v(X2). Tenemos que
probar que !1 = f ¤!2 2 ¤(X1 ¡ F1) es una forma de Verona de X1. De¯nimos las
formas: e!1 = ef ¤e!2 2 ¤( eX1) y (!1)F1 = ef ¤(!2)F2 2 ¤(F1);

que cumplen las condiciones de la de¯nici¶on 3.13. En efecto, usando la conmuta-
tividad del diagrama (3.9) y que !2 es de Verona, tenemos:

e!1jfX1¡@fX1
= ( ef ¤e!2)jfX1¡@fX1

= ef¤(e!2jfX2¡@fX2
) = ef ¤L¤X2

!2 = L¤X1
f¤!2 = L¤X1

!1;
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L¤X1
(!1)F1 = L¤X1

f ¤(!2)F2 = ef ¤LX2
(!2)F2 = ef ¤(e!2j@fX2

) = ( ef ¤e!2)j@fX1
= e!1j@fX1

Ejemplo 3.21 Sea (X;F ) una pseudovariedad con explosi¶on LX : eX¡!X, y U
un abierto de X. El abierto U hereda una estructura de pseudovariedad de¯nida
mediante (U ¡ F; F \ U), y tambi¶en una explosi¶on LU : eU¡!U , donde eU = L¡1X U ,

y LU es la restricci¶on de LX a eU . La inclusi¶on iU : U ,¡! X es un mor¯smo de
pseudovariedades claramente levantable. Por lo tanto, la restricci¶on de una forma
de Verona a un abierto, es de Verona.

Ejemplo 3.22 En el caso de la acci¶on diferenciable y semilibre de S1 sobre la var-
iedad M que tratamos en este cap¶³tulo, la proyecci¶on sobre el espacio de ¶orbitas
¼ : M¡!B es una aplicaci¶on levantable, y el diagrama (3.9) en esta situaci¶on que-
da: fM¡@fM

o

e¼
fM

LM

e¼
@fM

e¼
eB¡@ eB
o

eB
LB

@ eB
M ¡ F1

¼

M

¼

F

1F

B ¡ F B F

(3.10)

3.3.3 Teorema de de Rham para la cohomolog¶³a de Verona

Sea M una variedad diferenciable conexa y F 6= M una subvariedad cerrada. En-
tonces, (M ¡ F; F ) es una pseudovariedad. Consideramos la explosi¶on de JÄanich

LM : fM¡!M . Fijamos estas condiciones para todo el apartado.

Tenemos la inclusi¶on

i : M ¡ F ¡!M;
que induce en cohomolog¶³a la aplicaci¶on de restricci¶on de formas:

i¤ : ¤(M)¡!¤(M ¡ F )

Lema 3.23 En las condiciones anteriores, i¤(¤(M)) µ ¤v(M).
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Demostraci¶on: Sea ! una forma deM . Notamos que comoM es una variedad difer-
enciable (lo cual no siempre es cierto en una pseudovariedad abstracta), podemos
considerar el pullback:

L¤M : ¤(M)¡!¤(fM):

Si de¯nimos

](i¤!) = L¤M! 2 ¤(fM) y (i¤!)F = !jF 2 ¤(@fM);

se comprueba f¶acilmente que satisfacen las dos condiciones para que i¤! sea de
Verona. En efecto, usando la conmutatividad de (3.10), obtenemos

](i¤!)jfM¡@fM = (L¤M!)jfM¡@fM = L¤M(i¤!) y

L¤M(i¤!)jF = L¤M(!jF ) = (L¤M!)j@fM = ](i¤!)j@fM
Observaci¶on 3.24 Este resultado no es sorprendente, pues una forma de Verona
! de M es una forma de M ¡ F que podemos \controlar" en cierto sentido. Una
manera es que esa forma se pueda extender a M .

Gracias al lema 3.23, tenemos el homomor¯smo de ¶algebras graduadas:

i¤ : ¤(M)¡!¤v(M); (3.11)

que es, obviamente, un mor¯smo de cadenas. Vamos a probar que es un cuasi-
isomor¯smo. Para ello, procederemos igual que como hicimos con la cohomolog¶³a
invariante (ver apartado 2.2), es decir, primero probaremos el lema de Poincar¶e y la
propiedad de Mayer-Vietoris para la cohomolog¶³a de Verona. Luego, construiremos
un cubrimiento adecuado y aplicaremos el m¶etodo de Bredon.

Lema de Poincar¶e

La estructura de pseudovariedad (M¡F; F ) induce de forma natural una estructura
de pseudovariedad en M £R, a saber, ((M ¡ F )£ R; F £ R). De la misma forma,

la explosi¶on de JÄanich LM : fM¡!M induce la explosi¶on:

LM£R : M̂ £ R¡!M £ R;
donde

LM£R = LM £ 1R y M̂ £ R = fM £ R:
El borde de esta explosi¶on es @fM £R, y su parte regular, (fM¡@fM)£R. Notamos
que si hacemos la explosi¶on de JÄanich de la subvariedad cerrada F £ R de M £ R,
obtenemos exactamente la explosi¶on que hemos descrito.
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Proposici¶on 3.25 (Lema de Poincar¶e para la cohomolog¶³a de Verona) En
las condiciones anteriores, la cohomolog¶³a de Verona de M y la de M £ R son
isomorfas.

Al igual que en la proposici¶on 2.10, bastar¶a adaptar la prueba de 1.2. Para ello,
es su¯ciente notar que:

i) las aplicaciones ¼ y s que de¯n¶³amos en 1.2 son ambas trivialmente mor¯smos
levantables de las pseudovariedades que estamos considerando;

ii) la restricci¶on del operador homotop¶³a K

K : ¤((M ¡ F )£R))¡!¤¡1((M ¡ F )£ R)

transforma formas de Verona en formas de Verona.

Veamos que se cumple ii). Sea ! = ®t + ¯t ^ dt una forma de Verona de M £ R.
Esto implica que

®tj(fM¡@fM)£R + ¯tj(fM¡@fM)£R ^ dt = L¤M£R®t + L¤M£R¯t ^ dt:

Por la unicidad de la descomposici¶on, se deduce que L¤M£R¯t = ¯tjfM¡@fM£R. Tenemos
la expresi¶on !F = (®t)F + (¯t)F ^ dt. Usando nuevamente que ! es de Verona,
obtenemos ¯tj@fM£R = LM£R(¯t)F . Hemos probado que ¯t es de Verona.

Usando que los pullbacks de aplicaciones diferenciables conmutan con las in-
tegrales de familias de formas diferenciables, y que ¯t es de Verona, es inmediato
comprobar que

gK! =

Z t

0

ē
s ^ ds y (K!)F =

Z t

0

(¯s)F ^ ds

satisfacen las condiciones de la de¯nici¶on 3.13.

Teorema 3.26 (Axioma de homotop¶³a para la cohomolog¶³a de Verona)
SeanM ,N variedades diferenciables y LM ,LN explosiones. Sean f; g : M¡!N apli-
caciones levantables. Si existe una homotop¶³a diferenciable levantable F : M £R¡!N ,
entonces f ¤ = g¤ en cohomolog¶³a.

Corolario 3.27 Sea M es una variedad y LM una explosi¶on. Si V es una variedad
contr¶actil y consideramos en M £ V la explosi¶on LM £ 1V , entonces H

¤
v (M £ V ) »=

H¤v (M).
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Sucesi¶on de Mayer-Vietoris

Como apuntamos en el ejemplo 3.21, todo abierto U de M hereda de forma natural
una explosi¶on respecto a la cual, la inclusi¶on es levantable. Por lo tanto, podemos
construir la sucesi¶on de Mayer-Vietoris para cohomolog¶³a de Verona:

0 ¡! ¤v(M)
¶¡¡¡¡! ¤v(U)©¤v(V )

"¡¡¡¡! ¤v(U \ V ) ¡! 0
(¾; ¿ ) 7¡! ¿ jU\V ¡ ¾jU\V

 7¡! (jU ;jV )
(3.12)

Proposici¶on 3.28 La sucesi¶on de Mayer-Vietoris para cohomolog¶³a de Verona (3.12)
es exacta.

Para que la prueba de la proposici¶on 1.5 sea v¶alida aqu¶³, necesitamos una partici¶on
de la unidad con funciones de Verona. Basta tomar una partici¶on de la unidad
cualquiera f½U ; ½V g y notar que, por el lema 3.23, f½U jU ; ½V jV g es de Verona.

Cuasiisomor¯smo

Terminamos este apartado probando el siguiente teorema:

Teorema 3.29 (Teorema de de Rham para cohomolog¶³a de Verona) Para
la inclusi¶on i : M ¡ F ¡!M , el homomor¯smo de cadenas

i¤ : ¤(M)¡!¤v(M)

es un cuasiisomor¯smo

Demostraci¶on: Vamos a aplicar nuevamente el m¶etodo de Bredon (lema 1.11).
Hemos de elegir una base U cerrada para intersecciones ¯nitas. Tomamos una
m¶etrica enM , y un entorno tubular ª: N(F )¡!F de F . Consideramos los abiertos

T" = ª(fv 2 N(F ) : kvk < "g); " > 0

Sea ahora el abierto
ª1(U) \ T"; (3.13)

donde U es un convexo geod¶esico de F y " > 0. Este abierto es difeomorfo a
U £ C(Sk), donde k + 1 es la codimensi¶on de la componente conexa de F que
contiene a U . Tomamos como base U a todos los abiertos de la forma (3.13), junto
con todos los abiertos de M ¡ F .

De¯nimos ahora para cada abierto W µM la propiedad

P (W ) = \i¤ : H¤(W )¡!H¤v (W ) es un isomor¯smo"
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Las condiciones 2) y 3) del lema 1.11 se veri¯can f¶acilmente de la misma manera
que lo hac¶³amos en el teorema 2.16. Nos queda probar que P se cumple para todo
elemento de U . Para los abiertos de M ¡ F , es trivial por el ejemplo 3.15. Para
los de la forma (3.13), notamos que usando el corolario 3.27, podemos reducirnos a
probar el cuasiisomor¯smo para el caso M = C(Sk), F = fv¶erticeg, lo cual hemos
hecho ya en el ejemplo 3.17.

Espacio de ¶orbitas

Hemos probado que la cohomolog¶³a de Verona de M calcula la de de Rham y, por
tanto, la singular. En el caso del espacio de ¶orbitas B, no tenemos estructura de
variedad, por lo tanto, habremos de trabajar con cohomolog¶³a singular. El resultado
que se obtiene es:

Teorema 3.30 La cohomolog¶³a singular del espacio de ¶orbitas B es isomorfa a la
cohomolog¶³a de Verona de B.

A continuaci¶on damos una idea de c¶omo se demuestra este teorema. En [Sar] se
puede encontrar una exposici¶on detallada de la t¶ecnica que usaremos, para probar
un teorema \tipo de Rham" en un caso m¶as general que el nuestro, al trabajar con
m¶as de dos estratos. El proceso es \dual" del que hemos seguido para M .

Para calcular la cohomolog¶³a singular no usaremos el complejo de todas las cade-
nas de s¶³mplices singulares diferenciables de B; usaremos un subcomplejo adecuado.

Sea ¢ es un s¶³mplice y ¢1 y ¢2 dos subs¶³mplices. El espacio de adjunci¶on de
¢1 y ¢2 es el subs¶³mplice de ¢ de¯nido por

¢1 ¤¢2 = fty ¡ (1¡ t)x : t 2 [0; 1]; x 2 ¢1; y 2 ¢2g:

Si ¢ = ¢1 ¤¢2, diremos que ¢1 y ¢2 son caras opuestas, y en este caso, llamaremos
explosi¶on de ¢ al espacio e¢ = ¢1 £ C(¢2). La aplicaci¶on de explosi¶on es:

L¢ : ¢1 £ C(¢2)¡!¢1 ¤¢2

dada por L¢(x; [y; t]) = ty ¡ (1 ¡ t)x. Notamos que L¢ aplica difeom¶or¯camente
¢1 £¢2 £ (0; 1) en ¢¡¢2.

De¯nici¶on 3.31 Sea (B ¡ F; F ) una pseudovariedad explotada, y ' : ¢¡!B un
s¶³mplice singular. Decimos que ' es un s¶³mplice singular levantable si se cumple:

1) '¡1(F ) = ¢S es una cara propia de ¢ que llamaremos cara singular, y adem¶as,
¢ = ¢R ¤¢S. Llamaremos a ¢R cara regular.
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2) Existe un s¶³mplice singular diferenciable e' : e¢¡! eB tal que el siguiente cuadra-
do es conmutativo: e¢ e'¡¡¡¡! eB

LB

???y ???y L¢e¢ '¡¡¡¡! B

Denotamos el conjunto de cadenas de s¶³mplices levantables de B por ¢L
¤ (B). De¯-

nimos la integral de una p-forma de Verona ! sobre el p-s¶³mplice singular levantable
' : ¢¡!B mediante: Z

¢

! =

Z
e¢ e'¤e!

y extendemos por linealidad esta integraci¶on a ¢L
¤ (B). Construimos la aplicaci¶on:

ª: p
v(B)¡!Hom(¢L

p (B);R)

de¯nida por la f¶ormula

ª(!)(c) =

Z
c

!:

Se puede probar que ª induce un isomor¯smo en cohomolog¶³a. Finalmente, se
demuestra que la inclusi¶on ¶ de ¢L

¤ (B) en el complejo de los s¶³mplices singulares
¢¤(B) induce una aplicaci¶on de cadenas

¶¤ : Hom(¢¤(B);R)¡!Hom(¢L
¤ (B);R);

que es un isomor¯smo en cohomolog¶³a. Hemos construido el siguiente diagrama de
cuasiisomor¯smos que demuestra el teorema 3.30:

Hom(¢¤(B);R)???y ¶¤

¤v(B)
ª¡¡¡¡! Hom(¢L

¤ (B);R)

(3.14)

3.4 Cohomolog¶³a de Verona invariante

Retomamos en el hilo conductor del cap¶³tulo, la acci¶on semilibre ©: S1 £M¡!M .
Intuitivamente, el complejo de Verona \se adapta" bien a la estrati¯caci¶on (M ¡
F; F ) inducida por la acci¶on. El complejo de las formas invariantes es adecuado
para trabajar con S1-variedades, como hemos visto en el cap¶³tulo anterior. Para
obtener la sucesi¶on de Gysin, la cohomolog¶³a con la que trabajaremos en M ser¶a un
h¶³brido de estas dos ¶ultimas: la cohomolog¶³a de Verona invariante, que presentamos
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en este apartado. Como las pruebas de los resultados para esta nueva cohomolog¶³a se
deducen directamente de los an¶alogos en las cohomolog¶³as anteriores, ya detalladas,
la exposici¶on ser¶a breve.

Sea el espacio vectorial real de las p-formas de Verona invariantes de M , que
denotamos por

Ip
v(M) = Ip(M ¡ F ) \ p

v(M):

Tenemos el complejo de Verona invariante de M , de¯nido por

I¤v(M) = ©
p¸0
Ip

v(M):

Como la diferencial y el producto exterior usuales son operaciones cerradas para los
complejos ¤v(M) e I¤(MF ), tambi¶en lo son para I¤v(M), que adquiere una estruc-
tura de ¶algebra diferencial graduada. Podemos considerar Iv¤ como un funtor que
va de la categor¶³a de las S1-variedades con explosi¶on a la de las ¶algebras graduadas.
Por lo tanto (y esto es lo que nos interesa), podemos hablar de la cohomolog¶³a de
Verona invariante de abiertos invariantes U µM . Los mor¯smos en la categor¶³a de
salida ser¶an, obviamente, las aplicaciones diferenciables invariantes. Notamos que
por estar de¯nidas en todo M , estas aplicaciones son levantables (ver lema 3.23).

Como la diferencial es de orden dos, podemos hablar de la cohomolog¶³a del
complejo de Verona invariante.

De¯nici¶on 3.32 El p-¶esimo grupo de cohomolog¶³a de Verona invariante de M es
el espacio vectorial

IHp
v (M) =

ker(d : Ip
v(M) ! Ip+1

v (M))

im(d : Ip¡1
v (M) ! Ip

v(M))

En el siguiente ejemplo, calculamos la cohomolog¶³a de Verona invariante del cono
de una esfera.

Ejemplo 3.33 Sea la acci¶on semilibre de S1 sobre C(Sk), con k ¸ 1 dada por
z ¢ [x; t] = [z ¢ x; t]. Es una acci¶on semilibre con un punto ¯jo, que es el v¶ertice del
cono. Sea la explosi¶on

L : Sk £ [0;1)¡!C(Sk)

dada por L(x; t) = [x; t]. Obtenemos, usando el argumento que hicimos en el ejemplo
3.17, la caracterizaci¶on

Ip
v(C(Sk)) = Ip(Sk £ [0;1); Sk £ f0g):

Notamos que la sucesi¶on de complejos

0! I¤(Sk£[0;1); Sk£f0g) ! I¤(Sk£[0;1)) ! I¤(Sk£f0g)! 0; (3.15)
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donde la primera aplicaci¶on es la inclusi¶on y la segunda, la restricci¶on, es exacta. En
efecto, el ¶unico paso no trivial es la sobreyectividad de la restricci¶on. Para probar
dicha sobreyectividad, consideramos la proyecci¶on

½ : Sk £ [0;1) ¡! Sk £ f0g
(x; t) 7¡! (x; 0)

que es invariante. Si ahora ! 2 I¤(Sk £ f0g), entonces ½¤! es una extensi¶on
invariante a Sk £ [0;1), y la sucesi¶on (3.15) es exacta.

Tomando la sucesi¶on exacta larga que induce (3.15) en cohomolog¶³a y razonando
como en el ejemplo 3.17, deducimos que la cohomolog¶³a de Verona invariante de
C(Sk) es:

IHp
v (C(Sk)) =

(
R si p = 0

0 en otro caso.

Veamos a continuaci¶on que el complejo de Verona invariante calcula la cohomolog¶³a
de de Rham.

Teorema 3.34 (Teorema de de Rham para cohomolog¶³a de Verona inva-
riante) Sea i : M ¡ F ¡!M la inclusi¶on. El homomor¯smo de cadenas

i¤ : I¤(M)¡!I¤v(M)

es un cuasiisomor¯smo.

Demostraci¶on: Vale la misma prueba que para el teorema 3.29, sin m¶as que notar
que todo el proceso es invariante. Para adaptar la prueba, hay que tener en cuenta
las siguientes observaciones:

1) la cohomolog¶³a de Verona invariante satisface el lema de Poincar¶e, pues seg¶un
las pruebas de las proposici¶ones 3.25 y 2.10, las aplicaciones pM y s son levantables
e invariantes, y el operador homotop¶³a K lleva formas de Verona invariantes en
formas de Verona invariantes. Tambi¶en se satisface el axioma de homotop¶³a para
homotop¶³as invariantes levantables;

2) la cohomolog¶³a de Verona invariante tambi¶en satisface la propiedad de Mayer-
Vietoris, pues tenemos particiones de la unidad levantables e invariantes;

3) en la prueba del teorema 3.29, podemos suponer que el entorno tubular elegido
ª: N(F )¡!F es equivariante, de modo que los abiertos de la forma (3.13) tambi¶en
lo son. As¶³, el cubrimiento U de M formado por todos los abiertos invariantes de
M ¡ F y los abiertos invariantes antes referidos, forman un cubrimiento adecuado
para aplicar el m¶etodo de Bredon (lema 1.11);

4) para los abiertos invariantes deM ¡F , el teorema es v¶alido, pues el complejo
de Verona invariante de M ¡ F es exactamente I¤(M ¡ F ), que por el teorema
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2:16, tiene la misma cohomolog¶³a que la de de Rham. Tan s¶olo nos falta probar el
teorema para los entornos de la forma (3.13), que son del tipo U £C(Sk), siendo U
un abierto contr¶actil de F . Por homotop¶³a, podemos reducirnos a probar el teorema
en el caso M = C(Sk), lo cual hemos hecho ya en el ejemplo 3.33.

Reunimos los cuatro complejos de formas diferenciales deM que hemos manejado
en el siguiente diagrama conmutativo de cuasiisomor¯smos:

I¤v(M)
¶1¡¡¡¡! ¤v(M)

¶3

???y ???y ¶4

I¤(M)
¶2¡¡¡¡! ¤(M)

donde ¶1 y ¶2 son las inclusiones obvias, y ¶3 y ¶4 est¶an inducidas por la inclusi¶on
i : M ¡ F ¡!M .

3.5 Actores que intervienen en la sucesi¶on de Gysin

A continuaci¶on, presentamos los actores que nos permitir¶an descomponer las formas
invariantes de Verona de M para obtener la sucesi¶on de Gysin.

3.5.1 Campo fundamental y m¶etricas invariantes

Recordamos que el campo fundamental de la acci¶on ©, dado por

Xm = (©m)¤1

µ
d

dt

¶¯̄̄̄
1

para m 2M;

es invariante y tangente a las ¶orbitas; en particular, se anula en F . Como la explosi¶on
LM : fM¡!M es equivariante, entonces el campo fundamental eX 2 X(fM) de la

acci¶on e© y X est¶an LM -relacionados, es decir, (LM)¤ eX = X ± LM . Notamos que eX
no se anula en fM , pues e© es libre.

Vamos a de¯nir ahora dos m¶etricas invariantes ¹ y e¹ en M ¡F y fM respectiva-
mente. lo haremos con cuidado, de manera que se cumpla L¤¹ = e¹.

Primero vamos a de¯nirlas en cada entorno distinguido, y luego las pegamos con
una partici¶on de la unidad. Sea W un entorno distinguido de m 2 M . Tenemos el
diagrama conmutativo:

U £ Sk £ [0;1)
eÁ¡¡¡¡! fW

p

???y ???y LM

U £ C(Sk) Á¡¡¡¡! W
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Recordamos que la acci¶on en W y fW quedaba determinada por una acci¶on libre ©S

en Sk. Tomamos una m¶etrica º en Sk invariante y normalizada (es decir, tal que la
norma con º del campo fundamental de ©S sea 1), y una m¶etrica cualquiera ¹U en
U . De¯nimos ahora sobre Á¡1(W ¡ F ) la m¶etrica

¹0W = ¹U + º + dr2;

donde r es la segunda coordenada en el cono. Notamos que es invariante, y que la
misma f¶ormula de¯ne una m¶etrica e¹0fW en eÁ¡1(fW ), tomando r como la coordenada

de [0;1). Los difeomor¯smos equivariantes ÁjÁ¡1(W¡F ) y eÁ inducen sendas m¶etricas

invariantes ¹W y e¹fW en W ¡ F y fW , respectivamente. Es claro que p¤¹0W = e¹0fW , y
por lo tanto, L¤¹W = e¹fW .

Sea ahora un cubrimientoW = fWjgj2J deM formado por entornos distinguidos
y por M ¡ F . Elegimos una m¶etrica invariante normalizada ¹M¡F en M ¡ F y

su inducida L¤M¹M¡F en fM¡@fM . Tomamos m¶etricas ¹Wj y e¹fWj para todo j 2
J , siguiendo el proceso anterior. Sea ahora una partici¶on de la unidad invariante
ffjgj2J subordinada al cubrimiento W . Como la explosi¶on es invariante, notamos
que la familia ffj ± LMgj2J es una partici¶on de la unidad invariante subordinada al

cubrimiento fW = ffWjgj2J de fM . De¯nimos ahora

¹ =
X
j2J
fj¹Wj y e¹ =

X
j2J
fje¹fWj :

Es inmediato comprobar que son invariantes, cumpliendo L¤M¹ = e¹. Notamos, por
¶ultimo, que est¶an normalizadas, es decir, que

¹(X;X) = 1 y e¹( eX; eX) = 1;

pues cada m¶etrica localmente de¯nida lo estaba.

3.5.2 Formas fundamentales y forma de Euler

Tenemos las formas fundamentales Â 2 1(M ¡ F ) y eÂ 2 1(fM) de¯nidas por

Â(Y ) = ¹(X; Y ) para Y 2 X(M ¡ F )

eÂ(Z) = e¹( eX;Z) para Z 2 X(fM):

Claramente, ambas son invariantes, y cumplen L¤MÂ = eÂ, pues

L¤MÂ = L¤M iX¹ = i eX(LM)¤¹ = i eXe¹ = eÂ:
Cabe preguntarse si Â es una forma de Verona.
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Lema 3.35 La forma fundamental Â no es de Verona.

Demostraci¶on: Si Â fuera de Verona, inducir¶³a en F una forma ÂF tal que eÂj@fM =
L¤MÂF . Aplicando ahora la contracci¶on iX a ambos lados, tendr¶³amos que 1 = 0, y
por lo tanto, Â no es de Verona, a pesar de ser levantable a eÂ.

Como la acci¶on en M ¡ F es libre, la 2-forma dÂ es una forma b¶asica, es decir,
¼¤e = dÂ, donde e 2 2(B ¡ F ) es la forma de Euler. Como la acci¶on en fM es

libre, tambi¶en se tiene una forma de Euler ee 2 2( eB). Por la conmutatividad del
diagrama (3.10), tenemos

e¼¤(eej@ eB) = (e¼¤ee)j@fM = deÂj@fM = dL¤MÂ = L¤MdÂ = L¤M¼¤e = e¼¤L¤Be:
Como e¼¤ es inyectiva, se cumple eej@ eB = L¤Be, con lo que e es levantable.

Lema 3.36 Si la codimensi¶on de alguna componente conexa de F es mayor que
dos, la forma de Euler e no es de Verona.

Demostraci¶on: Sea F1 una componente de codimensi¶on 2n + 2, con n ¸ 1, y sea
x 2 F1. Tomamos un entorno distinguido de y = ¼(x) en B. Al restringir el

diagrama (3.6) a la ¯bra de y en @ eB, obtenemos

fyg £ CPn £ f0g e'¡¡¡¡! @ eB
p

???y ???y LB

y
'¡¡¡¡! F

Si e fuese de Verona, tendr¶³amos una forma eF de F tal que eej@ eB = L¤BeF . Entonces,
como obviamente p¤ es la aplicaci¶on nula, tenemos que

e'¤eej@ eB = e'¤L¤BeF = p¤'¤eF = 0:

Por otro lado, tomando un entorno distinguido de x enM , y restringi¶endonos a @fM ,
obtenemos el diagrama conmutativo

S2n+1
eÃ¡¡¡¡! @fM

¼S

???y e¼
???y

CPn e'¡¡¡¡! @ eB
Tenemos una acci¶on libre ©S en S2n+1. Recordando la construcci¶on de la m¶etrica
en M , eleg¶³amos una m¶etrica invariante normalizada º en S2n+1. Tenemos de¯nidos
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para ©S, el campo fundamental XS, la forma fundamental ÂS y la forma de Euler
correspondiente eS. Por la equivarianza de eÃ, obtenemos que eX y XS est¶an eÃ-
relacionados. De la construcci¶on de ¹ se sigue que Ã¤e¹ = º, y por lo tanto, eÃ¤eÂ = ÂS.
Por ¶ultimo, deducimos que

¼¤SeS = d eÃ¤eÂ = eÃ¤e¼¤ee = ¼¤S e'¤ee = 0

de donde concluimos que eS = 0, lo cual es una contradicci¶on. En efecto, seg¶un el
apartado 2.5.1, la clase de Euler [eS] no depende de la m¶etrica normalizada elegida,
y como n ¸ 1, seg¶un calculamos en el apartado 2.6, tenemos que [eS] es un generador
de H2(CPn) 6= 0, y en consecuencia, eS no puede ser nula.

3.6 Sucesi¶on de Gysin

En este apartado llegamos a los resultados centrales de esta memoria. La sucesi¶on de
Gysin se construye a partir de la descomposici¶on de las formas de Verona invariantes
deM en t¶erminos de las formas de Verona de B. Necesitaremos usar la cohomolog¶³a
relativa de Verona de B, que pasamos a de¯nir.

De¯nici¶on 3.37 Llamamos complejo de Verona del par (B;F ) al ¶algebra diferencial
graduada

¤v(B;F ) = f! 2 ¤v(B) : !F = 0g
La estructura de ¶algebra diferencial graduada viene dada por la diferencial y el

producto exteriores. Notamos que este complejo es isomorfo a ¤( eB; @ eB). Como la
diferencial es de orden dos, tenemos de¯nidos los grupos de cohomolog¶³a de Verona
del par B;F .

De¯nici¶on 3.38 El p-¶esimo grupo de cohomolog¶³a de Verona del par (B;F ) es el
espacio vectorial

Hp
v (B;F ) =

ker(d : p
v(B;F )! p+1

v (B;F ))

im(d : p¡1
v (B;F ) ! p

v(B;F ))

Se puede probar que la cohomolog¶³a de Verona del par (B;F ) es isomorfa a la co-
homolog¶³a de de Rham del par (B;F ). La demostraci¶on es an¶aloga a la del teorema
3.30. Tambi¶en se puede describir la cohomolog¶³a de un par (tambi¶en llamada rel-
ativa) para la cohomolog¶³a singular y la singular diferenciable, escribir la sucesi¶on
exacta del par y utilizar el lema de los cinco dos veces; una para cada cuasiisomor-
¯smo del diagrama (3.14). Detallaremos m¶as este m¶etodo en el apartado 4.1.

La sucesi¶on de Gysin se deduce del siguiente resultado de descomposici¶on:
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Teorema 3.39 Toda forma de Verona invariante deM se puede escribir de manera
¶unica como ! = ¼¤®+ Â^ ¼¤°, donde ® 2 ¤v(B) y ° 2 ¤v(B;F ). Tenemos, por lo
tanto, el isomor¯smo diferencial:

(I¤v(M); d) »= (¤v(B)© ¤¡1v (B;F ); D);

donde D(®; °) = (d®+ ° ^ e;¡d°).

Demostraci¶on: Como la acci¶on en M ¡ F es libre, por el teorema 2.26, tenemos

I¤v(M) µ I¤(M ¡ F ) »= ¤(B ¡ F )©¤¡1(B ¡ F );

Sea ! una forma de Verona invariante. Entonces, existe una descomposici¶on ¶unica

! = ¼¤®+ Â ^ ¼¤°;
donde ® y ° son formas de B ¡ F . Veamos que son levantables. En efecto, como !
es de Verona, es levantable, y como la acci¶on en fM es libre,

e! = e¼¤A+ eÂ ^ e¼¤C;
donde A;B 2 ¤( eB). De la conmutatividad del diagrama (3.10), se sigue que

e¼¤(L¤B®) + eÂ ^ e¼¤(L¤B°) = L¤M! = e!jfM¡@fM = e¼¤(Aj eB¡@ eB) + eÂ ^ e¼¤(Cj eB¡@ eB);

y de la unicidad de la descomposici¶on, obtenemos que

Aj eB¡@ eB = L¤B® y Cj eB¡@ eB = L¤B°;
luego ® y ° son levantables, y denotamos A = e® y C = e°.

A¯rmamos ahora que e°j@ eB = 0. En efecto, recordamos que la restricci¶on del

campo fundamental eX a @M es tangente a las ¶orbitas y que est¶a LM -relacionado
con X, el cual se anula en F . Esto implica que eXj@fM 2 ker(LM)¤\ker e¼¤. Aplicando
la contracci¶on i eX a la identidad

e!j@fM = e¼¤e®j@ eB + eÂ ^ e¼¤e°j@ eB;
la cual es cierta por la conmutatividad de (3.10), es inmediato que e¼¤e°j@ eB = 0.
Como e¼¤ es inyectiva, concluimos que ° 2 ¤v(B;F ).

Para ver que ® es de Verona, por el diagrama (3.10) tenemos

e¼¤L¤B!F = L¤M!F = e!j@fM = e¼¤e®j@ eB;
de donde deducimos que ® 2 ¤v(B), con ®F = !F .
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Para terminar, notamos que la descomposici¶on del enunciado es ¶unica, pues si
se da ¼¤® + Â ^ ¼¤° = 0, aplicando iX , obtenemos que ° = 0, y por ende, tambi¶en
® = 0.

Construimos a continuaci¶on la sucesi¶on de Gysin para el caso semilibre.

0 ¡! ¤(B)
¼¤¡¡¡¡! I¤(M)

H
¡¡¡¡! ¤¡1(B) ¡! 0

(®; °) 7¡! S(°)
® 7¡! (®; 0)

(3.16)

donde S es el operador de signo que us¶abamos en el caso libre para que
H

sea una
aplicaci¶on de cadenas. La demostraci¶on del siguiente teorema se sigue directamente
de la del teorema 2.27.

Teorema 3.40 La sucesi¶on de Gysin (3.16) es exacta.

La sucesi¶on exacta corta de complejos (3.16) induce una sucesi¶on exacta larga
en cohomolog¶³a tambi¶en llamada sucesi¶on de Gysin.

: : : ¡! Hp
v (B)

¼¤¡! IHp
v (M)

H
¡! Hp¡1

v (B;F )
"¡! Hp+1

v (B) ¡! : : : (3.17)

Notamos que tanto la cohomolog¶³a de Verona como la de Verona invariante son
isomorfas a la cohomolog¶³a singular, y que esta sucesi¶on generaliza la que obten¶³amos
en el caso libre, pues el car¶acter libre implica F = ;, y la sucesi¶on exacta corta (3.16)
degenera en la sucesi¶on (2.5). Antes de calcular el homomor¯smo de conexi¶on,
es importante hacer algunos comentarios sobre la estructura multiplicativa de la
sucesi¶on de Gysin.

Al igual que ocurr¶³a en el caso libre (ver apartado 2.5.2), la sucesi¶on de Gysin
(3.16) es una sucesi¶on de espacios vectoriales y, tambi¶en de ¤v(B)-m¶odulos. Para
ello, consideramos en ¤v(B) y ¤v(B¡F ) el producto exterior por la derecha (nota-
mos que al multiplicar ® 2 ¤v(B) y ¯ 2 ¤v(B ¡F ), no nos salimos de ¤v(B ¡ F )),
y en I¤v(M), el producto dado por

(®; °) ^ ¯ = (® ^ ¯; ° ^ S(¯));

donde (®; °) 2 I¤v(M) y ¯ 2 ¤v(B). Es inmediato comprobar que las aplicaciones
¼¤ y

H
son homomor¯smos de ¤v(B)-m¶odulos. De este modo, la sucesi¶on (3.16) es

una sucesi¶on exacta de ¤v(B)-m¶odulos, y la sucesi¶on (3.17), de H¤v (B)-m¶odulos.
M¶as a¶un, podemos considerar el complejo de las formas diferenciables levanta-

bles, que denotaremos por

¤L(B) = f! 2 ¤(B ¡ F ) : ! es levantable a eBg:
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Notamos que ¤v(B;F ) y ¤v(B) son subcomplejos de ¤L(B); es m¶as, ¤v(B;F ) es
un ideal de ¤L(B). En otras palabras, ¤v(B;F ) es un ¤L(B)-m¶odulo. En efecto, si

® 2 ¤v(B;F ) y ¯ 2 ¤L(B), tenemos que ®̂ ^ ¯ = e® ^ ē, y por lo tanto,

(®̂ ^ ¯)j@ eB = 0 ^ ēj@ eB = 0:

La consecuencia crucial es que podemos multiplicar las formas de ¤v(B;F ) por la
forma de Euler e (que es levantable) sin salirnos de ¤v(B;F ) y, en particular, de
¤v(B). Teniendo esto en cuenta, podemos proceder como en el apartado 2.5 y
deducir que el homomor¯smo de conexi¶on es, salvo el signo, la multiplicaci¶on por la
clase de Euler [e] dada por

"([°]) = [S(°) ^ e]:



62 Cap¶³tulo 3. Sucesi¶on de Gysin. El caso semilibre



Cap¶³tulo 4

Algunas aplicaciones

4.1 Otras sucesiones \tipo Gysin"

Sea una acci¶on diferenciable semilibre © de S1 sobreM , y sea ¼ : M¡!B la proyec-
ci¶on sobre el espacio de ¶orbitas. La sucesi¶on de Gysin (3.17) relaciona la cohomolog¶³a
de M con la de B y la del par (B;F ). En este apartado deduciremos nuevas suce-
siones exactas ligadas a la sucesi¶on de Gysin, donde juega un papel importante la
subvariedad de los puntos ¯jos F . Antes, describiremos la sucesi¶on exacta de los
pares (M;F ) y (B;F ).

4.1.1 Cohomolog¶³a relativa de Verona

En el apartado 3.6 ya presentamos la cohomolog¶³a de Verona del par (B;F ), que era
isomorfa a la cohomolog¶³a singular. A continuaci¶on de¯nimos lo an¶alogo para M .

De¯nici¶on 4.1 Llamamos complejo de Verona invariante del par (M;F ) al ¶algebra
diferencial graduada

I¤v(M;F ) = f! 2 I¤v(M) : !F = 0g
La estructura de ¶algebra diferencial graduada viene dada por la diferencial y el
producto exteriores. Notamos que este complejo es isomorfo a I¤(fM;@fM). Como
la diferencial es de orden dos, podemos de¯nir los grupos de cohomolog¶³a de Verona
invariante del par (M;F ).

De¯nici¶on 4.2 El p-¶esimo grupo de cohomolog¶³a de Verona invariante del par
(M;F ) es el espacio vectorial

IHp
v (M;F ) =

ker(d : Ip
v(M;F ) ! Ip+1

v (M;F ))

im(d : Ip¡1
v (M;F )! Ip

v(M;F ))

63
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Para ver que la cohomolog¶³a de Verona invariante del par (M;F ) es isomorfa a
la cohomolog¶³a de de Rham de (M;F ), se puede hacer una prueba similar a la del
teorema 3.39 utilizando la estructura local, o bien utilizar la sucesi¶on exacta del par
(M;F ), que es lo que haremos a continuaci¶on.

De¯nimos las aplicaciones:

½M : I¤v(M)¡!¤(F ) y ½B : ¤v(B)¡!¤(F )

dadas por ½M(!) = !F y ½B(¯) = ¯F . Si expresamos ¼¤® + Â ^ ¼¤° = (®; °) 2
I¤v(M), entonces tenemos ½M(®; ¯) = ®F . Es inmediato que ½M y ½B son aplica-
ciones de cadenas, y que ½M ± ¼¤ = ½B.

Proposici¶on 4.3 Las sucesiones de complejos de cadenas

0 ¡! I¤v(M;F )
¶M¡¡¡¡!I¤v(M)

½M¡¡¡¡!¤(F ) ¡! 0 (4.1)

y
0 ¡! ¤v(B;F )

¶B¡¡¡¡!¤v(B)
½B¡¡¡¡!¤(F ) ¡! 0; (4.2)

donde ¶M y ¶B son las inclusiones, son exactas.

Demostraci¶on: Todos los pasos de la exactitud son directos, salvo la sobreyectividad
de ½M y ½B. Sea ° una forma de F . Tomamos un entorno tubular equivariante
ª: N(F )¡!M , y un entorno distinguido W en M , asociado a ª (ver el apartado
3.2.2). Entonces, ¼(W ) es un entorno distinguido de B, y tenemos los diagramas
conmutativos:

U
pUÃ¡¡¡¡ U £ C(S2n+1)

Á¡¡¡¡! W???y 1U

???y ¼

???y ¼

U
p0UÃ¡¡¡¡ U £ C(CPn)

Ã¡¡¡¡! ¼(W )

y

U
epUÃ¡¡¡¡ U £ S2n+1 £ [0;1)

eÁ¡¡¡¡! fW???y 1U

???y e¼
???y ¼

U
ep0UÃ¡¡¡¡ U £ CPn £ [0;1)

eÃ¡¡¡¡! ¼̂(W )

donde U µ F , las aplicaciones pU ; p
0; epU y ep0U son las proyecciones sobre U , y Á; Ã; eÁ

y eÃ son difeomor¯smos. La forma ° 2 ¤(F ) induce por restricci¶on una forma
°U 2 ¤(U). Tenemos de¯nidas entonces las formas:

((Á¡1)¤ ± p¤U)°U 2 I¤v(W )
((Ã¡1)¤ ± (p0U)¤)°U 2 ¤v(¼(W ))

((eÁ¡1)¤ ± ep¤U)°U 2 ¤(fW )

(( eÃ¡1)¤ ± (ep0U)¤)°U 2 ¤(¼̂(W ))
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Podemos hacer este proceso en una familia de entornos distinguidos (asociados a

ª) que cubra @fM . Como todos est¶an asociados a la misma aplicaci¶on tubular, es
claro que mediante la anterior construcci¶on quedan de¯nidas en un entorno de cada
entorno tubular. Mediante un proceso de pegado con una partici¶on de la unidad
invariante y levantable como la que ya usamos en el apartado 3.5.1, quedan de¯nidas
las formas:

! 2 I¤v(M)
¯ 2 ¤v(B)e! 2 ¤(fM)ē 2 ¤(¼̂(W ))

Es f¶acil comprobar que ! y ¯ son levantables a e! y ē, respectivamente, as¶³ como
ver que !F = ¯F = °. Por lo tanto, ! y ° son de Verona, y

½M(!) = ½B(¯) = F:

Las sucesiones (4.1) y (4.2) inducen en cohomolog¶³a las siguientes sucesiones exactas
largas:

: : : ¡! IHp
v (M;F )

¶M¡¡¡¡!IHp
v (M)

½M¡¡¡¡!Hp(F )
±M¡¡¡¡!IHp+1

v (M;F ) ¡! : : :

: : : ¡! Hp
v (B;F )

¶B¡¡¡¡!Hp
v (B)

½B¡¡¡¡!Hp(F )
±M¡¡¡¡!Hp+1

v (B;F ) ¡! : : :

que llamamos sucesiones exactas largas de los pares (M;F ) y (B;F ), respectiva-
mente.

Observaci¶on 4.4 La cohomolog¶³a del complejo I¤v(M;F ) es isomorfa a la del
complejo de de Rham ¤(M;F ). En efecto, el procedimiento que hemos usado sirve
para construir la sucesi¶on exacta de un par en cohomolog¶³a invariante (para extender
una forma de F invariantemente a M basta tomar un entorno tubular equivariante
de F ). Consideramos el diagrama conmutativo de ¯las exactas:

0 ¡! I¤v(M;F )
¶M¡¡¡¡! I¤v(M)

½M¡¡¡¡! ¤(F ) ¡! 0

i¤1

x??? i¤2

x??? 1¤F

x???
0 ¡! I¤(M;F )

¶M¡¡¡¡! I¤(M)
½M¡¡¡¡! ¤(F ) ¡! 0

donde i¤1 e i¤2 est¶an inducidas por la inclusi¶on i : M ¡ F ¡!M . Como i2 y 1¤F son
cuasiisomor¯smos, aplicando el lema de los cinco en cohomolog¶³a, deducimos que i¤1
tambi¶en lo es.
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4.1.2 Sucesi¶on de Smith-Gysin

En lo que sigue, por comodidad, designaremos los grupos de cohomolog¶³a de Verona
y de Verona invariante con la misma notaci¶on que usamos para los grupos de coho-
molog¶³a de de Rham, sabiendo que todos ellos son isomorfos a los correspondientes
en cohomolog¶³a singular.

En las condiciones del apartado anterior, escribimos las sucesiones exactas largas
de Gysin, del par (M;F ) y del par (B;F ):

: : : ¡! Hp(B)
¼¤¡¡¡¡!Hp(M)

H
¡¡¡¡!Hp¡1(B;F )

"¡¡¡¡!Hp+1(B) ¡! : : :

: : : ¡! Hp(M;F )
¶M¡¡¡¡!Hp(M)

½M¡¡¡¡!Hp(F )
±M¡¡¡¡!Hp+1(M;F ) ¡! : : :

: : : ¡! Hp(B;F )
¶B¡¡¡¡!Hp(B)

½B¡¡¡¡!Hp(F )
±B¡¡¡¡!Hp+1(B;F ) ¡! : : :

Podemos organizar estas tres sucesiones en el siguiente diagrama trenzado:

Hp¡1(F )

±M

±B
Hp(M;F )

H
¶M

Hp¡1(B;F )

"

"
Hp+1(B)

Hp(B;F )
¶B

¼¤

Hp(M)
½M

H
Hp+1(B;F )

¼¤

¶B

Hp¡2(B;F )

"

"
Hp(B)

½B

¼¤
Hp(F )

±M

±B
Hp+1(M;F )

En el diagrama hay cuatro sucesiones trenzadas entre s¶³, que llamaremos hebras. La
hebra que empieza por la °echa ±M es la sucesi¶on de Gysin, la que comienza por ±B
es la sucesi¶on del par (M;F ) y la que empieza por " : Hp¡2(B;F )¡!Hp(B) es la del
par (B;F ). Hemos completado la trenza con las aplicaciones de la hebra restante,
de manera que el diagrama resultante sea conmutativo. Para ello, la aplicaci¶on "
denotar¶a la multiplicaci¶on por el opuesto de la clase de Euler, es decir,

"(°) = ¡[S(°) ^ e] para ° 2 H¤(B;F )

En efecto, todas las comprobaciones son inmediatas salvo la conmutatividad del
cuadrado

Hp(M)
H

¡¡¡! Hp¡1(B;F )

½M

??y ??y"

Hp(F )
½B¡¡¡! Hp+1(B;F )

Sea (®; °) un ciclo de Verona invariante de M . Entonces, se cumple

d® = ¡° ^ e: (4.3)
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Tenemos, por un lado,

" ±
I

[(®; °)] = "([S(°])) = ¡[° ^ e]:

Por otro lado,
±B½M([(®; °)]) = ±B([®F ]):

Para calcular el homomor¯smo de conexi¶on ±B, se toma una antiimagen de ®F para
la aplicaci¶on ½B, y tomamos la diferencial. Notamos que una antiimagen v¶alida es
®, y por la condici¶on (4.3), obtenemos

±B([®F ]) = [¡° ^ e]
Notamos que la hebra (4) es de orden dos, lo cual se deduce directamente de la
conmutatividad del diagrama, y de la identidad

¼¤"(°) = ¡[(° ^ e; 0)] = ¡[d(0; °)] = 0 2 H¤(M) para ° 2 H¤(B;F ):

Una sencilla caza de diagrama (ver [Bre2], pag. 189) demuestra el siguiente
hecho puramente algebraico: si en una trenza conmutativa de grupos tres hebras
son exactas y la cuarta es de orden dos, entonces la cuarta hebra es exacta. Por lo
tanto, hemos deducido la siguiente sucesi¶on exacta larga que llamaremos sucesi¶on
de Gysin relativa:

: : : ¡! Hp(B;F )
¼¤¡¡¡¡!Hp(M;F )

H
¡¡¡¡!Hp¡1(B;F )

"¡¡¡¡!Hp+1(B;F ) ¡! : : :

Notamos que la sucesi¶on de Gysin relativa se puede deducir tambi¶en de la sigu-
iente sucesi¶on exacta corta de complejos de formas diferenciales:

0 ¡! ¤v(B;F )
¼¤¡¡¡¡! I¤v(M;F )

H
¡¡¡¡! ¤¡1v (B;F ) ¡! 0

(®; °) 7¡! S(°)
® 7¡! (®; 0)

(4.4)

La trenza contiene el siguiente diagrama conmutativo:

Hp(B)
¼¤¡¡¡¡! Hp(M)

H
¡¡¡¡! Hp+1(B;F )

"¡¡¡¡! Hp+1(B)

1¤B

???y ½M

???y "

???y ???y 1¤B

Hp(B)
½B¡¡¡¡! Hp(F )

±B¡¡¡¡! Hp+1(B;F )
¶B¡¡¡¡! Hp+1(B)

Como 1¤B es un isomor¯smo, aplicando el lema de Barratt-Whitehead (ver [Rot],
pag. 107), deducimos la siguiente sucesi¶on exacta larga:
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: : : ¡! Hp(M)
(
H
;½M )¡¡¡¡!Hp¡1(B;F )©Hp(F )

"¡±B¡¡¡¡!Hp+1(B;F )
¼¤¡¡¡¡!Hp+1(M) ¡! : : :

(4.5)
conocida como sucesi¶on de Smith-Gysin, la cual tambi¶en se puede deducir de la
siguiente sucesi¶on exacta de complejos de formas diferenciales:

0 ¡! ¤v(B;F )
¼¤¡¡¡¡! I¤v(M)

(
H
;½M )¡¡¡¡! ¤¡1v (B;F )©¤(F ) ¡! 0

(®; °) 7¡! (S(°); ®F )
® 7¡! (®; 0)

(4.6)

Podemos proceder de igual manera con el siguiente diagrama conmutativo, tambi¶en
contenido en la trenza:

Hp¡2(B;F )
"¡¡¡¡! Hp(B;F )

¼¤¡¡¡¡! Hp(M;F )
H

¡¡¡¡! Hp¡1(B;F )

1¤B

???y ¶B

???y ¶M

???y ???y 1¤B

Hp¡2(B;F )
"¡¡¡¡! Hp(B)

¼¤¡¡¡¡! Hp(M)
H

¡¡¡¡! Hp¡1(B;F )

Aplicando el lema de Barratt-Whitehead, obtenemos una nueva sucesi¶on exacta
larga:

: : : ¡! Hp(B;F )
(¼¤;¶B)¡¡¡¡!Hp(M;F )©Hp(B)

¶M¡¼¤¡¡¡¡!Hp(M)
"±H¡¡¡¡!Hp+1(B;F ) ¡! : : :

que, a su vez, tambi¶en puede deducirse de la sucesi¶on exacta corta de complejos:

0 ¡! ¤v(B;F )
(¼¤;¶B)¡¡¡¡! I¤v(M;F )©¤v(B)

¶M¡¼¤¡¡¡¡! ¤v(M) ¡! 0
(!; ¯) 7¡! (! ¡ ¼¤¯)

° 7¡! (¼¤°; °)
(4.7)

4.2 N¶umeros de Betti

El p-¶esimo n¶umero de Betti de un espacio topol¶ogico M es la dimensi¶on del espa-
cio vectorial real Hp(M), que denotaremos por bpM . An¶alogamente, de¯nimos los
n¶umeros de Betti un par (M;F ) mediante bp(B;F ) = dimHp(B;F ). La caracter¶³stica
de Euler-Poincar¶e de un espacio M es un invariante cl¶asico que se de¯ne como la
suma

ÂM =
X
p¸0

(¡1)pbpM :
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Se puede probar con t¶ecnicas de teor¶³a de Morse y un argumento de Mayer-Vietoris
que en el caso de una acci¶on diferenciable de S1 sobre M , la caracter¶³stica de Euler-
Poincar¶e de M es la misma que la de la subvariedad de los puntos ¯jos F . En este
apartado, probaremos la siguiente desigualdad referente a los n¶umeros de Betti de
M y de F , usando la sucesi¶on de Gysin del caso semilibre.

Proposici¶on 4.5 Si ©: S1 £M¡!M es una acci¶on diferenciable semilibre y F es
la subvariedad de los puntos ¯jos, entoncesX

i¸0
bp+2i
F ∙

X
i¸0
bp+2i
M 8p 2 Z

Para la prueba, vamos a manejar las sucesiones exactas mediante los polinomios
de Poincar¶e, una manera sint¶etica de expresar la cohomolog¶³a. En lugar de trabajar
con sucesiones exactas, trabajaremos con relaciones entre los polinomios de Poincar¶e.

Recordamos las sucesiones de Gysin y del par (B;F ):

: : : ¡! Hi(B)
¼¤¡¡¡¡!Hi(M)

H
¡¡¡¡!Hi¡1(B;F )

"¡¡¡¡!H i+1(B) ¡! : : : (4.8)

: : : ¡! H i
v(B;F )

¶B¡¡¡¡!Hi(B)
½B¡¡¡¡!Hi(F )

±B¡¡¡¡!Hi+1
v (B;F ) ¡! : : : (4.9)

De¯nimos a continuaci¶on los polinomios de Poincar¶e como los polinomios for-
males:

PM =
X
i¸0
biMt

i;

PB =
X
i¸0
biBt

i;

P(B;F ) =
X
i¸0
bi(B;F )t

i;

P¼ =
X
i¸0
bi¼t

i;

P½B =
X
i¸0
bi½B t

i;

donde bi¼ = dim im(¼¤i : Hi(B) ! H i(M)) y bi½B = dim im(½iB : Hi(B) ! H i(F )).
Con esta notaci¶on, la cohomolog¶³a de una variedad se expresa directamente mediante
un polinomio. Por ejemplo,

PCPn = 1 + t2 + ¢ ¢ ¢+ t2n y PSn = 1 + tn:

La sucesi¶on (4.8) se escinde en sucesiones exactas:

0! im¼¤i ¼¤i¡¡¡¡!H i(M)
H

¡¡¡¡!Hi¡1(B;F )
"¡¡¡¡!Hi+1(B)

¼¤i+1¡¡¡¡! im¼¤i+1 ! 0
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para cada i 2 Z. Como en una sucesi¶on exacta de espacios vectoriales, las dimen-
siones de los espacios en lugares impares suman lo mismo que las de los lugares
pares, tenemos la igualdad:

(1 + t)P¼ + t2P(B;F ) = tPM + PB; (4.10)

que expresa las relaciones entre las dimensiones de los espacios que aparecen en la
sucesi¶on de Gysin. Procediendo de igual manera con la sucesi¶on (4.9), obtenemos
la relaci¶on:

(1 + t)P½B + P(B;F ) = tPF + PB: (4.11)

Restando estas dos expresiones, deducimos:

(1 + t)(P½B ¡ P¼) + (1¡ t2)P(B;F ) = t(PF ¡ PM); (4.12)

y dividimos a ambos lados por (1¡ t2):

1

1¡ t(P½B ¡ P¼) + P(B;F ) =
t

1¡ t2 (PF ¡ PM): (4.13)

Podemos ver esta f¶ormula como una igualdad de series formales, o bien interpretar
los polinomios de Poincar¶e como funciones de variable t. En ese caso, la identidad
(4.13) es v¶alida si t6= 1. Haciendo los desarrollos en serie de Laurent para t > 1,
obtenemos:

t

t2 ¡ 1
= ¡

X
i¸0
t¡2i¡1 y

1

t¡ 1
=

X
i¸0
t¡i¡1 para t > 1;

y sustituyendo en (4.13), se sigue que:X
i¸0

(bp+i
½B
¡ bp+i

¼ ) + bp¡1(B;F ) =
X
i¸0
bp+2i
F ¡

X
i¸0
bp+2i
M :

Recordamos (ver apartado 4.1.1) que se tiene la relaci¶on ½M ±¼¤ = ½B. Por lo tanto,
ker ¼¤ ∙ ker ½B, y esto implica que P¼ ¸ P½B (es decir, para todo i ¸ 0, se tiene
bi¼ ¸ bi½B), con lo que X

i¸0
bp+2i
M ¡

X
i¸0
bp+2i
F ¸ bp¡1(B;F ) ¸ 0;

lo cual completa la demostraci¶on de la proposici¶on 4.5.
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4.3 Acciones sobre el espacio proyectivo complejo

En este apartado vamos a calcular la cohomolog¶³a del espacio de ¶orbitas de ciertas
acciones semilibres sobre el espacio proyectivo complejo. Sea (k1; : : : ; kl) una tupla
de n¶umeros naturales ordenados de manera no decreciente, y tales que n + 1 =
k1 + ¢ ¢ ¢+ kl. Llamaremos acci¶on modelo de tipo (k1; : : : ; kl) a la acci¶on de S1 sobre
CPn dada por

S1 £CPn ¡! CPn
(z; [z1; z2; : : : ; zn+1]) 7¡! [za1z1; : : : ; z

a1zk1;
za2zk1+1; : : : ; z

a2zk1+k2 ;
: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ;
zalzn¡kl+1; : : : ; z

alzn+1]

donde a1; a2; : : : ; al son n¶umeros enteros distintos entre s¶³. Un sencillo c¶alculo directo
nos revela que esta acci¶on es semilibre, y que la variedad de los puntos ¯jos es
difeomorfa a la uni¶on disjunta:

F ¼ CPk1¡1
G
¢ ¢ ¢

G
CPkl¡1

Ejemplo 4.6 La acci¶on del ejemplo 3.2, es una acci¶on modelo de tipo (1; n).

De¯nici¶on 4.7 Llamaremos acci¶on tipo a una acci¶on semilibre de S1 sobre un es-
pacio proyectivo complejo cohomol¶ogico CP n tal que la subvariedad de los puntos
¯jos F tenga la cohomolog¶³a de la uni¶on disjunta

CPk1¡1
G
¢ ¢ ¢

G
CPkl¡1;

donde k1; : : : ; kl son n¶umeros naturales tales que k1 ∙ ¢ ¢ ¢ ∙ kl y k1+ ¢ ¢ ¢+kl = n+1.
Diremos que una acci¶on tal es de tipo (k1; : : : ; kl).

Sea © una acci¶on tipo sobre el n-espacio proyectivo complejo cohomol¶ogico M .
Podemos considerar la sucesi¶on de Gysin (4.8). Notamos que como M y F tienen
cohomolog¶³a par, los polinomios de Poincar¶e PM y PF son pares. Como adem¶as
im¼¤i ∙ H i(M) e im ½iB ∙ H i(F ), deducimos que P¼ y P½B son ambos polinomios
pares. Denotamos por P par a la parte par de un polinomio P . Igualando la parte
par de los dos t¶erminos de la ecuaci¶on (4.12), obtenemos:

(P½B ¡ P¼) + (1¡ t2)P par
(B;F ) = 0; (4.14)

de donde P½B ¡P¼ es divisible por (1¡ t2). En particular, se tiene
X
i¸0
bi½B =

X
i¸0
bi¼.

Recordamos que para todo entero i se cumple bi½B ¸ bi¼, y deducimos que P½B = P¼.
Hemos demostrado el siguiente lema:
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Lema 4.8 Si © es una acci¶on tipo, entonces se cumple la relaci¶on:

(1¡ t2)P(B;F ) = t(PF ¡ PM):

Notamos que por el lema precedente, el polinomio P(B;F ) es impar, y de hecho,
podemos calcularlo en cada caso, en funci¶on del tipo. Se puede probar por inducci¶on
sobre l, que si © es de tipo (k1; : : : ; kl), entonces tenemos la siguiente expresi¶on para
P(B;F ):

P(B;F ) = t

lX
j=2

0@kj+¢¢¢+klX
i=1

t2(i¡1)

1A0@kj¡1X
i=1

t2(i¡1)

1A (4.15)

Ejemplo 4.9 Vamos a calcular la cohomolog¶³a del espacio de ¶orbitas de una acci¶on
de tipo (1; : : : ; 1). Podemos hacer los c¶alculos con la siguiente acci¶on modelo:

S1 £ CPn ¡! CPn
(z; [z1; z2; : : : ; zn+1]) 7! [zz1; z

2z2; : : : ; z
n+1zn+1]

Un c¶alculo directo nos proporciona:

PF = n+ 1

PM = 1 + t2 + ¢ ¢ ¢+ t2n
P(B;F ) = (n+ 1)t+ nt3 + ¢ ¢ ¢+ 2t2n¡3 + t2n¡1

Por un argumento de conectividad, es claro que H0(B) »= R. Tenemos entonces el
homomor¯smo:

½0B : H0(B) »= R¡! ©
n+1

R = H0(F );

que est¶a dado por ½0B(x) = (x; : : : ; x), y por lo tanto, b0½B = 1. Como adem¶as
P¼ = P½B ∙ PF , tenemos que P¼ = 1, y sustituyendo en la f¶ormula (4.10), podemos
despejar PB, obteniendo:

PB = t2n¡1 + 2t2n¡3 + ¢ ¢ ¢+ (n¡ 1)t3 + 1;

de donde

Hp(B) =

8>><>>:
R si p = 0;

©
n¡k

R si p = 2k + 1 (1 ∙ k ∙ n¡ 1);

0 otro caso.

Como el producto de dos formas impares es par, la estructura multiplicativa de
H¤(B) es trivial. En resumen, B tiene la cohomolog¶³a de un ramillete de esferas
impares.
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En este caso, ha sido su¯ciente la estructura lineal de la sucesi¶on de Gysin y del
par (B;F ) para calcular la cohomolog¶³a de B. En cambio, para una acci¶on tipo
gen¶erica, adem¶as de los polinomios de Poincar¶e, necesitaremos usar la estructura
multiplicativa de ambas sucesiones, es decir, el hecho de que son sucesiones de
H¤(B)-m¶odulos.

Sea © una acci¶on tipo. Por la estructura de ¶algebra de M (ver apartado 2.6),
hay una clase a 2 H2(M) que genera todo H¤(M); es decir, a2 genera H4(M), a3

genera H6(M), y as¶³ sucesivamente.
Tomando partes impares en la f¶ormula (4.11), y por ser la acci¶on semilibre (lo

cual signi¯ca que b0F ¸ 2), se sigue f¶acilmente que b1B = 0. Como H2n(B) = 0,
deducimos de la exactitud de la sucesi¶on de Gysin (4.8) que existe una clase no nula
z2n¡1 2 H2n¡1(B;F ), tal que I

(an) = z2n¡1:

Lema 4.10 Si B es el espacio de ¶orbitas de una acci¶on tipo, entonces H2(B) = 0.

Demostraci¶on: Como P½B ∙ PF , por la igualdad (4.11) obtenemos que PB ∙ PF +
P(B;F ), de donde biB = 0 para todo i ¸ 2n Supongamos ahora que existe una clase
no nula y2 2 H2(B). Como H0(B;F ) = 0, forzosamente ¼¤(y2) = a 2 H2(M).
Entonces, como H2n(B) = 0, y ¼¤ es un H¤(B)-homomor¯smo, tenemos que

an = (¼¤(y2))n = ¼¤(yn2 ) = 0;

lo cual es una contradicci¶on.

Del lema precedente deducimos que existe una clase no nula z1 2 H1(B;F ) tal queI
(a) = z1:

El siguiente lema nos da la clave para poder calcular PB.

Lema 4.11 Para una acci¶on tipo cualquiera, se tiene que P¼ = 1.

Demostraci¶on: Veamos que para todo j = 1; : : : ; n se tiene que
H
(aj) 6= 0. Lo

probaremos por inducci¶on sobre j, en sentido descendente. Hemos visto que es cierto
para j = n. Supongamos que

H
(ak) 6= 0, y que

H
(ak¡1) = 0. En ese caso, por la

exactitud de la sucesi¶on de Gysin se tiene que
H
(ak) = z2k¡1 y que existe una clase no

nula y2k¡2 2 H2k¡1(B), tal que ¼¤(y2k¡2) = ak¡1. Entonces, z2k¡3 =2 im
H

= ker ", y
eso signi¯ca que hay un elemento no nulo y2k¡1 2 H2k¡1(B), tal que "(z2k¡3) = y2k¡1.
Como la cohomolog¶³a de F es par, tenemos que y2k¡1 2 ker ½B = im ¶B. Por lo tanto,
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deducimos que ¶B(z2k¡1) = y2k¡1. Plasmamos toda esta informaci¶on en el siguiente
diagrama:

H¤(B)
¼¡¡¡¡! H¤(M)

H
¡¡¡¡! H¤¡1(B;F )

"¡¡¡¡! H¤+1(B)
1B 7¡! 1M

a 7¡! z1
y2k¡2 7¡! ak¡1 z2k¡3 7¡! y2k¡1

ak 7¡! z2k¡1
an 7¡! z2n¡1

H¤(B)
½B¡¡¡¡! H¤(F )

±B¡¡¡¡! H¤+1(B;F )
¶B¡¡¡¡! H¤(B)

1B 7¡! 1F
10F 7¡! z1

z2k¡1 7¡! y2k¡1

Ahora, utilizando que ¼¤,¶B y
H

son H¤(B)-homomor¯smos, obtenemos:

y2k¡2 ¢ a = ak¡1 ¢ a = ak 2 H2k(M);

z2k¡1 =

I
(a2k) =

I
(y2k¡2 ¢ a) = y2k¡2 ¢

I
(a) = y2k¡2 ¢ z1;

y2k¡1 = ¶B(z2k¡1) = ¶B(z1 ¢ y2k¡2) = y2k¡2 ¢ ¶B(z1) = 0;

lo cual es una contradicci¶on. Por lo tanto, im¼¤ = ker
H

= 1.

De este lema, se deduce que P½B = 1, y por lo tanto, la f¶ormula:

PB = 1 + t+ P(B;F ) ¡ tPF (4.16)

nos permite calcular la cohomolog¶³a de B en cada caso. De la f¶ormula (4.15),
obtenemos que

b2k¡1(B;F ) ¸ 1 para k = 1; : : : ; n:

Si se cumple
P(B;F ) = t+ t3 + ¢ ¢ ¢+ t2n+1;

que es el caso de la acci¶on de tipo (1; n), entonces, por la exactitud de la sucesi¶on
de Gysin, se tiene PB = 1, es decir, B es ac¶³clico. En otro caso, la sucesi¶on de Gysin
revela que aparecen formas impares no nulas en H¤(B). Hemos probado el siguiente:

Teorema 4.12 (Masuda) Sea B el espacio de ¶orbitas de una acci¶on tipo. Entonces,
B o tiene la cohomolog¶³a de un ramillete de esferas impares, o es ac¶³clico.
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Observaci¶on 4.13 Combinando (4.15) y (4.16), podemos calcular expl¶³citamente
los n¶umeros de Betti del espacio de ¶orbitas de una acci¶on tipo cualquiera. En [Mas],
se proporciona una f¶ormula equivalente en un contexto m¶as general, usando m¶etodos
de topolog¶³a algebraica distintos a nuestro enfoque geom¶etrico, m¶as elemental.

Ejemplos 4.14 Aplicando la f¶ormula (4.16), obtenemos los siguientes ejemplos:

Tipo (2; 3) =) B tiene la cohomolog¶³a de S5 _ S7;
Tipo (2; 2) =) B es una 5-esfera cohomol¶ogica;
Tipo (1; 1; 2) =) B tiene la cohomolog¶³a de S3 _ S5;
Tipo (2; 2; 3; 4) =) PB = 1 + 2t3 + 5t5 + 6t7 + 6t9 + 5t11 + 4t13 + 3t15 + 2t17 + t19
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