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Introduccion

Una accion diferenciable de R sobre una variedad diferenciable M define una fo-
liacién F, y estamos interesados en estudiar la relacién entre la cohomologia de M y
la del espacio de érbitas M /F (o cohomologia bésica). Este espacio de dérbitas puede
ser algo muy patoldgico, asi que nos limitaremos a las acciones riemannianas (las
que inducen foliaciones riemannianas), donde la cohomologia béasica ha demostrado
ser un invariante adaptado y rico.

Cuando esta accion es periddica, tenemos de hecho una accién diferenciable de
St. Llamemos m : M — B a la proyeccién sobre el espacio de érbitas y F a la
variedad de los puntos fijos por la accion. En este caso, la relacién cohomolégica
viene dada por la sucesion de Gysin:

— HP(B)—=— H?(M)—— 5" (B, F)—— H""'(B) — ...,
donde ¢ es la integracién a lo largo de las fibras y e, salvo signo, la multiplicacién
por la clase de Euler. Este resultado se encuentra tipicamente en el marco de la
Topologia Algebraica (ver, por ejemplo, [GHV], [BoTu] o [Die]), pero a nosotros
nos interesa recuperarlo usando formas diferenciales, “a la de Rham”. Este enfoque
desde la Geometria Diferencial nos resultara més adecuado a la hora de extender la
sucesion de Gysin a las acciones riemannianas.

Nuestro marco de trabajo va a ser una accién diferenciable de S' sobre una
variedad M. Construiremos la sucesiéon de Gysin en los casos en que la accién sea
libre y semilibre (es decir, libre fuera de los puntos fijos).

Aunque parezca que nos hemos delimitado en exceso al abordar sélo el caso
semilibre, se puede comprobar que los resultados son formalmente los mismos para
una accion genérica. La prueba del caso general supone una complicaciéon técnica,
al pasar de la presencia de dos estratos del caso semilibre (los puntos fijos y los
“méviles”) a la aparicién de uno de ellos por cada grupo de isotropia. El esfuerzo
técnico a realizar es excesivo, y el interés conceptual no es mayor que en el caso
semilibre, ya que cuando nos extendamos a ciertas acciones de R, trabajaremos con
formas de M en lugar de con formas en los diferentes estratos de B. De hecho, no
podremos contar con B en ese caso (puede ser totalmente disconexo, por ejemplo).

il



v Introduccion

El material de esta Memoria estd organizado como sigue: en el primer capitulo
trataremos algunos topicos de Topologia Algebraica y Geometria Diferencial. Al-
gunos seran meras presentaciones de resultados y definiciones que usaremos, y otros
seran tratados en profundidad, como el Teorema de de Rham, ya que nos interesa
comprender bien su demostracion para adaptarla en otros casos.

En los capitulos segundo y tercero construimos la sucesion de Gysin en los casos
libre y semilibre, respectivamente. Resultara fundamental entender como funciona la
geometria de la accion, dando una descripcion local adecuada. En el caso semilibre,
el espacio de orbitas no tiene por qué ser una variedad, sino que es una variedad
singular. Esto lo solventaremos técnicamente con las formas de Verona y la explosion
de Janich.

En el capitulo de aplicaciones, derivamos algunas sucesiones mas “tipo Gysin”,
obtenemos una relacion entre los nimeros de Betti de M y de F', e ilustramos esta
teoria con algunos cdlculos en ejemplos de acciones concretas de S' sobre CP”.



Capitulo 1

Preliminares de Topologia y
Geometria

1.1 El Teorema de de Rham

La cohomologia singular es un invariante fundamental de cualquier espacio topolégico
M. Se define como la homologia del complejo de cadenas Hom (A, (M), R), donde
A, (M) representa el R-médulo de las cadenas singulares de M, y Hom(A, B), los
homomorfismos de A en B. Si M es ademas una variedad diferenciable, existe otro
invariante asociado llamado cohomologia de de Rham. El teorema de de Rham afir-
ma que estos dos invariantes coinciden, es decir, que la cohomologia de de Rham y
la cohomologia singular de una variedad diferenciable M son la misma.

Para demostrar el teorema de de Rham, se construye una aplicaciéon entre los
complejos que definen ambas cohomologias, que son el ya indicado y el complejo de
las formas diferenciales. Para ver que esa aplicacién induce un isomorfismo en los
grupos de cohomologia, se usan propiedades importantes que satisfacen ambas: el
lema de Poincaré, que induce la invarianza por homotopia, y la sucesion exacta de
Mayer-Vietoris.

Como en esta Memoria vamos a trabajar con complejos de formas diferenciales,
nos interesa demostrar detalladamente estas propiedades para la cohomologia de de
Rham.

1.1.1 Cohomologia de de Rham

El propédsito de este parrafo es establecer la notacién; no pretende ser una introduc-
cién detallada a la teoria de de Rham. Una exposicién minuciosa se encuentra, por
ejemplo, en [KaLe].



2 Capitulo 1. Preliminares de Topologia y Geometria

Dada una variedad diferenciable y paracompacta M y un entero p > 0, denota-
mos por (M) al espacio vectorial real de las p-formas diferenciales sobre M. El
conjunto

Q(M)= @ QP (M) (1.1)
p=0
es conocido como complejo de de Rham. El producto exterior y la diferencial exterior
denotados respectivamente por A y d, dan a Q*(M) estructura de dlgebra diferencial
graduada. La sucesion

Lo (M) —L (M) — L e (M) —L s

es de orden dos, asi que tenemos un complejo de cocadenas donde d va subiendo
de grado en vez de bajar. La homologia de este complejo es la cohomologia de de
Rham.

Definicién 1.1 El p-ésimo grupo de cohomologia de de Rham de M es el espacio
vectorial

_ker(d: QP(M) — QPTY(M))  p-formas cerradas
~im(d s QY (M) — Qp(M))  p-formas exactas

HP(M)

Si f: M— N es una aplicacién diferenciable, para denotar el pullback de f
usa- remos la notaciéon f*: Q*(N)— Q*(M). Como f* conmuta con la diferencial
d, induce un homomorfismo en cohomologia, que denotaremos de la misma manera,
es decir: f*: H*(N)— H*(M). Se tiene que f* es distributivo con respecto del
producto exterior: es decir, para todo par de formas w,n € Q*(N), se cumple

frwnn) = frwA fo. (12)

Podemos considerar 2* como un funtor contravariante de la categoria de las va-
riedades diferenciables (los morfismos son las aplicaciones diferenciables) en la cate-
goria de las algebras diferenciales graduadas. Sea U un abierto de la variedad dife-
renciable M, y sea i: U— M la inclusiéon. Dada una forma w de M, llamaremos
restriccion de w a U a la forma i*w, que también denotaremos por w|y.

1.1.2 Lema de Poincaré

El Lema de Poincaré nos dice que la cohomologia de de Rham de una variedad dife-
renciable M y la de M x R son la misma, intuitivamente esto significa que podemos
“contraer” R. La consecuencia crucial es que dos espacios con el mismo tipo de
homotopia tienen la misma cohomologia de de Rham (axioma de homotopia).
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Proposicién 1.2 (Lema de Poincaré) Sea M una variedad diferenciable y sea la

proyeccion pyr: M x R— M. Entonces H*(M) P, H*(M xR) es un isomorfismo.

bm
Demostracion: Sean las aplicaciones M xR «— M, que definimos por py(z,t) = 2 y

s*

s(z) = (z,0). Consideramos los pullbacks inducidos (M x R) < Q*(M). Veamos
Pym

que inducen isomorfismos en cohomologia. Como py; o s = 1, tenemos trivialmente

que s* o py, = 1. Sin embargo, s opy # 1, y a nivel de formas, pj,; o s* # 1. Por

ejemplo, si tomamos M = R y como 0-forma la funcién diferenciable f(z,t) = tx,

tenemos
(Prros" )@, t) = (fosopu)(z,t) = f(z,0)=0

Para ver que pj,;0s* es la identidad en cohomologia, vamos a definir un operador
lineal K sobre Q*(M x R) que verifique la relacién

1 —py 08" =+(Kd—dK). (1.3)

Notemos que la parte derecha de la férmula transforma formas cerradas en formas
exactas, y que por tanto obtenemos pj,; o s* = 1 en cohomologia. Un operador de
este tipo se llama operador homotopia. Notemos que tiene que ser de grado —1.

Si{U,, ¢} s un atlas para M, entonces {U, X R, ¢, x t} lo es para M xR, donde
t es la carta identidad de R. Cada ¢-forma de M x R se puede expresar de forma
tnica como w = oy + (¢ A dt, donde {az}tier v {5t }ier son familias diferenciables
de formas diferenciales de M (es decir, formas diferenciales de M x R sin dt en
su expresion local (ver [GHV], pag.153 para una exposicién detallada). Definimos
entonces nuestro operador K mediante

K(w) = /'szt Bs N ds

donde w = a4 + B; A dt. Como la integracion es lineal, K también lo es. Denotamos
por dx al operador diferencial parcial en M (ver [GHV]|vol.I, pag. 148). Ahora
calculamos los dos términos de (1.3) aplicados a una g-forma w = oy + 3 A dt:

(1 - piy 0 8")(w) = w —
pues pi (" (dt)) = i (d(t o 5)) = pi, (d(0)) = 0.

dw = dxa; + (=1)9a) A dt + dx By A dt

it it t
K(dw):(—l)q/o o/s/\der/O ﬂt/\dt:(—l)q(at—ag)Jr/O By A dt
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t t t
d(Kw):/O dxﬂs/\ds+/0(—1)q_16;/\ds:/0 dxfBs Ads+ (—1)1716, A dt.

Asi que (dK — Kd)(w) = (-1)7Hw — ag) = (=1)971(1 — p}; 0 s*)(w), y K es un
operador homotopia. |

Teorema 1.3 (Axioma de Homotopia) Sean f,g: M — N aplicaciones difer-
enciablemente homdtopas. Entonces, f* = g*

Demostracion: Que f y g sean diferenciablemente homodtopas, significa que existe
una aplicacién diferenciable F': M x R— N tal que

) flx) sit>1
F(x’t)_{g(x) sit <O0.

Podiamos haber hecho la prueba del lema de Poincaré tomando s(z) = (z,1) en
lugar de s(z) = (z,0). Llamamos sy a la del lema de Poincaré y s; a esta nueva
seccién. Se cumple pues, f = Fos; y g = F osg. Por lo tanto,

[f=(sgom)off=sjom"os]oF"=s50 " =g" i

Corolario 1.4 5i M y N son variedades diferenciables del mismo tipo de homo-
topia, entonces tienen la misma cohomologia.

1.1.3 Sucesion de Mayer-Vietoris

La sucesion exacta de Mayer-Vietoris es una herramienta que nos permite conocer
la cohomologia de una variedad M, a partir de datos locales: la cohomologia de dos
abiertos que la cubran y de su interseccion. La clave para deducir la sucesién de
Mayer-Vietoris es la existencia de particiones de la unidad, tanto en cohomologia de
de Rham como en las demés cohomologias de formas diferenciales que usaremos.

Sea M = U UV, con Uy V abiertos. La siguiente sucesién de complejos dife-
renciales es conocida como sucesion de Mayer-Vietoris

0— (M) —— XU)eQ(V) ——— QUNV) —0
(0', T) [ — 7—|UﬂV — U|UOV (14>
w — (W, wlv)

Proposicién 1.5 La sucesion de Mayer-Vietoris es exacta.



1.1. FEIl Teorema de de Rham 5

Demostracion: Todos los pasos de la exactitud son directos, salvo la sobreyectividad
de €. Sea w € QYU NV). Tomamos una particién de la unidad (recordamos que
las variedades con las que trabajamos son paracompactas) {py, py } subordinada al
cubrimiento {U,V'} | es decir, soppy C V y sop py C U. Notamos que pyw es una
g-forma en U y pyw es una g-forma en V. Como ademas

(prw) = (—pvw) = w,

tenemos que (—pyw, pyw) es una antiimagen de w para la aplicacion e. |

La sucesién de complejos (1.4) induce canénicamente una sucesién exacta larga
en cohomologia, que también se llama sucesion de Mayer-Vietoris.

. — HY(M) — HY(U)® HY(V) — HY(UNV) — H™Y (M) — ...

Esta sucesion es una ttil herramienta de calculo. Por ejemplo, permite calcular la
cohomologia de las esferas: tomamos S*™ = U UV, con U = S" — {polo norte} y
V = S"™ — {polo sur}, ambos abiertos contractiles. Claramente, U NV es difeomorfo
a S"~! x R. Utilizando el lema de Poincaré, la sucesién exacta de Mayer-Vietoris e
induccion, es facil probar que la cohomologia de la esfera es:

R sip=0,n
0 en otro caso.

HP(S") = {

1.1.4 Teorema de de Rham

En esta secciéon demostramos que la cohomologia singular y la de de Rham tienen
grupos de cohomologia isomorfos. Lo que nos va a interesar no es el resultado,
sino la técnica mediante la cual probamos que dos complejos tienen la misma co-
homologia. Como para la sucesion de Gysin trabajaremos con complejos de formas
diferenciales, no nos extenderemos en los detalles de la cohomologia singular, que
se pueden encontrar en cualquier tratado de Topologia Algebraica (por ejemplo, en
[Bre2]).

Para relacionar la cohomologia de de Rham con la singular, tenemos que hacer
una pequena modificacién en esta ultima (que al final, veremos que nos proporciona
los mismos grupos de cohomologia). En lugar de trabajar con todos los simplices
singulares, nos quedaremos con los simplices singulares diferenciables, para poder
integrar formas diferenciales sobre ellos.

Definicién 1.6 Un p-simplice singular o: A, — M se dice que es diferenciable, si
se puede extender de forma diferenciable a un entorno de A, en el espacio ambiente
RP. Si una p-cadena de simplices singulares estd formada por simplices diferencia-
bles, diremos que es una p-cadena diferenciable. Denotamos el conjunto de p-cadenas
diferenciables en M por A,(M).
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Sea un o: A,— M un p-simplice singular diferenciable. Si olvidamos su (p — 2)-
esqueleto, lo podemos pensar como una variedad con borde. Tomamos una ori-
entacion positiva en el O-simplice Ay. Se puede definir de manera inductiva una
orientaciéon en A,, coherente con la de su borde. Si ahora tenemos una p-forma w
de M, deducimos que o*w es una p-forma de A,. Podemos definir la integral de o*w
en A,. Para ello, integramos fuera de entornos del (p — 2)-esqueleto, cada vez més
pequenos. De esta manera, definimos

/w:/ ofw.
o Ap

Extendemos linealmente esta definicion a una p-cadena ¢ = g n,o mediante

s [

Hemos definido asi un homomorfismo ¥(w): A, (M) — R dado por ¥ (w)(c) = /w,

(e

que es lineal en w. Por tanto, tenemos un homomorfismo
U: QP(M)— Hom(A,(M),R).
Consideramos la diferencial
6: Hom(A,_1(M),R) — Hom(A,(M),R)

definida por (6f)(c) = f(dc), donde 0: A,— A,_; es el operador borde. Medi-
ante un calculo directo, aplicando el teorema de Stokes, obtenemos que ¥ es una
aplicacién de cadenas (o aplicacién diferencial), es decir, que Wod =6 o V.

Denotamos por HP(M;R) el p-ésimo grupo de cohomologia singular diferenciable
de M, que es el p-ésimo grupo de homologia de {(Hom(A,(M),R)),>0,6}. La co-
homologia singular diferenciable, asi como la singular, satisface el lema de Poincaré,
el axioma de homotopia y la sucesion exacta larga de Mayer-Vietoris.

Como V¥ es una aplicaciéon de cadenas, induce en cohomologia el homomorfismo
U*: HP(M)— HP(M;R). El Teorema de de Rham afirma que es un isomorfismo:

Teorema 1.7 (Teorema de de Rham) El homomorfismo
U*: HP(M) — H?(M;R)

es un isomorfismo para todo p > 0.
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La demostracién va a depender de una serie de lemas. Primero, elegimos una
métrica en M (M es paracompacta) y tomamos una base de convexos geodésicos
U. La interseccién finita de convexos geodésicos es otro convexo geodésico, y por lo
tanto, contractil (de hecho, es difeomorfa a R™).

Lema 1.8 FEl Teorema de de Rham es cierto para todo convexo geodésico U .

Demostracion: Como el lema de Poincaré se cumple para ambas cohomologias, U
es aciclico para las dos, es decir, su cohomologia es nula en los grados positivos y R
para el grado cero. Notamos que la aplicacion de de Rham lleva funciones constantes
de valor C' en la 0-cocadena que asigna a cada 0-simplice el valor C'. Por lo tanto,
el teorema de de Rham es cierto para U. |

Lema 1.9 Si el teorema de de Rham es cierto para abiertos UV y UNV | entonces
también es cierto para U UV .

Demostracion: Como las dos cohomologias satisfacen Mayer-Vietoris, tenemos el
diagrama conmutativo de filas exactas:

HP~Y(U)@HP~Y(V) —— HP~1(UNV) — HP(UUV) —— HP(U)®HP (V) —— HP(UNV)
Uy \IJ2L xpgl %l ‘Ilg,J
HP~Y(U;R)®HP~ 1 (V;R) —= HP~Y(UNV;R) —= HP(UUV;R) — HP(U;R)®HP(V;R) —= HP(UNV;R),

donde las flechas verticales estan inducidas por la aplicacion de de Rham. Como
por hipétesis Uy, Uy, Uy v U5 son isomorfismos, por el lema de los cinco, U3 también

lo es. |

Lema 1.10 Si el teorema de de Rham es cierto para una coleccion de abiertos

{Uq}aca disjuntos, entonces es cierto para |J U,.
acA

Demostracion: Se deduce de los isomorfismos

Hom( & A.(U.),R) = & Hom(A,(U,),R)

acA acA
Qr U, = & Q°U,
v = 20w
y del hecho de que la aplicacién de de Rham sea natural. |

Ahora completamos la prueba del teorema de de Rham ensamblando estos tres
lemas con un método debido a G.E. Bredon (ver [Bre2]).
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Lema 1.11 (Método de Bredon) Sea M wuna variedad diferenciable y sea U
una base de abiertos saturada para intersecciones finitas. Sea P una afirmacion
formulada sobre abiertos de M, satisfaciendo:

1) P(U) es cierta para todo U € U;

2) si P(U),P(V),P(UNV) son ciertas, entonces también lo es P(UUV), donde
U yV son abiertos cualesquiera de M

3) $i {Uqs}aca es una familia de abiertos disjuntos cualesquiera de M y se cumple
P(U,) para todo o, entonces P( U U,) también se verifica,

acA
entonces, P(M) es cierta.

Demostracion: Primero observamos que P se cumple para uniones finitas de abiertos
de U. En efecto, para uniones de dos abiertos, esto es la propiedad 2) del enunciado.
Supongamos ahora que es cierto para uniones de n abiertos. Tenemos la identidad

(U U UU) N Upsy = (Uy N Upyy) U U (Un N Uiy

luego P((UyU---UU,)NU,41) es cierto. Como tambien es cierto P(U,,1), aplicando
2), se cumple P(U; U---UU,41), y se completa la induccion.

Vamos a construir ahora una funcién f: M — [0, 00) continua y propia, es decir,
tal que la imagen inversa de un compacto sea compacta. Como M satisface el se-
gundo axioma de numerabilidad y es paracompacta, podemos tomar un cubrimiento
numerable y localmente finito V = {V,,}.en con los V,, compactos, y una particién
de la unidad {f,, } en subordinada a este cubrimiento. Entonces, la funcién definida
por

flx) =" nfalx)
neN
es una funcién propia. En efecto, sea x € M y sean Vj,,..., V], todos los abiertos
de V que contienen a z, ordenados por sus subindices de menor a mayor. Entonces,
f(x) es una combinacién convexa de ji,...,jg, vy deducimos que j; < f(z) < j.
Denotamos por V; la clausura de la unién de todos los abiertos de V que intersecan
con V;. Como es un numero finito, todo V; es compacto. Sea ahora K C [0, 00)
compacto. Entonces, existe un [ € N tal que K C [0,[], y tenemos

FHE)C o |

J=1

luego f es propia.
Definimos ahora los conjuntos A, = f~[n,n + 1]. Como f es propia, A, es
compacto, y lo cubrimos con una unién finita U,, de conjuntos de U contenidos en
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f7H(n—1,n+32). Tenemos

1

De esta manera, conseguimos que los conjuntos U, con n par sean disjuntos entre
si, y lo mismo pasa entre los U,,, con m impar, tal como se ve en la siguiente figura:

Ahora, como cada U, es una unién finita de abiertos de U, tenemos que P(U,) es
cierta para todo n. Consideramos los abiertos

U:UU2k y V:UU2k+1

k>0 k>0

Notamos que por 3), se cumplen P(U) y P(V). Ademés, UNV = U (UgiNUsj1),
i,jEN

que es una unién disjunta. Como cada Us; N Uszj41 es una unién finita de elementos

de U, se sigue que P(U NV) es cierta. Aplicando 2), obtenemos que se cumple

PUUV)=P(M). |

Este método de Bredon es muy 1til para teoremas “tipo de Rham”. Para probar
que dos complejos tienen la misma cohomologia, basta ver que cumplen Mayer-
Vietoris y elegir un cubrimiento adecuado sobre el cual se pueda probar la propiedad
“a mano” (para lo cual es 1til el lema de Poincaré). Usaremos esta técnica para
poder trabajar con subcomplejos del complejo de de Rham (mejor adaptados a la
naturaleza de las acciones que éste), sabiendo que obtenemos la misma cohomologfa.

Como ilustracién de la comodidad del método de Bredon, vamos a sustituir en el
teorema de de Rham la cohomologia singular diferenciable por la singular ordinaria.
Para esto, consideramos la inclusién de los simplices singulares en la totalidad de
los simplices

v AST (M) — AL (M),
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Aplicando el funtor contravariante Hom(., R), tenemos la aplicacién de cadenas:
v*: Hom(A, (M), R) — Hom(AS™ (M), R),
que induce un homomorfismo en cohomologia
o H'(M;R) — Hfwo (M;R).

Como ambas teorias satisfacen el lema de Poincaré, la aplicacion ¢ es un isomorfismo
para convexos geodésicos. Como cumple Mayer-Vietoris, aplicando el lema 1.11
obtenemos que ¢ es un isomorfismo para toda variedad M.

1.2 Acciones de grupos

En este apartado introducimos brevemente algunas nociones bésicas relativas a ac-
ciones de grupos sobre variedades. No pretende ser una introduccion exhaustiva; una
exposiciéon detallada se puede encontrar en [Brel]. En esta memoria estudiaremos
tan sélo acciones de S!. No obstante, en lo que queda de capitulo presentaremos
las nociones para grupos de Lie compactos cualesquiera GG, al no suponer mayor
esfuerzo.

1.2.1 Definiciones

Un grupo de Lie es una variedad diferenciable G con una estructura de grupo tal
que la multiplicacién del grupo G x G — G y la aplicacién g — ¢~ de G — G
son diferenciables. Denotamos el elemento neutro por e.

Definicién 1.12 Una accion de un grupo de Lie G sobre una variedad diferencia-
ble M es una aplicacién diferenciable ®: G x M — M que cumpla las siguientes
condiciones:

i) ®(g1,®(g2,m)) = (g1 - g2, m), paragi, g € G, y m € M;
ii) ®(e,m)=m, param € M.

Si @ es una accion diferenciable de GG sobre M, diremos que M es una G-variedad.
Para todo g € GG, tenemos la aplicacién diferenciable

O, M— M

dada por ®,4(m) = ®(g, m). Por la propiedad ii) de la definicién 1.12, tenemos que
®,-1 es una inversa a derecha e izquierda de W, por lo que @, es un automorfismo de
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M, es decir, un difeomorfismo de la variedad M en si misma. Usaremos la notacién
g(m) o g - m para denotar ®(g,m), y ¢g para denotar ®,.
Sea m € M. Se prueba facilmente que el subconjunto de GG definido mediante

G ={g€G:g(m)=m}

es un subgrupo de G. Se llama subgrupo de isotropia de m. El subconjunto de M
definido por

G(m) ={g(m) : g € G}

se llama orbita de m.

Diremos que dos puntos de M estan relacionados si estan en la misma érbita.
Esta relacion se demuestra facilmente que es de equivalencia. Denotamos por M /G
al espacio cociente, y por m: M — M /G a la aplicacién cociente. El espacio M /G
se llama espacio de orbitas (de hecho, sus elementos son las 6rbitas). Es importante
destacar que el espacio de érbitas no tiene por qué ser una variedad diferenciable.

Terminamos esta introduccion definiendo las acciones efectivas, libres y semili-
bres, que son la que centraran nuestra atencion.

Definicién 1.13 Diremos que una accion ®: G x M — M es efectiva si el neutro
es el tnico elemento de G que fija todos los puntos de M, es decir, si g(m) = m
para todo m € M implica que g = e.

Definicién 1.14 Diremos que una accién ®: G x M — M es libresi G, = {e}
para todo m € M.

Si @ es libre y G es compacto, dado un punto m € M, se puede demostrar (ver,
por ejemplo, [Die], pag.34) que la aplicacién

d,.G—M

es un embebimiento. Como la imagen es exactamente G(m), tenemos que las érbitas
son subvariedades cerradas de M.

Definicién 1.15 Diremos que una accion ®: G x M — M es semilibre si los inicos
subgrupos de isotropia son {e} y G.

Sim € M es tal que G, = {e}, diremos que m es un punto libre. Si G,, = G,
diremos que m es un punto fijo para la accién.
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1.2.2 Integral de Haar

Dada una variedad diferenciable orientable de dimensién n, esta definida la inte-
gracion de n-formas de soporte compacto a lo largo de la variedad. Como los grupos
de Lie son todos paralelizables (y, por lo tanto, orientables), podemos integrar n-
formas de soporte compacto.

Sea G un grupo de Lie de dimension n, y sea e su elemento neutro. Podemos
tomar una base {vq, ..., v,} de T,G, que podemos extender a campos { X1, ..., X, } C
X (M) invariantes a izquierda. Sean {wi,...,w,} sus 1-formas duales, es decir, tales
que ix,w; = &, donde & es la delta de Kronecker. Como son 1-formas invariantes a
izquierda, podemos considerar la n-forma invariante a izquierda

wW=wi N Nwy,.

Elegimos en G la orientacién dada por los campos {Xi,..., X, }, y notamos que
todas las traslaciones a izquierda son difeomorfismos que preservan esta orientacion.
Si ahora f: G——R es una funcion diferenciable de soporte compacto, definimos

fra=[s-

Si G es compacto, podemos normalizar la integral de manera que / 1dg=1.Si

G
denotamos por Lj,: G — G la traslacion a izquierda por el elemento h € G, tenemos

/GfoLhdg:/GfoLhw:/G@h1>*w:./wazlfgfdg

Esta integral invariante por la izquierda definida sobre funciones de GG se conoce como
integral de Haar. Es sencillo ver que la invarianza por la izquierda de la integral de
Haar implica su invarianza por la derecha (ver, por ejemplo, [Bre2], pag. 306). En
la practica, trabajaremos con G = S', que es abeliano, usaremos directamente que
la integral de Haar es invariante.

Meétrica invariante

Para toda variedad diferenciable paracompacta (las nuestras lo son) se puede definir
una métrica riemanniana. El proceso habitual consiste en definir una métrica sobre
cada entorno coordenado de una base cualquiera, y “pegar” con una particion de la
unidad. Si ®: G x M — M es una accién diferenciable, nos interesa que la métrica
[ sea invariante para la accion, es decir, que para todo par de vectores vy, vy € T, M

y todo g € G, se tenga u(vy,ve) = p(g.v1, gsv2).
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Lema 1.16 Sea ®: G x M — M wuna accion diferenciable, con G compacto. FEn-
tonces, M admite una métrica invariante para la accion de G.

Demostracion: Sea una métrica p cualquiera en M. Definimos una nueva métrica
mediante:

[L(UlaUQ) = / N(g*vlvg*UQ) d.g7 para vy, U2 € TmMa
G

donde / es la integral de Haar. Es definida positiva porque ji(v,v) = / 1(gsv, g.v) dg,
Sl
y el integrando es estrictamente positivo, salvo para v = 0. Finalmente, fi es invari-

ante, pues

((gshav1, guhiva) dg = / 1(gwv1, guv2) dg = ji(vi,v2).
JG

) wn.en) = |

G

Observacién 1.17 Hemos utilizado de forma decisiva que el grupo G es compacto,
pues en caso contrario, no hubieramos podido integrar.

1.2.3 Entornos tubulares

Sea M una variedad diferenciable y A una subvariedad cerrada. En esta seccién
veremos que A tiene un entorno W analogo a un “tubo macizo” alrededor de una
curva en R3.

SRS,

SN

RSN

‘.‘.‘:‘\“\‘\‘;\.“:&\\‘
=

Es mas, si A es invariante con respecto a una accion diferenciable ®: G x M — M
con GG compacto, podemos hacer que W sea invariante, y podremos representar tanto
el entorno W como la accién en un fibrado vectorial de A.

Sea ®: G x M — M una accién diferenciable, donde G es un grupo de Lie com-
pacto. Sea A una subvariedad cerrada invariante de M. Fijaremos estas condiciones
para el resto de este apartado.
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Definicién 1.18 Un G-fibrado vectorial diferenciable sobre la variedad diferenciable
M es un fibrado vectorial diferenciable (p, £, M,R", GL(n,R)) junto con una accién
diferenciable de G sobre el espacio total FE que sea lineal en las fibras, y tal que la
proyeccion p: E— M sea equivariante.

Ejemplo 1.19 El fibrado tangente 7'(M) es un fibrado vectorial con espacio base
M. Si consideramos en T'(M) la accién de G inducida por @, es decir, g(v) = g.v
para todo g € Gy v € T(M), es un G-fibrado vectorial diferenciable .

Podemos considerar T'(A) como un subfibrado de la restriccion T'(M)|4. El fibrado
coclente

N(A) = (T(M)|a)/T(A)

es el fibrado normal de A en M, y tiene claramente estructura de G-fibrado sobre A.
Si tomamos una métrica invariante en M, entonces T'(A) tiene un complementario
ortogonal en T'(M)|4, que denotamos por T'(A)+, que es canénicamente isomorfo a

N(A).

Definicién 1.20 Un entorno tubular equivariante de A en M es un G-fibrado vec-
torial diferenciable (p, £, A,R", GL(n,R)), junto con un embebimiento equivariante

U: F— M

tal que W(FE) es un entorno invariante de A, y la restricciéon de ¥ a la 0-seccién A
de E es la inclusiéon de A en M.

Teorema 1.21 (Teorema del entorno tubular equivariante) En las condi-
ciones anteriores, A tiene un entorno tubular equivariante en M.

Idea de la demostracion: Tomamos una métrica invariante en M. La aplicacién
exponencial es equivariante, y existe un entorno invariante U de A en N(A) tal que
exp: U — M es un embebimiento. Se construye a continuacién una aplicacion dife-
renciable equivariante h: N(A) — N(A), que lleva difeomérficamente N(A) en U.
La aplicacion

U =expoh: N(A)— M

es un entorno tubular equivariante de A en M (ver [Brel]) para los detalles). |



Capitulo 2

Sucesion de Gysin. El caso libre

Sea p: F— B un fibrado vectorial. Mediante una reduccion de grupo estructural,
podemos considerar que la fibra es S*. Utilizando métodos de Topologia Algebraica,
se obtiene la sucesion de Gysin, que relaciona la cohomologia singular de la base
con la del espacio total. La sucesion se escribe:

— HY(B) % HYE) 5 HMB) S B (B) — (2.1)
donde ¢ es la integracién a lo largo de las fibras, y e es, salvo signo, el producto
por la clase de Euler (para una exposicién detallada, ver [BoTu] o [Die]). Sea ahora
una accién diferenciable libre de S! sobre la variedad diferenciable M. Denotamos
por m: M — B la proyeccién sobre el espacio de érbitas, que es un fibrado de fibra
S!, asi que estamos en el caso anterior con k = 1. Nuestro objetivo en este capitulo
es reconstruir la sucesién de Gysin en esta situacion con métodos de Geometria
Diferencial, es decir, usando formas diferenciales.

La estrategia sera como sigue: en el apartado 2.1 describimos la estructura local
de la accién. Hemos de relacionar las formas de B con las de M, y para este
proposito el complejo de de Rham es “demasiado grande”. Tendremos que trabajar
con otra cohomologia que se adapte mejor al marco de una accién y que nos siga
proporcionando la de de Rham: la cohomologia invariante. Serda desarrollada en
el apartado 2.2. En el apartado 2.4 presentamos el campo fundamental, que nos
va a permitir (apartado 2.5) descomponer las formas invariantes de M en funcién
de las de B, y obtener la sucesion de Gysin. Como aplicacion, en el apartado 2.6,
calcularemos la cohomologia del espacio proyectivo complejo CP".

15
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2.1 Estructura local de la acciéon
A lo largo de todo el capitulo trabajaremos con una accion
d:S'x M— M,

que sera libre y diferenciable, salvo que indiquemos explicitamente lo contrario.
Sea m € M. Segtn vimos en el apartado 1.2.1, la érbita

S'(m) ={g(m) : geS'}

es una subvariedad cerrada invariante de M. Por el teorema del entorno tubular
equi- variante (teorema 1.21), tenemos que

U: N(S'(m))— M

es un embebimiento equivariante. El caracter libre de la accion nos va a permitir
dar a N(S'(m)) una forma mas manejable. Denotamos la fibra de N(S'(m)) en m
por

Vin = Tm(M)/Tm(Sl(m))v

que es difeomorfa a R™; en particular, V,, es contractil. Tenemos que S! x V,,, es un
St-fibrado vectorial diferenciable de S!(m), donde la accién en St x V,,, es

g (g1,v) = (991, v) para ¢, g1 € S',v € V.

Afirmamos a continuacién que la siguiente aplicacién diferenciable es un isomorfismo
equivariante de fibrados:

T: S'xV, — N(S'(m))

(g.v) +— G

En efecto, sea w € N(S'(m)), y sea g(m) su punto base. Notamos que como la
accion es libre, g estd determinado de forma univoca. Asignamos a w el elemento
(9,(g.)"'w) € S x V,,,. Es inmediato comprobar que esta asignacién es una inversa
equivariante para Y. Hemos probado el siguiente resultado:

Teorema 2.1 (Teorema de la loncha diferenciable) En las condiciones ante-
riores, para todo punto m € M existe un entorno invariante W de m y un embe-
bimiento equivariante sobre W

= S'xV,—M
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Observaciéon 2.2 FEl teorema 2.1 fue probado por primera vez por A.M. Gleason
para una accion libre de un grupo compacto GG, no necesariamente de Lie. La version
diferenciable en el caso de una accién cualquiera se debe a J. Koszul. En este caso,
cada entorno de m € M es difeomorfo al producto cruzado G x¢, V, donde G, es
el subgrupo de isotropia de x (ver, por ejemplo, [Brel]).

La existencia de estos entornos induce de manera natural una estructura dife-
renciable en el espacio de érbitas B (tomamos 7(Z(S') x V;,) = V,, como entorno
coordenado de w(m) € B). Notamos que la proyeccién sobre el espacio de érbitas
7 es un S'-fibrado localmente trivial. M4s ain, como en cada trivializacién S! x V
la accién esta dada por la multiplicacién en el primer factor, m define un fibrado
principal. Estos resultados se mantienen para una accion libre de un grupo de Lie
compacto G cualquiera.

Corolario 2.3 En las condiciones anteriores, el espacio de orbitas B es una varie-
dad diferenciable, y la proyeccion m: M — B es un fibrado principal de fibra S*.

2.2 Cohomologia invariante

En esta seccién presentamos la cohomologia invariante asociada a una accién de S*,
y probamos que es isomorfa a la de de Rham. Se puede definir igualmente para
una acciéon diferenciable de un grupo de Lie GG cualquiera, y en el caso de que sea
compacto, también la cohomologia es equivalente a la de de Rham (ver, por ejemplo,
[Bre2], pag.307). Sin embargo, como vamos a trabajar con acciones de S, haremos
el desarrollo para este caso particular.

2.2.1 Definiciones

Definicién 2.4 Una forma w € Q(M) es ®-invariante si para todo elemento g €
S! se cumple g*w = w. Cuando esté claro a qué accién nos referimos, diremos
simplemente que w es invariante.

Como la forma nula es invariante trivialmente y las aplicaciones g* son lineales, el
conjunto IQP(M) = {p-formas invariantes} es un subespacio vectorial de QP(M).
Denotamos por IQ*(M) = @& IQP(M) al complejo de las formas invariantes.

p=>0

Lema 2.5 (IQ*(M),A,d) es un dlgebra diferencial graduada.

Demostracion: El producto exterior A esta bien definido, pues si w y 7 son invarian-
tes, entonces

G(WwAn) =g whgn=wAn.
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La diferencial exterior también estd bien definida, pues si w € IQ*(M), entonces
gidw = dg*w = dw. |

Como la diferencial exterior es de orden 2, podemos definir los grupos de coho-
mologia invariante.

Definicién 2.6 El p-ésimo grupo de cohomologia invariante de M es el espacio
vectorial
_ ker(d : IOP(M) — IQPTH (M)

THAM) = S 10 100 = 1w (D))

Ejemplo 2.7 Ilustremos esta definicién con un calculo concreto. Sea la accién de S*
sobre si mismo mediante la multiplicacion ordinaria de niimeros complejos. Notamos
que la drbita de un punto cualquiera es todo S!. Por un argumento de dimensién,
s6lo tenemos formas no nulas en los grados 0 y 1.

Si f € IN°(SY), f tiene que ser constante a lo largo de las drbitas, es decir, que
toda funcién invariante es una funcién constante, y tenemos 1Q°(S') = R.

Sea ahora w una 1-forma invariante. Vamos a expresarla en coordenadas locales.
Tomamos la carta

y: St {1} ={": 0 <t <21} —(0,27)

dada por y(e) = t. Tenemos que wlsi_{13 = f(y)dy. Sea g = €’s. Multiplicar por g
se escribe en coordenadas de la carta y, como t — s+ t, asi que

g (dt) =d(tog) =d{t — s+ t} = dt.
Con lo cual, si ahora tomamos z € S', como w es invariante, tenemos

f(2)dy = g*(fdy)lg. = f(g-2)g"dt = f(g- 2)dy

y f ha de tomar valor constante C' en S'.

Hemos construido pues una aplicacién I': IQ'(M)—R donde asociamos a la
forma w la constante C' obtenida segin el procedimiento anterior (que, obviamente,
depende de la carta y que hemos elegido). Notamos que I' es inyectiva, pues si
tenemos dos formas globales que coinciden en un denso, son iguales. Para ver que
es sobreyectiva, basta comprobar que dada una constante C' € R, la 1-forma C'dy se
puede definir globalmente. Para ello, definimos w en una carta que cubra a 1. Por
ejemplo,

v:St— {1} ={e": —r <t <7} — (-7, 7)

dada por z(e") = t. Como el cambio de cartas es x = y 6 y+, entonces Cdx y C'dy
coinciden en S' — {1, —1} y definen una forma globalmente.
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En definitiva, IQ'(S') = R, y el complejo invariante queda:

R sip=0,1
ror(st) = e

0 sip>2.
Observamos que todas las formas son cerradas, y por tanto, ninguna es exacta. De
esta manera, la cohomologia invariante de S' es la misma que la de de Rham.

1Y) — {R sip=0,1
0 sip>2.

Observacion 2.8 Ya hemos comentado al principio de la seccién que se puede
definir la cohomologia invariante para una accién diferenciable de un grupo de Lie
cualquiera. En el ejemplo anterior, hemos visto que la cohomologia es la de de
Rham. Sin embargo, si el grupo no es compacto, no tiene por qué pasar eso. Por
ejemplo, si tomamos la accién de R sobre si mismo dada por la suma ordinaria, se
prueba de modo similar al anterior que los grupos de cohomologia invariante son
isomorfos a R en los grados 0 y 1, luego R no es aciclico con esta cohomologia.

2.2.2 Caracter funtorial

Podemos considerar I€2* como un funtor donde la categoria de llegada es la de
las algebras graduadas. Estard definido en la categoria donde los objetos son S'-
variedades, es decir, variedades diferenciables sobre las que S! actia diferenciable-
mente, y los morfismos, las aplicaciones equivariantes, que pasamos a definir:

Definicién 2.9 Una aplicacién f: M — N diferenciable entre S'-variedades se
dice que es equivariante si para todo g € S! se tiene f(g-m) =g - f(m).

Notamos que si f: M — N es una aplicacion diferenciable equivariante, el pull-
back f* transforma formas invariantes de N en formas invariantes de M. En
efecto, si w € IQ*(N) y g € S, tenemos ¢*f*w = f*¢*w = f*w. Por lo tanto,
[ IQ*(N)— IQ*(M) esta bien definida.

2.2.3 Lema de Poincaré en cohomologia invariante

El lema de Poincaré en cohomologia invariante viene a decirnos que si tenemos una
“parte” contréctil, en la cual S' acttia trivialmente, entonces podemos prescindir de
ella para calcular la cohomologia invariante. Lo unico que hay que hacer es adaptar
la proposicién 1.2. Si @ es una accién de S! sobre M, llamamos accién inducida a
la accién ®: S' x (M x R) — M x R dada por ®(m,t) = (®(m),t).
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Proposicién 2.10 (Lema de Poincaré para cohomologia invariante) FEn las
condiciones anteriores, sea pyr: M X R— M la proyeccion sobre M y tomamos la

accion inducida en M xR Entonces, tenemos el isomorfismo IH*(M) Pia, TH*(M x
R).

Demostracion: Vale la misma prueba que para la proposicién 1.2, sin més que notar:
i) las aplicaciones py; y s son ambas trivialmente equivariantes,
i1) el operador homotopia K, transforma formas invariantes en formas invari-
antes.
Para ver i7), usaremos (ver [GHV]) que si g: M — M es una aplicacién diferen-
ciable y {; }icr es una familia diferenciable de formas diferenciables de M, entonces

b b
g*/ Bydt :/ g* Bedt dados a,b € R

Por lo tanto, g* y K conmutan para todo g € S. M4s atn, si w € QP(M), tenemos
g (Kw) = K(¢g'w) = Kuw,

y se cumple la férmula 1 —p}, 05" = £(Kd—dK), cuyo segundo miembro lleva ciclos
invariantes en bordes invariantes, y por lo tanto, induce el homomorfismo nulo en
cohomologia. |

Corolario 2.11 (Axioma de homotopia para la cohomologia invariante)
Sean las S*—variedades M y N, y sean f,qg: M — N aplicaciones diferenciables
equivariantes. Si existe una homotopia diferenciable equivariante F': M x R— N,
entonces, f* = g* en cohomologia.

Corolario 2.12 Si M es una S'—wvariedad, V una variedad contrdctil y consider-
amos en M XV la accion inducida en el mismo sentido que en la proposicion 2.10,
tenemos el isomorfismo TH*(M) 225 TH*(M x V).

2.2.4 Sucesion de Mayer-Vietoris para cohomologia invari-
ante

Sea M una S'—variedad y U y V abiertos invariantes que cubren M. Entonces,
U NV es también un abierto invariante, y tiene sentido hablar de su cohomologia
invariante. Como las inclusiones son claramente equivariantes, tenemos la sucesion
de Mayer-Vietoris para cohomologia invariante:

0— IQ(M) — IQU)@ I (V) — IUNV) —0

(O’, 7') [ T|UOV _U|UﬁV (22)
w — (o, wlv)
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Proposicién 2.13 La sucesion de Mayer-Vietoris para cohomologia invariante (2.2)
es ezxacta.

Demostracion: Si observamos la demostracién del caso no invariante (proposicién
1.5), para que sea valida en este caso, tan sélo necesitamos que la particién de la
unidad {py, py } sea invariante, para asegurar que las formas pyw y pyw lo sean. La
prueba, pues, se reduce a construir una particion de la unidad invariante subordinada
a{U,V}.

Sea {pu, pv} una particién de la unidad cualquiera subordinada al cubrimiento

{U,V'}. Definimos

o) = [ pwla@ds v pvle) = [ priata)s

donde / denota la integral de Haar (ver el apartado 1.2.2). Veamos que {py, pv }
St

es una particion de la unidad subordinada a U y V.
En efecto, si h € S, aplicando la invarianza de la integral de Haar, tenemos

o) = [ pula-hiedg = [ polota))ds = puta),

luego py es invariante, y lo mismo para py. Ademds, para todo x € M, se cumple
ula) +iv(a) = [ (pulo@) +pvlg@))dg = [ dg=1

Para terminar, como U y V son invariantes, tenemos
soppu C S'(soppy) CU v soppv € S'(soppy) C V.

Asi que existen particiones de la unidad invariantes, y se cumple Mayer-Vietoris
para la cohomologia invariante. |

2.2.5 Cuasiisomorfismo

Hemos visto que en el ejemplo 2.7 la cohomologia de de Rham y la invariante co-
inciden. En esta seccién probaremos que el complejo invariante y el de de Rham
tienen grupos de cohomologia isomorfos.

Definicién 2.14 Sean C y D complejos diferenciales, y sea t: C — D una aplicacion
de cadenas. Se dice que ¢ es un cuasitzsomorfismo si induce isomorfismos en los
grupos de cohomologia.
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En la demostracion del teorema de de Rham (teorema 1.7), lo que haciamos era
definir un cuasiisomorfismo, que era la integracién de simplices. También usabamos
el lema de Poincaré, Mayer-Vietoris, y el método de Bredon. Aqui seguiremos un
camino paralelo, utilizando dichas propiedades y la estructura local de la accién.

Tenemos la inclusién natural de las formas invariantes en las de de Rham,

v I (M) — Q" (M)

Observacién 2.15 En el caso del ejemplo 2.7, la inclusién ¢: IQ*(S') — Q*(S!)
es claramente un cuasiisomorfismo, pues a nivel de cohomologia, las generadoras de
HO(S') son las funciones constantes; y las 1-formas cerradas invariantes que cons-
trufamos en el ejemplo 2.7 también generan H'(S!), pues tampoco son exactas en
el sentido de de Rham (esta observacion es importante, pues las dnicas funciones
inva- riantes eran las constantes): en efecto, si tenemos una 1-forma que en la carta
y se escribe Cdy v f es una funcién sobre S! tal que df = Cdy, se deduce que en
St — {1}, la funcién es de la forma Cy + A, donde A y C son constantes, lo cual es
imposible por continuidad.

Teorema 2.16 (Teorema de de Rham para cohomologia invariante)
Sea M una S'-variedad. Entonces, la inclusion v: IQ*(M)—Q*(M) es un cuasi-
isomorfismo.

Demostracién: Vamos a aplicar el método de Bredon (lema 1.11). Comenzamos
cons- truyendo un cubrimiento adecuado.

Recordamos que la proyeccion sobre el espacio de drbitas 7: M — B es abierta.
Tomamos, para cada m € M, un entorno tubular equivariante Up,, y consideramos
su proyecciéon w(U,,) = U, C B, que es un entorno de w(m). Como B es una
variedad diferenciable paracompacta, podemos tomar una métrica y una base de
entornos convexos geodésicos subordinada al cubrimiento {U,,}nen. Como la in-
terseccion finita de convexos geodésicos es otro convexo geodésico, el cubrimiento U
formado por las intersecciones finitas de los {U,, } mens €s un cubrimiento de abiertos
contrictiles que cumple las hipétesis del lema 1.11. Por comodidad, denotaremos
7~ 1(U) por U.

Definimos ahora, para cada abierto U C B, la propiedad

P(U) = “: IH*(U)— H*(U) es un isomorfismo”
Veamos que se cumplen las hipétesis del lema 1.11 (método de Bredon):
i) Si U € U, entonces se cumple P(U).
En efecto: los abiertos U son difeomorfos a S* x U , con U contractil. Por la
estructura local (ver apartado 2.1), la accién en S' x U consiste en multiplicar en la
componente S!, asi que tenemos las aplicaciones equivariantes:

Ut Sl xye—_s!
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donde s es una seccion cualquiera. Aplicando los funtores contravariantes H* e I H*,
tenemos el siguiente diagrama de grupos:

H(U) —2 mH*S'xV) —— H*SY

o (U) —2— THYS'xV) ——— IH*SY

que es conmutativo porque a nivel de complejos lo es trivialmente. Aplicando que
U es difeomorfismo y el corolario 2.12, tenemos que las flechas horizontales son
isomorfismos. Por la observacién 2.15, se deduce que la flecha vertical de la derecha
es un isomorfismo. Por lo tanto, también la de la izquierda lo es, es decir, se cumple
PU).
i1) Si se cumplen P(U), P(V)y P(UNV), entonces se cumple P(U U V).
En efecto: aplicando la sucesién exacta larga de Mayer-Vietoris en ambas coho-
mologias a U U V| tenemos para cada p > 0 el diagrama:

HP=Y(U)@HP~1(V) — HP~L(UNV) —= HP(UUV) —= HP(U)®HP(V) —= HP(UNV)

L1 T L2 T L3 T L4] 1253 T
HP~Y(U)@HP~Y(V) — HP~Y(UNV) —> HP(UUV) —> HP(U)@HP (V) —= HP(UNV),

donde las flechas verticales estan inducidas por la inclusion . Como ¢ conmuta con
los pullbacks de las inclusiones, el diagrama anterior es conmutativo. Por hipdtesis,
L1, L2, Ls Y L5 son isomorfismos. Como las filas son exactas, aplicando el lema de los
cinco, tenemos que ¢3 también lo es.

i11) Si {Uy}aca es una familia disjunta, y P(U,) es cierta para todo a € A,

entonces también P( | U,) es cierta.
acA
Es obvio, pues la inclusién ¢: IQ*( |J U,) —Q*(|J U,) la podemos escribir
acA acA
como ¢ = (to)aeca, donde v, : IQ*(U,) — Q*(U,). Como por hipétesis cada ¢, es un

cuasiisomorfismo, se sigue que ¢ también lo es.
Asi, estamos en las hipétesis del lema 1.11, por lo que se cumple P(B), que es
el enunciado del teorema. |

Observacién 2.17 Este resultado es cierto si en vez de S' actda un grupo de
Lie compacto G cualquiera (ver, por ejemplo, [GHV] vol. II, pag. 151). En la
demostracion, se construye una flecha v: Q*(M)— IQ*(M) definida por v(w) =

/ g*w dg y un operador homotopia para ver que v ot induce la identidad en coho-
Sl

mologia. La prueba que hemos desarrollado aqui es mas larga, pero refleja mejor la
estructura local.
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2.3 Formas basicas

Sea M una S'-variedad y m: M — B la proyeccién sobre el espacio de érbitas. La
sucesion de Gysin relaciona la cohomologia de M con la de B. En este apartado,
estudiamos las formas de B, que se pueden interpretar como formas de M. Usaremos
que, como hemos visto en el apartado 2.1, al ser la accién libre, (w, M, B,S!) es un
fibrado localmente trivial.

Definicién 2.18 Una forma w € Q*(M) se dice que es bdsica, si existe una forma
wp € Q*(B) tal que w = 7 wp, es decir, el conjunto de las formas bésicas es Im7m*.

Lema 2.19 La aplicacion 7*: Q*(B) — Q*(M) es inyectiva, e Imw* C IQ*(M).

Demostracién: Sea m € M y w € Q4(B) tal que 7w = 0 y sean vy, ..., v, vectores
de T,,,(M). Entonces,

0 =T Wi (V1, ..., Vq) = Wr(m)(TuV1, . .., TuVyg).

Como 7, es sobreyectiva, tenemos que w = 0, luego hemos probado que 7* es
inyectiva. Como ademés 7 o g = 7 para todo g € S!, si w es una forma de B,
tenemos:

grTiw =1w para g € S'.

Asi que Q*(B) = Im7* C IQ*(M). |
Caracterizamos a continuacién las formas bésicas.

Proposicién 2.20 FEn las condiciones del lema precedente, tenemos la caracteri-
zacion
Im7m™* = EBZ:O{'U € QP(M) : 77(?};@2, -'7UP> :dn(v71}27 s UP+1) = 07
Vo € ker 7, Vv, € T(M)}

Demostracion: C) es inmediata, pues si w € Q4(M) y v € ker7,,

T'w(v,ve,...,v,) = w(0,mwve...,v,) =0
(d(m*w))(v,v9, ..., V411) = (T'dw)(v,ve, ..., V441) = dw(0, Tva, ..., Vg41) =0

D) Sea n € QP(M), con las dos propiedades del enunciado. Hemos de encontrar
una forma vy € QP(B) tal que 7*y = 7. Sea Vj,, un entorno conexo trivializante de
7(M) € B,y (Vin, ¥,,) una trivializacién (ver apartado 2.1). Tenemos entonces un
difeomorfismo W,,,: V;,, x St —771(V},,), y ¥# n es una p-forma de V,, xS'. Ademas,
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expresada en coordenadas locales, U n es combinacion lineal de monomios de la
forma f(x,g)dw;, ...dx;,, donde x = (x1,...,2,-1) son coordenadas de V, y g de
St.

En efecto: tomamos las coordenadas locales (z1,...,2,,g) de V,, x S', y sea un
monomio f(x,g)dw;, ...dx;,_,dg de la expresién de Wy n en la carta (el tinico con
dx;, ...dzr;,_ dg). Supongamos que hay un punto mg = (x¢, go) tal que f(mg) # 0.
Ahora evaluamos WU*n en los vectores

()
mo ) ) awip71

(01, ., 0p) = (<a%> - <a§h>

El inico monomio que no se anula es el anterior, y en él, el tinico término que no
se cancela es +f(x9, go) # 0. Por otro lado, tenemos 7, V,v; = py,v; = 0, donde
py: Vi X St—=V,, es la proyeccién, y por lo tanto,

\I}*n(vlv s 7Up> = 77<\II*'U1, ceey \II*’Up) = O’

que es una contradiccién. Por lo tanto, la afirmacion de arriba es cierta, y n es
localmente combinacién lineal de monomios de la forma f(z, g)dx;,, ..., dx;,. Més
aun, esas funciones f son constantes en la coordenada g, pues si diferenciamos y
9f(x,9)
dg

).

mo

0
—>, obtenemos = 0, y la conexion de V,, completa el

evaluamos en <
dg

argumento.
Podemos definir entonces 7|y, como f(x)dx;, ...dx;,, y es posible hacer lo mis-
mo con un cubrimiento de abiertos trivializantes de B, describiendo 7 localmente.
Notamos que en las intersecciones, v estd bien definida por estarlo n, y que se cumple

7%y = 1, pues no depende de las coordenadas de S*. |

Observacion 2.21 La proposicion anterior es cierta para un fibrado localmente
trivial cualquiera, de fibra F. Para adaptar la prueba, hay que evaluar en todos los

0
vectores (8f¢> ‘m

Las formas basicas son formas “puramente horizontales”, levantadas de la base
B. Los vectores de ker 7, son vectores “verticales” de M. La primera condicién de la
caracterizacion nos dice que las formas bésicas s6lo “detectan” vectores horizontales,
y la segunda condicién, que no hay peso alguno por parte de la fibra a la hora de
localizar los vectores horizontales.

2.4 Actores que intervienen en la sucesion de Gysin

En esta seccion, presentamos los actores que nos permitiran descomponer las formas
invariantes de M para obtener la sucesién de Gysin, a saber, el campo fundamental
de la accion, la forma fundamental y la forma de Euler.
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2.4.1 El campo fundamental

Podemos imaginarnos una accién diferenciable ® de S* sobre M como un modo de
“rellenar” M con circunferencias de una “buena” manera.

El campo fundamental es la velocidad de esas érbitas. Si la accién es libre, todos
los puntos se “mueven”. Eso significa que el campo fundamental no se anula. Mas
explicitamente, dado m € M, tenemos la aplicacién diferenciable

d,: ' — M
g +— g(m)
Si la accién es libre, ®,, es el embebimiento que identifica S' con la érbita de m.

Sea ahora la carta t: S' — {-1} = {e" : -7 <t < 7} — (—m,7) dada por e  t.
Tenemos el vector (4)|; € T3S'. Definimos el campo fundamental X € X(M) como

)

La accién de X sobre funciones diferenciables f € C*°(M) es como sigue:

eT,,M (2.3)
1

(g = f(g(m)))

1

Xolf) = @u)r ()

d
f:_
T

Lema 2.22 FEl campo fundamental es invariante.

Demostracion: Sea g € S'y m € M. Hay que probar que ¢.X,,, = Xy(). Aplicando
el calculo anterior,

d
Xgomf = | (91 flarg(m)))
1
d
9Xm)f = Xu(fog)=—| (91— flgg(m)))
1
Como S! es abeliano, tenemos el lema. |

Lema 2.23 Sea m € M. Entonces, X,, es base de ker m,,,.
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Demostracion: Primero vemos que X, € ker m,,. Sea f € C*°(B). Entonces,

d

W*m(Xm)(f) = E X

(g = flm(g(m)))) =0,
pues f(m(g(m))) = f(w(m)), que es constante. Como dim B = dim M — 1, y 7, es
suprayectiva, dim(kerm,) = 1, y el nicleo estd generado por X,,. |

Si Y es un campo vectorial sobre M, denotamos por iy : Q*(M)—Q*~1(M) el
operador contraccion usual. De la proposicién 2.20 y el lema 2.23, deducimos una
nueva caracterizacion de las formas basicas:

Proposicién 2.24 FEn las condiciones anteriores,

Im7* = {we Q*(M> | iXWIO, ’Lxdu):O}

2.4.2 Forma fundamental y forma de Euler

Sea X el campo fundamental de una accién libre, y x una métrica invariante (ver
el apartado 1.16). El cardcter libre implica que X no se anula en ningun punto
y que, por lo tanto, podamos normalizar la métrica p. Asi, podemos suponer que
(X, X) = 1. Definimos la forma fundamental x € Q'(M) como la 1-forma dual de
X, es decir,

Xm(v) = (X, v) veTlT,M

La forma fundamental y es invariante, pues si v € T}, M, tenemos

(T X)m(v) = ( Xgm, 9:v) = (G X, gxv) = (X, v) = Xom (V).

Denotamos ahora por Ly : Q*(M)— Q*(M) la derivada de Lie en la direccién del
campo Y. Recordamos que la derivada de Lie es un operador de grado cero, y que
cumple la relacion Lyw = iydw+diyw. Es también un hecho conocido de Geometria
Diferencial que si M es una S'-variedad y X es el campo fundamental, entonces se
tiene la siguiente caracterizaciéon de las formas invariantes (para una demostracion,
ver [GHV], vol.Il, pagina 126):

IN(M) ={weQ(M): Lxw =0}

De hecho, a veces es ésta la definicion de formas invariantes. Gracias a esta ca-
racterizacion y al importante hecho de que x(X) = 1, deducimos que la diferencial
de la forma fundamental x es una forma basica. En efecto, basta comprobar que
cumple las dos condiciones de la proposicién 2.24. Como ixx = 1, tenemos 0 =
d(ixx) = Lxx — ixdy, de donde ixdxy = 0. Como la otra condicién se cumple
trivialmente, deducimos que dy es basica.
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Definicién 2.25 Sea M una S'-accién, y x la forma fundamental asociada a la
métrica invariante p. Llamamos forma de Euler (asociada a ) a la forma e € Q%(B)
que cumple 7*e = dy.

Tanto la forma fundamental como la forma de Euler dependen en un principio
de la métrica invariante p que hayamos escogido. A la luz de la sucesion de Gysin,
veremos que la clase de la forma de Euler es independiente de la métrica.

2.5 Sucesion de Gysin

En esta seccion presentamos los resultados centrales de este capitulo. En las condi-
ciones del apartado 2.1, sea X el campo fundamental, tomamos una métrica inva-
riante p, y denotamos por y la forma fundamental asociada. La sucesiéon de Gysin
se deduce de la siguiente proposicion, que nos permite descomponer las formas inva-
riantes de M en funcion de las de B.

Teorema 2.26 FEn las condiciones anteriores, toda forma invariante de M se puede
escribir de manera inica como w = a4+ x A7y, de donde tenemos el isomorfismo

diferencial
(IQ*(M),d) = (Q*(B) ® Q@ Y(B), D),

donde D(a,7y) = (da+ v Ae,—dy).
Demostracion: Sea w € IQ2*(M). Entonces, sumando y restando x A ixw, tenemos
w=xA(ixw) + (w—xAixw).

Veamos que ambos paréntesis son formas basicas:

i) ixw es bésica.

En efecto, como 0 = Lxw = ixdw + dixw, tenemos

’ix(’ixw> = u)(X, X, > =0
ix(dixu}) = ix(—ixw) =0

2) w— x Aixw es bésica.

Como w — x Aixw es claramente invariante, nuevamente se cumple la segunda
condicion de 2.24. Por otro lado,

ix(w—xANixw)=ixw— (1ANixw+0)=0

Por lo tanto, existen a y v formas de B tales que w = 7m*a + y A 7*y. Notamos que

esa descomposicién es inica. En efecto, si w € IQP(M), y

w=m'a+ x ATy =7 a1+ x AT,
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aplicando ix a ambos lados, obtenemos v = 7 y, por lo tanto, también o = ;.
Para terminar, podemos representar cada forma invariante w = m*a + y A 7%y
mediante (o, 7). Con esta notacion, la diferencial queda d(a,y) = (da+~yAe, —dv).

Construimos ahora la siguiente sucesién de complejos diferenciales, llamada suce-
sion de Gysin:

0— Q(B) —— IQ0(M) —— o (B) —0
Ea,fg; — S(7) (2.4)

donde el operador S es un “ajuste” de signo para que la aplicacién § sea una

aplicacion de cadenas, es decir, para que conmute con d. Pasamos a definirla:

dada una variedad diferenciable N, definimos el operador S: Q*(N)— Q*(N) que

asigna a cada forma w = qu la forma S(w) = Z(—l)qwq, donde w, € QI(M).
q20 920

Notamos que S es un automorfismo, es més, es una involucion, pues claramente

S o S es la identidad. Su comportamiento con respecto al producto es distributivo;
un calculo directo nos revela que S(y A 3) = S(y) A S(8). Es igualmente inmediato
comprobar que su comportamiento con respecto a la diferencial estd dado por la
formula S(dw) = —dS(w). Llamamos a la aplicacién ¢ integracion a lo largo de la

fibra.
Teorema 2.27 La sucesion de Gysin es exacta.

Demostracion: La aplicacién ¢ es una aplicacién de cadenas, pues

fda1) = f(datyne ~dr) = S(-dr) = dS() = d f e ).

El resto de las comprobaciones son inmediatas. |

La sucesién exacta corta de complejos (2.4) induce una sucesién exacta larga en
cohomologia, también llamada sucesion de Gysin:

. — HP(B) =5 THP(M) - HPY(B) == HPTY(B) — ... (2.5)

Como la cohomologia invariante es la misma que la de de Rham, esta sucesién es

un caso particular de la sucesién (2.1) con k = 1. Calculamos a continuacién, por el

procedimiento habitual, el homomorfismo conexién que hemos denotado por €: sea
v un p-ciclo de B. Una antimagen por § es (—1)?(0,7) € IQPH(M). Su diferencial
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es (—1)P(e A ~,0), pues dy = 0. Por lo tanto, el homomorfismo conexién e, salvo
el signo, es multiplicar por la clase de la forma de Euler ¢. Con més precision, si
[v] € H*(B), entonces se tiene

e([v]) = [S(v) Ae].

2.5.1 Invarianza con respecto de la métrica

En un principio, la sucesién de Gysin que hemos construido depende de la métrica
utilizada, asi como la forma fundamental, y, por lo tanto, la forma de Euler. No
obstante, la integracién a lo largo de las fibras § de (2.4) es independiente de la
métrica que hayamos elegido.

En efecto, supongamos que elegimos dos métricas 1 y e normalizadas y sean
sus formas fundamentales y; y Y2 respectivamente. Sea w una forma invariante de
M. Siguiendo el proceso de la proposicion 2.26, tendriamos las descomposiciones:

w=m"a;+x1 ATy =T Qs + xo AT, (2.6)

donde «;,7; son formas de B parai = 1,2. Como x1(X) = x2(X) = 1, aplicando ix
a (2.6), obtenemos que y; = 75, y por ende, a; = as. Por lo tanto, la definicién de
la sucesién exacta corta de complejos (2.4) es independiente de la métrica invariante
normalizada que hayamos tomado. Asi, la sucesién inducida en cohomologia también
lo es, y por ende, también el homomorfismo conexiéon. De este modo, la forma de
Euler e puede depender de la métrica elegida, pero su clase de cohomologia, no, ya

que [¢] = £([1]).

Definicién 2.28 Llamamos clase de Fuler a la clase de cohomologia [¢] € H*(B)
de una forma de Euler ¢ cualquiera.

2.5.2 Estructura multiplicativa

La sucesién exacta corta de Gysin es una sucesion de R-moédulos, es decir, de espacios
vectoriales reales. Ahora bien, podemos dotar a los complejos que intervienen de
estructura de Q*(B)-médulo. Para ello, consideramos en Q*(B) el producto exterior
usual por la derecha, y en 1Q*(M), el producto dado por

(@) AB=(anB,yAS(B) para (a,7) € IQ(M), 5 € Q°(B)

Notamos que, con esta estructura, como S es distributivo con respecto a A, las apli-
caciones 7" y ¢ son homomorfismos de Q*(B)-mddulos. De este modo, la sucesién
de Gysin corta es una sucesién exacta de 2*(B)-mddulos, y la sucesién de Gysin
larga, lo es de H*(B)-mddulos. FEstas consideraciones nos seran de gran utilidad
para calcular la cohomologia de ciertos espacios de érbitas en el capitulo 4.
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2.6 Aplicacion: Cohomologia de CP”

A modo de ilustracién, vamos a utilizar la sucesion de Gysin para calcular la coho-
mologia del espacio proyectivo complejo CP™.

Consideramos en C"! — {0} la relacién de equivalencia dada por (zg, ..., 2,) ~
(wo, ..., wy) siy sélo si existe A € C — {0} tal que A(zp,...,2,) = (wo,...,wy,).
El cociente por esa relacion de equivalencia es el espacio proyectivo complejo de
dimension n:

CP" = (C™ = {0})/ ~ .

Los elementos de CP", los denotamos por [z, ..., z,]. Por definicién de topologia
cociente, recordamos que un subconjunto U C CP" ser4 abierto si y sélo si p~1(U) C
C"*t1 — {0} es abierto, donde p es la aplicacién cociente.

Vamos a dar a CP" estructura de variedad diferenciable. Consideramos los abier-
tos

Uj :{[Zo,...,Zn] e CP" Zj§£0},

y los homeomorfismos ¥;: U; — C", dados por

—_—
\Iquzo" : '7’271]) = (ZO/Zjv' .o 7’Zj/zj7 ce 7Zn/2j)
con inversas
\Ifj—l(wl,...,wn) = [wo, ..., 1,... wy.

Tomamos la coleccién de cartas A = {(U;, ¥;)};. Los cambios de cartas tienen coor-
denadas del tipo w;/w; 6 1/w;. El atlas A da a CP" estructura de variedad compleja
(los cambios de cartas son funciones holomorfas). Consideraremos la estructura de
variedad diferenciable inducida al interpretar C* como R?".

Sea ahora la accién de S' = {2z € C : |z| = 1} sobre la esfera S*"*! (que
representamos mediante {(zp,...,2,) € C"™ ¢ |2*> + -+ + |2,]*> = 1}) definida
mediante

2 (200 ey2n) = (2 20, .., 2 2n).

Es claramente libre y diferenciable. Se le llama la accion de Hopf, y la proyeccion
sobre el espacio de 6rbitas, es la aplicacion de Hopf.

Proposicién 2.29 FEl espacio de orbitas de la accion de Hopf es difeomorfo a CP™.

Demostracion: Es facil comprobar que la aplicacién que asigna a la clase de (2o, . . . , 2,)
en "1 /St la clase de (zp, . . ., z,) en CP", es una biyeccién. Como es una biyeccién
continua de un compacto en un espacio Hausdorff, es un homeomorfismo. Notamos
que la estructura diferenciable que hemos dado a CP" es la misma que se define
mediante el teorema de la loncha diferenciable (teorema 2.1), y por lo tanto, la
biyeccién anterior es, de hecho, un difeomorfismo. |
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Escribimos la sucesion de Gysin correspondiente a la accién de Hopf
 — HY(S*Y — H7YCP") — HTY(CP") — H'TH(S™ M) — ... (2.7)

Recordamos que la cohomologia de S?"*! es R en los grados 0,2n + 1 y nula en el
resto. Por lo tanto, obtenemos de (2.7)

HP(CP") = HPY2(CP") si0<p<2n-—1

Como el cociente de un espacio conexo es conexo, CP" también lo es, y tenemos que
H°(CP") = R, y por lo tanto, en todos los grados pares. Si escribimos la sucesién
(2.7) con i = 0, obtenemos H'(CP") = 0, y por lo tanto, todos los grados impares
también se anulan. Hemos obtenido:

HP(CP) = {R sip=20,2,...,2n
0 en otro caso.

Veamos ahora la estructura producto. Un generador de H°(CP") es la funcién
constante 1. Como el homomorfismo conexién (que, salvo signo, era multiplicar por
la clase de Euler) es un isomorfismo, tenemos que [¢] es un generador de H?(CP").
Por el mismo argumento, [e A ¢] es un generador de H*(CP"), y asi sucesivamente.
Hemos probado el isomorfismo de dlgebras:

H*(CP") = Re]/e" ™

Observacién 2.30 En realidad, hemos probado algo mas fuerte, pues tan sélo
hemos usado la sucesiéon de Gysin y la cohomologia de la esfera. Hemos proba-
do que la cohomologia del espacio de érbitas de una accion libre y diferenciable
de S' sobre una variedad con la cohomologia de S***1 (es decir, una esfera coho-
moldgica) tiene que ser la misma que hemos calculado para CP". Un tal espacio se
dice que es un espacio proyectivo complejo cohomoldgico.



Capitulo 3

Sucesion de Gysin. El caso
semilibre

La sucesién de Gysin se encuentra tipicamente en el marco de la Topologia Alge-
braica. En el capitulo anterior, la hemos construido en el caso particular de una
accion libre diferenciable de S sobre una variedad M. En este capitulo, extendemos
la sucesion de Gysin a las acciones semilibres, es decir, acciones donde permitimos
que haya puntos fijos (que denotaremos por F'), siendo la accién libre en M — F' .
Podemos considerar ' como un subespacio del espacio de 6rbitas B. La sucesion de
Gysin que vamos a obtener, recoge informacién sobre F' en forma de cohomologia
relativa:

. — H?(B) — H*(M) — H?"Y(B,F) — H"™(B) — ... (3.1)

Si queremos seguir en este caso el mismo método que para las acciones libres, nos
encontramos con dos particularidades:

1) el espacio de érbitas B no tiene por qué ser una variedad,

2) el campo fundamental se anula en F' (recordar en la descomposicién del caso
libre era esencial que no se anulase).

Solventaremos técnicamente esta nueva situacion con la explosion de Janich y
las formas de Verona. Una forma de Verona de M consiste en tomar una forma en
M — F y otra en F', compatibles en un cierto sentido. Para expresar esa compati-
bilidad, utilizamos la explosion de Janich. El complejo con el que trabajaremos en
M sera el complejo de las formas de Verona invariantes I§2(M), que probaremos
que proporciona la misma cohomologia que la de de Rham. Nuevamente, usando el
campo fundamental de la accién y una métrica invariante, podremos descomponer
el complejo I€2}(M) y obtener la sucesion de Gysin.

Como dijimos en la introduccién, la sucesién de Gysin (3.1) es valida para una
accién diferenciable cualquiera de S sobre M. Abordar el caso general, en el que

33



34 Capitulo 3. Sucesion de Gysin. El caso semilibre

aparecen puntos con subgrupos de isotropia finitos, supone la complicacion técnica
de tener que considerar un estrato (es decir, un conjunto de subvariedades) para
cada subgrupo de isotropia en lugar de dos (como en el caso semilibre: los puntos
fijos y los “méviles”). Tendriamos que trabajar con una forma en cada estrato para
hacer lo mismo que hacemos en este capitulo, lo cual es un esfuerzo que no aporta
nada realmente nuevo. Ademas, el objetivo de este trabajo es poder generalizarlo a
ciertas acciones de R. En ese caso se trabaja con formas de M, y no con formas del
espacio de érbitas, pues éste puede llegar a ser muy patoldgico.

Durante todo el capitulo, ® serd una accién semilibre y diferenciable de S! sobre
una variedad conexa M, y m: M — B la proyeccion sobre el espacio de drbitas.
Para evitar trivialidades, eliminamos el caso en que todos los puntos sean fijos.

3.1 Particularidades del caso semilibre

En una accion libre todos los subgrupos de isotropia eran triviales. Esto hacia que
la estructura local de la accion fuera la misma para todos los puntos de la variedad,
y podiamos dar una estructura de variedad al espacio de érbitas B.

Cuando la accion es semilibre, el subgrupo de isotropia de un punto m € M
puede ser o el trivial (punto libre) o todo S* (punto fijo). Este hecho implica que la
estructura local de cada punto es distinta, y de hecho, el espacio de drbitas no va a
ser una variedad. Ilustremos esta primera particularidad con un par de ejemplos:

Ejemplo 3.1 Sea la accién de S sobre R? dada por ®(e', (r,0)) = (r,t+6), donde
hemos representado los elementos de R? en coordenadas polares. La accién es semili-
bre, y el origen es el tinico punto fijo. El espacio de érbitas es homeomorfo a [0, 00),
que es una variedad con borde. Este caso no parece problematico, pues también
podemos hablar de formas diferenciales en variedades con borde.

Ejemplo 3.2 Sea la accién ® de S sobre CP" (n > 2) dada por

D(z, (20,21, -5 20]) = [2 20, 215 - - -, Zn)-
Un sencillo célculo directo nos revela que los puntos fijos son el punto [1,0, ..., 0]
y los puntos de la forma [0, 21, 22, . . ., 2,,], as{ que el conjunto de los puntos fijos es

homeomorfo a la unién disjunta
F={x}uCP"

Los demas puntos son libres. Se puede probar que el espacio de drbitas es home-
omorfo al cono C(CP" '), que no es una variedad diferenciable. En efecto, si lo
fuera, podrfamos tomar un entorno U del vértice difeomorfo a R?*~!. Consideramos
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también el abierto V = C(CP"!) — {vértice}. Notamos que U NV y V resultan
difeomorfos a S§** y CP"~! x (0, 1) respectivamente. Como C(CP" ') =UUV y es
contréactil, la sucesién de Mayer-Vietoris nos revela:

. — 0 — H*R*)® H*(CP" 1) — H*(S™) — ...

Como n > 2, tenemos que H*(CP"~!) = 0, pero sabemos que H*(CP""!) = R. Este
ejemplo es mas patologico que el anterior, pues el espacio de érbitas no es ni siquiera
una variedad topologica.

La otra diferencia fundamental con el caso de las acciones libres es el hecho de que
el campo fundamental se anule en los puntos fijos. En efecto, sea m un punto fijo.
Como la aplicaciéon

®,,: S'— M

dada por ®,,(g) = g(m) es constante, el valor del campo fundamental en m es

%o (2)

Recordemos que en el caso libre era crucial que el campo fundamental no se anulase
para probar el teorema 2.26 y para que la diferencial de la forma fundamental fuese
béasica.

=0.

1

3.1.1 Puntos fijos

Probamos a continuacién que el conjunto de puntos fijos es una subvariedad (que
puede tener componentes de distinta dimensién, como en el ejemplo 3.2).

Proposicién 3.3 El conjunto F' de los puntos fijos de una accion semilibre es union
disjunta de subvariedades cerradas invariantes de M.

Demostracion: Para ver que F' es cerrado, tomamos un punto € F y una sucesion
{Zn}nen C F que tenga como limite x. Para todo g € S! se tiene que
g(x) = lim g(z,) = lim z, =z,
n—oo n—oo
luego x € F', y F' es cerrado.
Vamos a probar que F' es una subvariedad, viendo que todo punto x € F’ tiene
un entorno U C M tal que U N F' es subvariedad de M (sin precisar la dimen-

sién, que puede variar de punto a punto). Podemos considerar {x} como una sub-
variedad cerrada invariante de M de dimension cero. Por el teorema del entorno
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tubular equivariante (teorema 1.21), podemos tomar un difeomorfismo equivariante
U: N(x)— U C M, donde N(z) es el fibrado normal de M en x y U es un abierto
invariante de M. Ahora bien, como {x} consta de un solo punto, N(z) = T, M.
Recordamos que la accién de S* en T, M es ortogonal. Consideramos el conjunto

UHUNF)={veT,M:gv=uvVgeS',

que es un subespacio vectorial (y, por lo tanto, una subvariedad) de T, M. Como ¥
es difeomorfismo, U N F' es una subvariedad de M y como podemos hacer esto con
todos los puntos de F', tenemos que F' es una subvariedad. |

Como hemos evitado el caso M = F', el hecho de que en un espacio vectorial todo
subespacio propio tiene complementario denso, nos permite asegurar que los puntos
cuyo grupo de isotropia es trivial (puntos “méviles”) constituyen una subvariedad
abierta densa en M, a saber, M — F. Tenemos una particién (M — F, F') de M en
dos subvariedades : la parte reqular M — F' y la parte singular F'. Notamos que si
x € F, entonces la clase m(x) C B consta de un solo punto. A la vista de esto y
por comodidad, identificaremos F' con 7(F), considerando F' como un subespacio
del espacio de érbitas B. Mas atin, como la accion es libre en M — F, el espacio
cociente M — F/S' = (M — F) = B — F es una variedad diferenciable. Como 7 es
continua y sobreyectiva, B — F' es denso en B. Aunque B no sea una variedad, se
tiene una particiéon (B — F, F') de B en dos variedades, similar a la que tenemos en
M. Abstraemos a continuacion este fenémeno.

Definicién 3.4 Sea un espacio topolégico X y un cerrado F' C X. FEntonces, se
dice que (X — F, F') es una estructura de pseudovariedad para X si se cumple:

i) X — F es un abierto denso en X;

ii) tanto X — F' como F' tienen estructura de variedad diferenciable compatible
con la topologia de X.

Observacién 3.5 Las particiones (M — F,F) y (B — F,F) dan a M y B sendas
estructuras de pseudovariedad.

3.2 Explosién de Janich

En este apartado introducimos la explosién, una herramienta técnica que nos per-
mitird trabajar con acciones semilibres. Como primer paso, vamos a dar una idea
intuitiva de qué es la explosién. Segun lo visto en el apartado anterior, las dos
particularidades que diferencian el caso libre del semilibre se deben a la aparicién
de un conjunto de puntos fijos F. Intuitivamente hablando, la diferencia no parece
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critica, pues el complementario de la zona “distinta” (es decir, de F'), es denso en
M, y fuera de €l la situacién es conocida.

La explosion es una técnica que consiste en sustituir en M la subvariedad F' por
un fibrado de F', obteniendo una variedad con borde M, a la cual podemos extender
la acciéon de manera libre. Ilustramos esta idea con un ejemplo sencillo:

Ejemplo 3.6 Sea el cilindro macizo M = D? x (0,1). Tenemos la accién de S
sobre M mediante las rotaciones alrededor del anima . La accion es semilibre, y
la subvariedad de los puntos fijos ' es el anima. Al sustituir ' por el tubo T,
obtenemos la variedad con borde M, en la cual podemos definir la accién de manera

libre.

M —

-«
-«

M a

3.2.1 Construccion de la explosién

Durante este parrafo nos olvidaremos momentaneamente de la accién sobre M, y
definiremos la explosién para una subvariedad cerrada cualquiera de M. Describire-
mos el proceso siguiendo [Jan] y [Dav].

Sea E un fibrado vectorial sobre la variedad F'. Sea Ej el complemento de la
seccién cero. Denotamos R, = (0,00), que actia sobre Ey libremente, por multi-
plicacion en las fibras. Asociamos a F el fibrado cilindro no negativo C', E, definido
por:

CLE = (EO X [O’OO))/R+ )

donde s € R, actia sobre (x,t) € Ey x [0,00) mediante s - (z,t) = (zs™!,st).
Como Ej x [0, 00) es una variedad con borde, su cociente por una accién libre, C' E,
también lo es. El borde de C'y F' es un nuevo fibrado, y lo denotaremos X FE es decir,

SE = (Ey x {0})/R, = Ey/R, .

Geométricamente, C', F resulta de pegar Fy con X F “adecuadamente”. En la sigu-
iente figura, hemos representado cada Fy con un plano en el producto Ey X [0, 00).
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En la accién de R, sobre Ey x [0,00), la érbita de un punto (x,t) con t > 0 es
el conjunto {(zs71,s) : s € R, }, que hemos representado en la figura como una
hipérbola. Ey x {1} contiene un representante de cada dérbita de este tipo. En el
nivel ¢ = 0, tenemos, al pasar al espacio de orbitas, X F.

V7 e

La aplicacién c¢: C F— E definida por c([z,t]) = tx, lleva C1 E — XE en Ej
difeomérficamente, y proyecta X FE sobre F'.

Ejemplo 3.7 Si E es un fibrado vectorial trivial (F = F x R"™) el cilindro no
negativo de F resulta

CLE=F xS"x10,00),
y la aplicacion c¢ se define por:

c: FxS"x[0,00) — FxC(S")
(z,y,1) — (=, [y,1])

donde hemos identificado R"™ con C'(S").

En nuestro caso, sea N(F) el fibrado normal de /' en M. Por el teorema del entorno
tubular, tenemos un embebimiento W: N(F') — M. Definimos ahora una variedad

con borde M . Como conjunto va a ser la unién disjunta de (M — F') y YN (F), que
denotaremos por (M — F')| |XN(F'). Definimos la aplicacién:

7: CLN(F)— (M — F)|_|SN(F), (3.2)

dada por

_U(tw) sit#0;
ﬂhip_{pp] sit=0.
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Es facil comprobar que 7 es inyectiva. De esta manera, 7(C N(F')) adquiere, via T,
una estructura de variedad con borde. Notamos que como ¥ es un difeomorfismo,
la estructura diferenciable de (M — F') N 7(C N(F)) como subvariedad de M es la
misma que como subvariedad de M. Esto nos da una estructura diferenciable en M ,
para la cual podemos considerar 7 como aplicacién collar. Para referirnos al borde
de M, usaremos la notacién M. La aplicacion ¢ induce una aplicacion

ﬁMi M—>M

definida mediante la identidad en M — F' y la proyeccién de XN (F') sobre F.

Hay que probar que la estructura diferenciable de M no depende de la aplicacion
tubular ¥ que hayamos elegido. Para ello, la clave serd el siguiente resultado:

Proposicion 3.8 Sean F, y Es dos fibrados vectoriales sobre F'. Sea ¢: E1 — Fs
una aplicacién diferenciable tal que ¢~ *(F) = F y tal que la restriccion de la apli-
cacion py: Fy— FEy a cada fibra es un isomorfismo lineal. FEntonces, existe una
unica aplicacion diferenciable p: CLFy — C Fy tal que el siguiente diagrama es
conmutativo, N

C,B, —— C.E,

El L) E2

donde c([x,t]) = tx. De hecho, ¢ viene dada por la formula

[t p(tz), t] sit#0

[o.(2),0]  sit=0. (3.3)

6([‘% t]) = {

Demostracion: Como c|c, g,—xp, es un difeomorfismo, si existe py: Cy By — CLEy
que hace que el diagrama conmute, entonces ha de cumplirse:

ool[z, 1)) = [o(tz),1] = [t 'p(tzx),t] para [z,t] € CLE, — LE).

Por lo tanto, basta probar que la férmula (3.3) define una aplicacién diferenciable;
la unicidad se deduce de que ¢ y ¢q coinciden en un abierto denso.

Para ver que ¢ definida por la férmula (3.3) es diferenciable, construimos el
siguiente diagrama conmutativo.

(E1)o % [0,00) —Z— (Ey)o % [0, 00)

N

C FE, — C.FE,
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donde p(x,t) = [x,t] es la proyeccién sobre el espacio de 6rbitas de la accién
que definia el cilindro no negativo, y lo mismo para py (por lo tanto, p; y ps son
submersiones sobreyectivas), y la aplicacién @ esta dada por

B(x,t) = (t7o(tx),t) sit#0;
A {(w*(x),o) sit=0,

que es una aplicacién diferenciable (la prueba es un ejercicio de célculo; ver [Hir],
pag.112). Entonces, pop; es diferenciable, y como p; es una submersion sobreyectiva,
obtenemos que @ es continua y diferenciable (ver [BrCl], pag. 86). |

Sean ahora dos entornos tubulares
U,: N(F)— M para i =1,2
que inducen aplicaciones collares
Ti:C’+N(F)%]\A/j para i =1,2.

Tenemos, pues, dos estructuras de variedad diferenciable con borde en M , a pri-
ori, distintas. Afirmar que ambas coinciden es equivalente a que la aplicacion
7 o C.N(F)—C,N(F), que estd definida en un entorno de YN (F), sea un
difeomorfismo. Ahora bien, 7, 'o 7, = @, donde ¢ = ¥ ' oWy, que es un difeomorfis-
mo definido sobre un abierto de YN(F), asi que por la proposicién anterior, 7; 'o 7y
es un difeomorfismo. Hemos probado el siguiente corolario:

Corolario 3.9 La estructura de variedad diferenciable con borde inducida en M
mediante el collar definido por 3.2, no depende del entorno tubular elegido.

3.2.2 Estructura local de la accion

Vamos a describir unos entornos de M que nos facilitan una expresion local adecuada
para trabajar con la explosion. Sea un punto fijo x € I, y sea k + 1 la codimensién
de la componente conexa de F' que contiene a x. Tomamos un entorno tubular
U: N(F)— M, y una carta trivializante ¢: U x C(S¥) — N(F) de z, donde U es
un abierto de F'. Asi considerada, 1 resulta un embebimiento. Usando la expresion
de la explosién de Jinich de U x C(S¥) (ver el ejemplo 3.7) y la proposicién 3.8,
podemos levantar v a las explosiones, obteniendo el siguiente diagrama conmutativo:

UxSkx[0,00) —%— C,N(F) ——

-
l l l (3.4)
Y M

UxCcsh —4— NF) 2o
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donde p(u,z,t) = (u,[z,t]), y 1;, un embebimiento. Diremos que el entorno W =
U(p(U x C(S¥))) es un entorno distinguido asociado a la aplicacién tubular ¥. El
diagrama precedente muestra que Lj; es una aplicaciéon diferenciable.

Vamos a definir a partir de la accién semilibre ®: S' x M — M una nueva accién
libre ®: St x M — M, de modo que la explosién L), sea equivariante. Notamos
que entonces, ® queda determinada en M —0M (recordemos que Lyr|77 o757 €s la

identidad de M — F), y nos basta extenderla a un entorno de oM.
Tomamos un entorno distinguido W de x € F. Tenemos pues, el diagrama

conmutativo 5
UxSFx[0,00) ——

PJ J Ly (3'5)
UxCEShH) —25 M
donde ¢ y (;NS son embebimientos, y W = ¢(U x C(SF)).

Por el corolario 3.9, podemos suponer que el entorno tubular V: N(F)— M
con el que hacemos la explosion es equivariante. Esto implica que la accion inducida
en U x C(SF) “vive” en cada S* en el sentido siguiente: sea v € N no nulo, y sea
g € S'. Como la accién es lineal y preserva la métrica, tenemos que

lg - vll = llg«vll = lloll v gev = lvllga(v/llv]]),

es decir, la accién est4 definida sobre cada esfera S¥ x {t} C C(S¥), paratodot # 0,y
en particular la accién sobre S¥ x {1} determina la accién sobre las demds. En otras
palabras, existe una accién ®g: S! x S¥ — S* tal que la accién ®p sobre U x C(SF)
dada por

®p(g, (u,[z,1]) = (u,[Ps(g, x),t]) para g €S,

hace que ¢ sea equivariante. Como la accién en M — I es libre, la accién ® 5 también
lo es. Definimos en U x S* x [0, 00) la accién ®p dada por

a)D(ga (U,,I,t)) = (u7 (I)S<g7x>7t) para g € Slv

que es, claramente, libre. Tenemos inducida, por lo tanto una accién ® definida
en un entorno W = L3}(W) de £/ (r) en M. Notamos que esta accién coincide
con la que tenfamos establecida en M—0M , de modo que por un argumento de
densidad, es la tnica que hace que Ly| sea equivariante. Esta unicidad origina

que si repetimos este proceso, obteniendo una nueva accién para un entorno Wy, tal
que W NW; # 0, ambas acciones coinciden sobre W N W;. Procediendo de igual
manera para cada punto x € F', extendemos la accién a todo M. Hemos probado la
siguiente proposicion:
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Proposicion 3.10 Existe una unica accion libre
ED: Sl X M—>M
de modo que la explosion Ly : M—M es equivariante.

Observacién 3.11 Como la accién sobre S¥ es libre, el Teorema de la Esfera Peluda
(ver, por ejemplo, [Rot], pag. 123) fuerza que k tiene que ser impar. De aqui
deducimos que la codimension de cada componente conexa de F en una accion
semilibre ha de ser par.

3.2.3 Explosion para el espacio de orbitas

Construimos ahora una explosién para el espacio de érbitas B. Como la accién
que hemos definido sobre M es libre, el espacio de 6rbitas M /St es una variedad
diferenciable ( con borde, al igual que M ) que denotaremos por B. Indicare-
mos con 7: M —Bla aplicacion cociente de la accién. Recordamos que la ex-
plosion Ly : M — M es equivariante; por lo tanto, induce una aplicacién continua
Lp: B— B mediante

Lp(F(m)) =Ly (m)  param € M.

Tenemos, por lo tanto, un diagrama conmutativo

- T . B

M
L l l Lp
M —~ - B

Aplicando 7 al diagrama conmutativo equivariante (3.4), deducimos que cada punto
y € ' C B tiene un entorno W (que también llamaremos distinguido) homeomorfo a
Ux C(CP"), donde U C F y CP" = S*/S! es un espacio proyectivo complejo coho-
mologico, es decir, una variedad que tiene la cohomologia de CP", donde k = 2n+1.
La estructura local en y queda descrita por el siguiente diagrama conmutativo:

Ux CP" x [0,00) ——

l l (3.6
Uxccpy —2— B

donde p(u, x,t) = (u, [z,t]), ¢ es un homeomorfismo y ¢ un embebimiento. Notamos
que la proyeccion Lp: OB — F es un fibrado localmente trivial de fibra C'P™ en
cada componente conexa.

Esta construccién que hemos desarrollado para los casos concretos de M y B, se
puede abstraer al concepto de explosion para una pseudovariedad.



3.3. Cohomologia de Verona 43

Definicién 3.12 Sea (X — F, F') una pseudovariedad, y X una variedad con borde.
Decimos que una aplicacion continua Ly : X — X es una explosion de la pseudovar-
iedad (X — F, F') si se cumple:

i) la restriccion Lx|g_y5: X—8X — X — F es un difeomorfismo:

ii) la restriccién Lx|,5: dX — F es un fibrado diferenciable localmente trivial
en cada componente conexa de F.

Segun esta definicién, la explosién de Janich para M y la inducida en B son
ambas explosiones.

3.3 Cohomologia de Verona

En este apartado, nos olvidamos momentaneamente de la accion ¢ para presentar
la cohomologia de Verona. Para definir las formas de Verona tan sélo necesitamos
una pseudovariedad (X, F') con una explosién. Una forma de Verona consiste en
considerar una forma en X — Iy otra en F, compatibles en cierto sentido. Para
expresar esta compatibilidad, utilizamos la explosién. Las formas de Verona (que A.
Verona llama formas controladas cuando las presenta en [Ver]) forman un complejo
de cadenas, cuya cohomologia es isomorfa a la cohomologia singular.

3.3.1 Definiciones

Sea (X, F') una pseudovariedad, y permitimos que F' tenga componentes conexas
de distinta dimensién. Fijamos una explosién para (X, F'), que denotamos por
Lx: X—X.

Definicién 3.13 En las condiciones anteriores, una forma de Verona de X es una
forma w € Q*(X — F) tal que:

1) w es levantable a X, es decir, existe una forma @ € Q*(X) (que, por densidad,
es Unica), tal que

-~ _ *
w|)~(78)~( =Lx*w,

2) La restricciéon w|,5 es una forma bésica para el fibrado Lx: OX —F, es
decir, existe una forma wp € Q*(F) tal que

D),z = Liwr € Q*(0X).

Si a es una forma de X — F' que cumple la primera propiedad de la definicién
3.13, diremos que es levantable, y mantendremos la notacién a para expresar su
levantada. Si a es de Verona, mantendremos también la notaciéon ap para referirnos
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a la forma que induce en F. Notamos que como Lx: 0X — F es un fibrado, L%
es inyectiva, y ap es unica.

Denotamos por 2%(X) el conjunto de las formas de Verona de X, que a contin-
uacién veremos que tiene estructura de dlgebra diferencial graduada. Lo llamaremos
complejo de Verona.

Lema 3.14 (Q(X),A,d) es un dlgebra diferencial graduada.

Demostracion: La graduacion es, obviamente,

L(X)= & X(X)= & (X - F)NnQy(X)).
p=>0 p=>0
Falta por ver que el producto y la diferencial exteriores son cerradas en ;(X). Sea

w € Q(X). Definimos dw = di y (dw)r = dwp, y comprobamos que cumplen las
dos condiciones de la definicién 3.13:

dw|z_ oz = d(W|5_pz) = dLyw = Ly dw

dw|yz = dol,yz = dLywr = Lydwp = Li(dw)]|p,

luego dw es de Verona. Sean ahora w y 7 formas de Verona. Utilizando la identidad
(1.2), se comprueba de forma inmediata que w A =0 ANy (WAD)|Fr =w|rAn|F
satisfacen las dos condiciones, es decir, w A n es de Verona. |

Ejemplo 3.15 Si M es una variedad diferenciable y tomamos F' = (), el par (M, )
es trivialmente una pseudovariedad, y la identidad de M, una explosién. El complejo
de Verona de (M, ) es exactamente el complejo de de Rham.

Como la diferencial es de orden dos, podemos hablar de la cohomologia del
complejo de Verona.

Definicién 3.16 El p-ésimo grupo de cohomologia de Verona de X es el espacio
vectorial

_ ker(d: Q5(X) — QFF(X))  p-ciclos de Verona

HP (X =
() im(d : Q’j_l(X) — Q5(X))  p-bordes de Verona

v

Ejemplo 3.17 Sea £k > 1. Vamos a calcular la cohomologia de Verona de la
pseudova- riedad (C(S¥) — {x},{*}), donde * denota el vértice) y la explosién es

£:SF [0, 00) — C(SH),
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dada por L(z,t) = [z, 1].
Podemos considerar que Q°(C(S*)) consta de las funciones sobre S¥ x [0, 00) cuya
restriccion a S x {0} es bésica para el fibrado

L:SFx {0} — =, (3.7)

es decir, constante. Por lo tanto, Hy (S*) = R.
Si ahora w € QP(C(S*)) con p > 1, como las tinicas formas bésicas para el fibrado
(3.7) son las constantes, deducimos que wlgry (o3 = 0, es decir,

QP(C(S7)) = QP(SF x [0, 00), S* x {0}).

Escribimos la sucesién exacta larga de cohomologia del par (S* x [0, 00),SF x {0}):

- — HP(SF x [0,00),S x {0}) — HP(S* x [0,00)) —
—  HP(SF) — HPTH(SF x [0,00),S" x {0}) — ...

Por el lema de Poincaré, H*(S* x [0,00)) = H*(S*). De este hecho y de la sucesién
del par, obtenemos que H?(S* x [0, 0),S* x {0}) = 0. Hemos probado entonces que
la cohomologia de Verona de C'(S*) es:

R sip=0
0 en otro caso.

HY(C(SY)) = {

3.3.2 Caracter funtorial

Podemos considerar €2 como un funtor de la categoria de las pseudovariedades
explotadas en la de las algebras graduadas. Los morfismos en la categoria de las
pseudovariedades explotadas son las aplicaciones diferenciables levantables, en el
sentido de las siguientes definiciones:

Definicién 3.18 Sean las pseudovariedades (X — Fi, 1) y (Xo — Iy, Fy). Decimos
que una aplicacién continua f: X;— Xy es un morfismo de pseudovariedades si
preserva diferenciablemente los estratos, es decir, si f aplica diferenciablemente X; —
Fi y Fy en Xy — Fy v Fy, respectivamente.

Definicién 3.19 Sean (X; — Fi, F1) y (X2 — Fy, Fy) pseudovariedades con explo-
siones B
Lx,: X;— X, parai=1,2.

y sea f: X1 —— X, un morfismo de pseudovariedades. Decimos que f es levantable
si existe una aplicacién diferenciable f: X; — X5 tal que el siguiente cuadrado es
conmutativo:
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~ Lx,
Xl E— Xl

I o3

X2 L X2
Es facil comprobar que la conmutatividad del diagrama (3.8) implica que f aplica

X, 1— “9X, 1 en X2—8X2 y 8X1 en 8X2 Podemos plasmar esta situacién en el siguiente
diagrama conmutativo

X,—0X© X, 20X, (3.9)

t Xg 8X2 X2 ja)(2
Lx,
Lx,
!
X1 — k¢ Xy 31
f f f
Xo — I5© Xo O

donde las flechas horizontales son aplicaciones inclusiéon, y las verticales son las
explosiones y sus restricciones. En estas situaciones, por comodidad, usaremos la
misma letra para referirnos a una aplicacién y a sus restricciones.

Lema 3.20 Si f: X1 — X5 es un morfismo de pseudovariedades levantable, en-
tonces f*: Q*(Xy — Fy) — Q*(Xy — Fy) transforma formas de Verona en formas
de Verona.

Demostracion: Si f es levantable, tenemos un diagrama conmutativo como (3.9).
Notamos que si aplicamos el funtor contravariante 2*, las flechas cambian de sentido
(por supuesto, sélo las que involucren variedades). Sea wq € 2%(X53). Tenemos que
probar que wy = f*ws € Q*(X; — F}) es una forma de Verona de X;. Definimos las
formas: B B B
= ffw € Q"(X1) v (wi)m = [T(w2)r, € Q7(F1),

que cumplen las condiciones de la definicion 3.13. En efecto, usando la conmuta-
tividad del diagrama (3.9) y que ws es de Verona, tenemos:

Wiz _ox, = ('W2)lz_ox;, = [T(W2lx,_ox,) = [ Lx,we = L, ffwa = L wi;
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Ly (w)p = Ly, [ (w2)p = [ Lxy(w2)p = [*@alyg) = (FO)loz, = Diloz,

Ejemplo 3.21 Sea (X, F) una pseudovariedad con explosién Ly : X—X, y U
un abierto de X. EI abierto U hereda una estructura de pseudovariedad definida
mediante (U — F, FNU), y también una explosién Ly: U — U, donde U = L3'U,
y Ly es la restriccion de Lx a U. La inclusién iy : U — X es un morfismo de
pseudovariedades claramente levantable. Por lo tanto, la restriccion de una forma
de Verona a un abierto, es de Verona.

Ejemplo 3.22 En el caso de la accién diferenciable y semilibre de S* sobre la var-
iedad M que tratamos en este capitulo, la proyeccion sobre el espacio de érbitas
m: M — B es una aplicacién levantable, y el diagrama (3.9) en esta situacién que-
da:

M—0M° M "M (3.10)
z B—OB° B °0B
L
Lp
l
M — F|C M O
NN N
B — F¢ B O

3.3.3 Teorema de de Rham para la cohomologia de Verona

Sea M una variedad diferenciable conexa y F' # M una subvariedad cerrada. En-
tonces, (M — F, F) es una pseudovariedad. Consideramos la explosién de Jénich
Ls: M — M. Fijamos estas condiciones para todo el apartado.
Tenemos la inclusién
M —F—M,

que induce en cohomologia la aplicacion de restriccion de formas:
it (M) —Q (M - F)

Lema 3.23 En las condiciones anteriores, i*(Q2*(M)) C Q*(M).
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Demostracion: Sea w una forma de M. Notamos que como M es una variedad difer-
enciable (lo cual no siempre es cierto en una pseudovariedad abstracta), podemos
considerar el pullback:

L (M) — Q*(M).
Si definimos

—_~— —~

(i"w) = Liyw € V(M) y (i*w)p = w|p € Q(OM),

se comprueba facilmente que satisfacen las dos condiciones para que i*w sea de
Verona. En efecto, usando la conmutatividad de (3.10), obtenemos
(W) 5r_onr = (Lyw)lir_onr = Lu(i'w) y

—_~—

Ly (@ w)lp = Ly(wlr) = (Law)logr = ()5 B

Observacién 3.24 Este resultado no es sorprendente, pues una forma de Verona
w de M es una forma de M — F' que podemos “controlar” en cierto sentido. Una
manera es que esa forma se pueda extender a M.

Gracias al lema 3.23, tenemos el homomorfismo de algebras graduadas:
it QY (M) — (M), (3.11)

que es, obviamente, un morfismo de cadenas. Vamos a probar que es un cuasi-
isomorfismo. Para ello, procederemos igual que como hicimos con la cohomologia
invariante (ver apartado 2.2), es decir, primero probaremos el lema de Poincaré y la
propiedad de Mayer-Vietoris para la cohomologia de Verona. Luego, construiremos
un cubrimiento adecuado y aplicaremos el método de Bredon.

Lema de Poincaré

La estructura de pseudovariedad (M — F, F') induce de forma natural una estructura
de pseudovariedad en M x R, a saber, (M — F') x R, F' x R). De la misma forma,

la explosion de Janich L£y;: M — M induce la explosion:

EMXRZ M xR— M x R,

donde

Lysg =Ly X1g vy M xR=MxR.

El borde de esta explosién es OM x R, y su parte regular, (]\7 —OM ) x R. Notamos
que si hacemos la explosion de Janich de la subvariedad cerrada F' x R de M x R,
obtenemos exactamente la explosién que hemos descrito.
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Proposicién 3.25 (Lema de Poincaré para la cohomologia de Verona) FEn
las condiciones anteriores, la cohomologia de Verona de M y la de M x R son
1somorfas.

Al igual que en la proposiciéon 2.10, bastara adaptar la prueba de 1.2. Para ello,
es suficiente notar que:

i) las aplicaciones 7 y s que definfamos en 1.2 son ambas trivialmente morfismos
levantables de las pseudovariedades que estamos considerando;

ii) la restriccién del operador homotopia K
K: (M -F)xR)—Q'((M - F) xR)
transforma formas de Verona en formas de Verona.

Veamos que se cumple ii). Sea w = oy + [; A dt una forma de Verona de M x R.
Esto implica que

at|(1\7781\7)><R + 6t|(]\~4,a]\~4)><ﬂg Ndt = %XROQ + ‘C}kwx]}gﬁt A dt.

Por la unicidad de la descomposicion, se deduce que L3, 58 = B¢|57_y77xr- Tenemos
la expresion wrp = (a¢)r + (Bi)r A dt. Usando nuevamente que w es de Verona,
obtenemos 3|37, = Larxr(5:)r. Hemos probado que 3, es de Verona.

Usando que los pullbacks de aplicaciones diferenciables conmutan con las in-
tegrales de familias de formas diferenciables, y que (3; es de Verona, es inmediato
comprobar que

o tN t
sz/o B,nds y <Kw>F:/O<5S>FAds

satisfacen las condiciones de la definiciéon 3.13. [ |

Teorema 3.26 (Axioma de homotopia para la cohomologia de Verona)
Sean M ,N wvariedades diferenciables y Ly;,Ly explosiones. Sean f,g: M — N apli-
caciones levantables. Si existe una homotopia diferenciable levantable F: M x R— N,
entonces f* = g* en cohomologia.

Corolario 3.27 Sea M es una variedad y Ly; una explosion. Si'V es una variedad

contrdctil y consideramos en M x V' la explosion Ly x 1y, entonces H (M x V) =
H¥(M).
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Sucesion de Mayer-Vietoris

Como apuntamos en el ejemplo 3.21, todo abierto U de M hereda de forma natural
una explosion respecto a la cual, la inclusion es levantable. Por lo tanto, podemos
construir la sucesiéon de Mayer-Vietoris para cohomologia de Verona:

0— QM) —— QU)®UV) —— QUNV) —0
(o,7) —  Tlurv — 0lunv (3.12)
Q — (2w, Qv)

Proposicién 3.28 La sucesion de Mayer-Vietoris para cohomologia de Verona (3.12)
es exacta.

Para que la prueba de la proposicion 1.5 sea valida aqui, necesitamos una particion
de la unidad con funciones de Verona. Basta tomar una particién de la unidad
cualquiera {py, pv} y notar que, por el lema 3.23, {pu|v, pv|v} es de Verona. |

Cuasiisomorfismo

Terminamos este apartado probando el siguiente teorema:

Teorema 3.29 (Teorema de de Rham para cohomologia de Verona) Para
la inclusion i: M — F — M, el homomorfismo de cadenas

es un cuasiisomorfismo

Demostracion: Vamos a aplicar nuevamente el método de Bredon (lema 1.11).
Hemos de elegir una base U cerrada para intersecciones finitas. Tomamos una
métrica en M, y un entorno tubular U: N(F)— F de F. Consideramos los abiertos

T.=V({v e NF):|v||<e}), >0
Sea ahora el abierto
vHU)NT, (3.13)

donde U es un convexo geodésico de F' y ¢ > 0. Este abierto es difeomorfo a
U x C(S*), donde k + 1 es la codimensién de la componente conexa de F' que
contiene a U. Tomamos como base U a todos los abiertos de la forma (3.13), junto
con todos los abiertos de M — F'.

Definimos ahora para cada abierto W C M la propiedad

PW)= «*: H"(W)— H}(W) es un isomorfismo”
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Las condiciones 2) y 3) del lema 1.11 se verifican fécilmente de la misma manera
que lo haciamos en el teorema 2.16. Nos queda probar que P se cumple para todo
elemento de . Para los abiertos de M — F', es trivial por el ejemplo 3.15. Para
los de la forma (3.13), notamos que usando el corolario 3.27, podemos reducirnos a
probar el cuasiisomorfismo para el caso M = C(S¥), F' = {vértice}, lo cual hemos
hecho ya en el ejemplo 3.17. |

Espacio de orbitas

Hemos probado que la cohomologia de Verona de M calcula la de de Rham y, por
tanto, la singular. En el caso del espacio de érbitas B, no tenemos estructura de
variedad, por lo tanto, habremos de trabajar con cohomologia singular. El resultado
que se obtiene es:

Teorema 3.30 La cohomologia singular del espacio de orbitas B es isomorfa a la
cohomologia de Verona de B.

A continuacién damos una idea de cémo se demuestra este teorema. En [Sar| se
puede encontrar una exposicion detallada de la técnica que usaremos, para probar
un teorema “tipo de Rham” en un caso més general que el nuestro, al trabajar con
mas de dos estratos. El proceso es “dual” del que hemos seguido para M.

Para calcular la cohomologia singular no usaremos el complejo de todas las cade-
nas de simplices singulares diferenciables de B; usaremos un subcomplejo adecuado.

Sea A es un simplice y Ay y Ay dos subsimplices. El espacio de adjuncion de
A1y Ay es el subsimplice de A definido por

ArxAg={ty—(1—t)z:t€[0,1],2 € A1,y € Ay}

Si A = Ay x Ay, diremos que A; y Ay son caras opuestas, y en este caso, llamaremos
explosion de A al espacio A = Ay x C(Ay). La aplicacion de explosion es:

LAZ Al X C(Ag)—>A1 *AQ

dada por La(z,[y,t]) =ty — (1 — t)x. Notamos que L aplica difeomérficamente
Al XAQ X (0,1) GHA—AQ.

Definicién 3.31 Sea (B — F|, F') una pseudovariedad explotada, y ¢: A— B un
simplice singular. Decimos que ¢ es un simplice singular levantable si se cumple:

1) o7 1(F) = Ag es una cara propia de A que llamaremos cara singular, y ademés,
A = Ag *x Ag. Llamaremos a Ar cara reqular.
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2) Existe un simplice singular diferenciable @: A— B tal que el siguiente cuadra-
do es conmutativo: _

A —*% . B
,;BJ l%
A 7

Denotamos el conjunto de cadenas de simplices levantables de B por AZ(B). Defi-
nimos la integral de una p-forma de Verona w sobre el p-simplice singular levantable

¢: A — B mediante:
o
A JA

y extendemos por linealidad esta integracién a AL(B). Construimos la aplicacién:
U: QP(B) — Hom(A(B),R)

definida por la formula
M@@:/w

Se puede probar que W induce un isomorfismo en cohomologia. Finalmente, se
demuestra que la inclusién ¢ de AL(B) en el complejo de los simplices singulares
A*(B) induce una aplicacién de cadenas

*: Hom(A,(B),R) — Hom(ALX(B), R),

que es un isomorfismo en cohomologia. Hemos construido el siguiente diagrama de
cuasiisomorfismos que demuestra el teorema 3.30:

Hom(A.(B),R)
- (3.14)
Q*(B) —Y— Hom(AL(B),R)

3.4 Cohomologia de Verona invariante

Retomamos en el hilo conductor del capitulo, la accién semilibre ®: St x M — M.
Intuitivamente, el complejo de Verona “se adapta” bien a la estratificacién (M —
F, F') inducida por la accién. El complejo de las formas invariantes es adecuado
para trabajar con S'-variedades, como hemos visto en el capitulo anterior. Para
obtener la sucesién de Gysin, la cohomologia con la que trabajaremos en M sera un
hibrido de estas dos ultimas: la cohomologia de Verona invariante, que presentamos
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en este apartado. Como las pruebas de los resultados para esta nueva cohomologia se
deducen directamente de los analogos en las cohomologias anteriores, ya detalladas,
la exposicion serd breve.

Sea el espacio vectorial real de las p-formas de Verona invariantes de M, que

denotamos por
IOP(M) = IQP(M — F)N QP (M).

Tenemos el complejo de Verona invariante de M, definido por

I (M) = & IQP(M).
p=0

Como la diferencial y el producto exterior usuales son operaciones cerradas para los
complejos (M) e IQ*(Mp), también lo son para €2} (M), que adquiere una estruc-
tura de algebra diferencial graduada. Podemos considerar /{2v* como un funtor que
va de la categorfa de las S'-variedades con explosién a la de las dlgebras graduadas.
Por lo tanto (y esto es lo que nos interesa), podemos hablar de la cohomologia de
Verona invariante de abiertos invariantes U C M. Los morfismos en la categoria de
salida seran, obviamente, las aplicaciones diferenciables invariantes. Notamos que
por estar definidas en todo M, estas aplicaciones son levantables (ver lema 3.23).

Como la diferencial es de orden dos, podemos hablar de la cohomologia del
complejo de Verona invariante.

Definicién 3.32 El p-ésimo grupo de cohomologia de Verona invariante de M es
el espacio vectorial

_ ker(d: IOB(M) — I8 (M))

im(d : IQEH (M) — IQB(M))

THP(M)

En el siguiente ejemplo, calculamos la cohomologia de Verona invariante del cono
de una esfera.

Ejemplo 3.33 Sea la accién semilibre de S! sobre C(S¥), con k& > 1 dada por
z - [x,t] = [z - x,t]. Es una accién semilibre con un punto fijo, que es el vértice del
cono. Sea la explosién

£: S x [0, 00) — C(SY)

dada por L(x,t) = [x,t]. Obtenemos, usando el argumento que hicimos en el ejemplo
3.17, la caracterizacién

IQP(C(S%)) = IQP(S* x [0, 00),S* x {0}).
Notamos que la sucesion de complejos

0 — IQ*(S*x[0,00),S"x{0}) — IQ*(SFx[0,00)) — IQ*(S*x{0}) — 0, (3.15)
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donde la primera aplicacion es la inclusion y la segunda, la restriccién, es exacta. En
efecto, el inico paso no trivial es la sobreyectividad de la restriccién. Para probar
dicha sobreyectividad, consideramos la proyeccion

p: SFx[0,00) — S*x{0}
(x,t) —  (z,0)

que es invariante. Si ahora w € IQ*(S* x {0}), entonces p*w es una extensiéon
invariante a S* x [0, 00), y la sucesién (3.15) es exacta.

Tomando la sucesion exacta larga que induce (3.15) en cohomologia y razonando
como en el ejemplo 3.17, deducimos que la cohomologia de Verona invariante de
C(S*) es:

R sip=0
THY(C(S")) = g
0 en otro caso.
Veamos a continuacion que el complejo de Verona invariante calcula la cohomologia
de de Rham.

Teorema 3.34 (Teorema de de Rham para cohomologia de Verona inva-
riante) Sea i: M — F'— M la inclusion. El homomorfismo de cadenas

it I (M) — I (M)
es un cuasiisomorfismo.

Demostracion: Vale la misma prueba que para el teorema 3.29, sin mas que notar
que todo el proceso es invariante. Para adaptar la prueba, hay que tener en cuenta
las siguientes observaciones:

1) la cohomologia de Verona invariante satisface el lema de Poincaré, pues segiin
las pruebas de las proposiciones 3.25 y 2.10, las aplicaciones py; y s son levantables
e invariantes, y el operador homotopia K lleva formas de Verona invariantes en
formas de Verona invariantes. También se satisface el axioma de homotopia para
homotopias invariantes levantables;

2) la cohomologia de Verona invariante también satisface la propiedad de Mayer-
Vietoris, pues tenemos particiones de la unidad levantables e invariantes;

3) en la prueba del teorema 3.29, podemos suponer que el entorno tubular elegido
U: N(F)— F es equivariante, de modo que los abiertos de la forma (3.13) también
lo son. Asi, el cubrimiento &/ de M formado por todos los abiertos invariantes de
M — F y los abiertos invariantes antes referidos, forman un cubrimiento adecuado
para aplicar el método de Bredon (lema 1.11);

4) para los abiertos invariantes de M — F', el teorema es valido, pues el complejo
de Verona invariante de M — F' es exactamente [Q*(M — F'), que por el teorema
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2.16, tiene la misma cohomologia que la de de Rham. Tan sélo nos falta probar el
teorema para los entornos de la forma (3.13), que son del tipo U x C(SF), siendo U
un abierto contréactil de F'. Por homotopia, podemos reducirnos a probar el teorema
en el caso M = C(S¥), lo cual hemos hecho ya en el ejemplo 3.33. [ |

Reunimos los cuatro complejos de formas diferenciales de M que hemos manejado
en el siguiente diagrama conmutativo de cuasiisomorfismos:

L3 Lq
I0°(M) —2 (M)

donde ¢1 y ¢9 son las inclusiones obvias, y 3 y ¢4 estan inducidas por la inclusion
i M—F— M.

3.5 Actores que intervienen en la sucesién de Gysin

A continuacion, presentamos los actores que nos permitiran descomponer las formas
invariantes de Verona de M para obtener la sucesion de Gysin.

3.5.1 Campo fundamental y métricas invariantes

Recordamos que el campo fundamental de la accion &, dado por

remtvon (4)

es invariante y tangente a las érbitas; en particular, se anula en /. Como la explosion
Ly M— M es equivariante, entonces el campo fundamental X e X(M) de la

param € M,

accién ® y X estdn EM—rela(nonados es decir, (Lp7)«X = X o L. Notamos que X
no se anula en M pues ® es libre. -

Vamos a deﬁnir ahora dos métricas invariantes p y g en M — F' vy M respectiva-
mente. lo haremos con cuidado, de manera que se cumpla L*u = f.

Primero vamos a definirlas en cada entorno distinguido, y luego las pegamos con
una particion de la unidad. Sea W un entorno distinguido de m € M. Tenemos el
diagrama conmutativo:

UxSFx[0,00) —2s W

| J..

UxCsh) ——2—
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Recordamos que la accion en Wy w quedaba determinada por una accion libre ®g
en S¥. Tomamos una métrica v en S* invariante y normalizada (es decir, tal que la
norma con v del campo fundamental de ®g sea 1), y una métrica cualquiera p en
U. Definimos ahora sobre ¢~!(IW — F)) la métrica

p = po + v+ dr?,

donde r es la segunda coordenada en el cono. Notamos que es invariante, y que la
misma férmula define una métrica [LN en ¢ (W) tomando 7 como la coordenada
de [0,00). Los difeomorfismos equivariantes ¢|y-1(w_p) ¥ ¢ inducen sendas métricas
invariantes py y fiz; en W — F'y W, respectivamente. Es claro que p*uy, = ﬁ%v Y
por lo tanto, L* i = fig5.

Sea ahora un cubrimiento W = {W };c; de M formado por entornos distinguidos
y por M — F'. Elegimos una métrica invariante normalizada py;_p en M — F' y
su inducida L}, pp—F en M—dM. Tomamos métricas pw; Y uW para todo j €
J, siguiendo el proceso anterior. Sea ahora una particién de la unidad invariante
{f;}jes subordinada al cubrimiento W. Como la explosién es invariante, notamos
que la familia {f; o £ys}jes es una particién de la unidad invariante subordinada al

cubrimiento W = {W;},c; de M. Definimos ahora

H= ijﬁbwj y p= ijﬁ’wj-

jedJ JjeJ

Es inmediato comprobar que son invariantes, cumpliendo £}, = . Notamos, por
ultimo, que estan normalizadas, es decir, que

WX, X) =1 v (X, X) =1,

pues cada métrica localmente definida lo estaba.

3.5.2 Formas fundamentales y forma de Euler
Tenemos las formas fundamentales y € QY(M — F) y X € Q'(M) definidas por
x(Y) = pu(X,Y) para Y € X(M — F)
X(Z2)=(X,Z)  para Z € X(M).
Claramente, ambas son invariantes, y cumplen £},x = X, pues
mX = Lapixp = ig(La)ept = igpt = X

Cabe preguntarse si y es una forma de Verona.
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Lema 3.35 La forma fundamental x no es de Verona.

Demostracion: Si x fuera de Verona, inducirfa en F' una forma xpr tal que x|,5 =
L3, xr. Aplicando ahora la contraccion iy a ambos lados, tendriamos que 1 =0, y
por lo tanto, x no es de Verona, a pesar de ser levantable a x. |

Como la accion en M — F es libre, la 2-forma dy es una forma bésica, es decir,
m*e = dyx, donde ¢ € Q*(B — F) es la forma de Euler. Como la accién en M es

libre, también se tiene una forma de Euler ¢ € Q%(B). Por la conmutatividad del
diagrama (3.10), tenemos

T (ely5) = (T7)| )57 = dXly57 = ALy X = Lypdx = Lym"e = 7" Lie.
Como 7* es inyectiva, se cumple e[,z = Lze, con lo que e es levantable.

Lema 3.36 S la codimension de alguna componente conexa de F' es mayor que
dos, la forma de Fuler ¢ no es de Verona.

Demostracion: Sea F} una componente de codimensién 2n + 2, con n > 1, y sea
x € F;. Tomamos un entorno distinguido de y = 7(x) en B. Al restringir el

diagrama (3.6) a la fibra de y en B, obtenemos

(y} x OP"x {0} —%— OB

| L.

y _¥

Si e fuese de Verona, tendriamos una forma ep de F tal que ¢|,5 = Liep. Entonces,
como obviamente p* es la aplicacién nula, tenemos que

O'elyp = P Lper =p @Ter = 0.

Por otro lado, tomando un entorno distinguido de z en M, y restringiéndonos a OM ,
obtenemos el diagrama conmutativo

g2n+1 ¥ 3M

cpr —% . 9B

Tenemos una accién libre ®¢ en S?"*!. Recordando la construccién de la métrica
en M, elegfamos una métrica invariante normalizada v en S?***!. Tenemos definidos
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para ®g, el campo fundamental X, la forma fundamental x5 y la forma de Euler
correspondiente eg. Por la equivarianza de 1), obtenemos que X y Xg estan -
relacionados. De la construccion de p se sigue que ¥*p = v, y por lo tanto, ¥*x = xs.
Por ltimo, deducimos que

Thes = di*Y = VT = 150 ¢ = 0

de donde concluimos que eg = 0, lo cual es una contradicciéon. En efecto, segin el
apartado 2.5.1, la clase de Euler [es] no depende de la métrica normalizada elegida,
y como n > 1, segiin calculamos en el apartado 2.6, tenemos que [eg] es un generador
de H?(C'P") # 0, y en consecuencia, es no puede ser nula. |

3.6 Sucesion de Gysin

En este apartado llegamos a los resultados centrales de esta memoria. La sucesion de
Gysin se construye a partir de la descomposiciéon de las formas de Verona invariantes
de M en términos de las formas de Verona de B. Necesitaremos usar la cohomologia
relativa de Verona de B, que pasamos a definir.

Definicién 3.37 Llamamos complejo de Verona del par (B, F') al lgebra diferencial

graduada
V(B F)={w e Q(B) :wp =0}

La estructura de algebra diferencial graduada viene dada por la diferencial y el
producto exteriores. Notamos que este complejo es isomorfo a Q*(B,9B). Como la
diferencial es de orden dos, tenemos definidos los grupos de cohomologia de Verona
del par B, F'.

Definicién 3.38 El p-ésimo grupo de cohomologia de Verona del par (B, F) es el
espacio vectorial
ker(d: QP(B, F) — QP™Y(B, F))

M) = a0 (B.F) = (B.F))

Se puede probar que la cohomologia de Verona del par (B, F') es isomorfa a la co-
homologia de de Rham del par (B, F'). La demostracién es andloga a la del teorema
3.30. También se puede describir la cohomologia de un par (también llamada rel-
ativa) para la cohomologia singular y la singular diferenciable, escribir la sucesién
exacta del par y utilizar el lema de los cinco dos veces; una para cada cuasiisomor-
fismo del diagrama (3.14). Detallaremos mas este método en el apartado 4.1.

La sucesion de Gysin se deduce del siguiente resultado de descomposicion:
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Teorema 3.39 Toda forma de Verona invariante de M se puede escribir de manera
tnica como w = mra+ x Ay, donde a € QU5(B) y v € Q(B, F). Tenemos, por lo
tanto, el isomorfismo diferencial:

(19(M),d) = (%(B) ® 2, "\(B, F), D),
donde D(a,7y) = (dao + v A e, —dy).
Demostracion: Como la accién en M — F' es libre, por el teorema 2.26, tenemos
IQ(M) CI(M - F)2Q(B-F)e Q" (B - F),
Sea w una forma de Verona invariante. Entonces, existe una descomposicién tinica
w="m'a+x A1,

donde o y 7y son formas de B — F. Veamos que son levantables. En efecto, como w
es de Verona, es levantable, y como la accion en M es libre,

5 =7A+XATC,

donde A, B € Q*(B). De la conmutatividad del diagrama (3.10), se sigue que
T (Lpa) + X AT (L) = Lyw = Wlir_o5r = T (Alg_op) T X AT (Cla_pp);
y de la unicidad de la descomposicion, obtenemos que

Alg_os =Lra v Clg_op = LB,

luego o y v son levantables, y denotamos A =a y C' = 7.

Afirmamos ahora que 7|,5 = 0. En efecto, recordamos que la restriccién del
campo fundamental X a OM es tangente a las érbitas y que estd Ljy/-relacionado
con X, el cual se anula en F'. Esto implica que X|,3; € ker(La).Nker 7. Aplicando
la contraccion i a la identidad

&|a]\7 - %*a|a§ + i A %*%aéa

la cual es cierta por la conmutatividad de (3.10), es inmediato que 77|, = 0.
Como 7* es inyectiva, concluimos que v € (B, F).
Para ver que « es de Verona, por el diagrama (3.10) tenemos

* -~ k0
T Lpwp = Lywr = W|y5 = Ty,

de donde deducimos que o € Q(B), con ap = wp.
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Para terminar, notamos que la descomposicién del enunciado es tnica, pues si
se da m*a + x Ay = 0, aplicando 7x, obtenemos que v = 0, y por ende, también

a=0. |

Construimos a continuacion la sucesion de Gysin para el caso semilibre.

0— O(B) —— I0°(M) —— 9B —0
(,7)  — S (3.16)

a —— (e, 0)

donde S es el operador de signo que usdbamos en el caso libre para que § sea una
aplicacion de cadenas. La demostracion del siguiente teorema se sigue directamente
de la del teorema 2.27.

Teorema 3.40 La sucesion de Gysin (3.16) es ezacta.

La sucesion exacta corta de complejos (3.16) induce una sucesién exacta larga
en cohomologia también llamada sucesién de Gysin.

s HP(B) = THP(M) < 0P Y(B,F) == BPY(B) — ... (3.17)

Notamos que tanto la cohomologia de Verona como la de Verona invariante son
isomorfas a la cohomologia singular, y que esta sucesién generaliza la que obteniamos
en el caso libre, pues el cardcter libre implica F' = (), y la sucesién exacta corta (3.16)
degenera en la sucesién (2.5). Antes de calcular el homomorfismo de conexién,
es importante hacer algunos comentarios sobre la estructura multiplicativa de la
sucesion de Gysin.

Al igual que ocurria en el caso libre (ver apartado 2.5.2), la sucesién de Gysin
(3.16) es una sucesién de espacios vectoriales y, también de 2} (B)-médulos. Para
ello, consideramos en §2(B) y (B — F)) el producto exterior por la derecha (nota-
mos que al multiplicar a € Q(B) y f € (B — F), no nos salimos de (B — F')),
y en IQ5(M), el producto dado por

(,7) ANB=(aAB,yNS(B)),

donde (a,v) € IV (M) y 5 € Qi(B). Es inmediato comprobar que las aplicaciones
7™ y ¢ son homomorfismos de 2 (B)-médulos. De este modo, la sucesién (3.16) es
una sucesion exacta de Q% (B)-mdédulos, y la sucesién (3.17), de H(B)-mddulos.

Maés aun, podemos considerar el complejo de las formas diferenciables levanta-
bles, que denotaremos por

05 (B) = {w e Q*(B—F) : wes levantable a B}.
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Notamos que Q* (B, F') y Q(B) son subcomplejos de Q7 (B); es mas, Q (B, F) es
un ideal de Q3 (B). En otras palabras, (B, F) es un Q} (B)-mé6dulo. En efecto, si

—_—

ae€Q(B,F)y e (B), tenemos que a A =a A E, y por lo tanto,

(@A B)lyz=0ABlyz=0.

La consecuencia crucial es que podemos multiplicar las formas de (B, F') por la
forma de Euler e (que es levantable) sin salirnos de Q(B, F) y, en particular, de
Qf(B). Teniendo esto en cuenta, podemos proceder como en el apartado 2.5 y
deducir que el homomorfismo de conexién es, salvo el signo, la multiplicaciéon por la
clase de Euler [¢] dada por
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Capitulo 4

Algunas aplicaciones

4.1 Otras sucesiones “tipo Gysin”

Sea una accién diferenciable semilibre ® de S! sobre M, y sea 7: M — B la proyec-
cién sobre el espacio de érbitas. La sucesién de Gysin (3.17) relaciona la cohomologia
de M con la de By la del par (B, F). En este apartado deduciremos nuevas suce-
siones exactas ligadas a la sucesion de Gysin, donde juega un papel importante la
subvariedad de los puntos fijos F'. Antes, describiremos la sucesién exacta de los
pares (M, F) y (B, F).

4.1.1 Cohomologia relativa de Verona

En el apartado 3.6 ya presentamos la cohomologia de Verona del par (B, F'), que era
isomorfa a la cohomologia singular. A continuacién definimos lo analogo para M.

Definicién 4.1 Llamamos complejo de Verona invariante del par (M, F') al dlgebra
diferencial graduada

IN(M,F) ={we I (M) : wp =0}

La estructura de dlgebra diferencial graduada viene dada por la diferencial y el
producto exteriores. Notamos que este complejo es isomorfo a IQ*(M,9M). Como
la diferencial es de orden dos, podemos definir los grupos de cohomologia de Verona
invariante del par (M, F).

Definicién 4.2 El p-ésimo grupo de cohomologia de Verona invariante del par
(M, F) es el espacio vectorial
ker(d : IOP(M, F) — IQPTY(M, F))

TH?(M, F) =
oM. F) im(d : I8 (M, F) — IQ5(M, F))

63
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Para ver que la cohomologia de Verona invariante del par (M, F') es isomorfa a
la cohomologia de de Rham de (M, F'), se puede hacer una prueba similar a la del
teorema 3.39 utilizando la estructura local, o bien utilizar la sucesién exacta del par
(M, F'), que es lo que haremos a continuacion.

Definimos las aplicaciones:

pur: IG(M)—Q*(F) v pp: Q(B)— Q(F)

dadas por py(w) = wr y ps(B) = Br. Si expresamos 7o + x A 7'y = (a,7) €
I (M), entonces tenemos pys(a, f) = ap. Es inmediato que py v pp son aplica-
ciones de cadenas, y que py o " = pp.

Proposicién 4.3 Las sucesiones de complejos de cadenas

0 — I (M, F)—2 105 (M) 250" (F) — 0 (4.1)
y L
0 — Q(B, F)—£—-Q7(B)—22-Q*(F) — 0, (4.2)

donde vp; y L son las inclusiones, son exactas.

Demostracion: Todos los pasos de la exactitud son directos, salvo la sobreyectividad
de ppr v pp. Sea v una forma de F. Tomamos un entorno tubular equivariante
U: N(F)— M, y un entorno distinguido W en M, asociado a ¥ (ver el apartado
3.2.2). Entonces, (V) es un entorno distinguido de B, y tenemos los diagramas

conmutativos: P
U <2 UxC(S2"+1) — s W

e o e

U «—— Uxc(CpP") —— n(W)

y _ . _
U < UxS¥™1x[0,00) —0—s W

T T

pov) —_—

U <2 UxCP"x[0,00) —2— x(W)

doride U C F, las aplicaciones py, p', pu y pp; son las proyecciones sobre U, y ¢, 1, (;NS
y ¥ son difeomorfismos. La forma v € Q*(F) induce por restriccién una forma
yo € Q*(U). Tenemos definidas entonces las formas:

(V) opi)yw € IQ(W)

(W) o b)) € Qlr(W))
(@7 oppyw € ()
() o ) € (V)
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Podemos hacer este proceso en una familia de entornos distinguidos (asociados a
U) que cubra OM. Como todos estdn asociados a la misma aplicacion tubular, es
claro que mediante la anterior construcciéon quedan definidas en un entorno de cada
entorno tubular. Mediante un proceso de pegado con una particiéon de la unidad
invariante y levantable como la que ya usamos en el apartado 3.5.1, quedan definidas
las formas:
w e IQ(M)
B e Qy(B)
w € QYM)
B €

@ (x(W))

Es facil comprobar que w y (3 son levantables a w y B, respectivamente, asi como
ver que wr = B = . Por lo tanto, w y 7 son de Verona, y

pu(w) = pp(B) = F.

Las sucesiones (4.1) y (4.2) inducen en cohomologia las siguientes sucesiones exactas
largas:

. — THP(M, F)—2 T HP(M) 24 [P (F) 2 S THP Y (M, F) — ...

. — H?(B, F)—2—H?(B)—2— 1?(F)—2 - H*"Y(B,F) — ...

que llamamos sucesiones exactas largas de los pares (M, F') y (B, F), respectiva-
mente.

Observacion 4.4 La cohomologia del complejo I25(M, F') es isomorfa a la del
complejo de de Rham Q*(M, F'). En efecto, el procedimiento que hemos usado sirve
para construir la sucesion exacta de un par en cohomologia invariante (para extender
una forma de F' invariantemente a M basta tomar un entorno tubular equivariante
de F'). Consideramos el diagrama conmutativo de filas exactas:

0— IQ(M,F) M, IQ5 (M) M, QOF) —0
R
0— IQ(M,F) 2> 10°(M) 2 Q4F) —0

donde ] e 75 estan inducidas por la inclusién i: M — F'— M. Como iy y 1} son
cuasiisomorfismos, aplicando el lema de los cinco en cohomologia, deducimos que %]
también lo es.
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4.1.2 Sucesiéon de Smith-Gysin

En lo que sigue, por comodidad, designaremos los grupos de cohomologia de Verona
y de Verona invariante con la misma notacion que usamos para los grupos de coho-
mologia de de Rham, sabiendo que todos ellos son isomorfos a los correspondientes
en cohomologia singular.
En las condiciones del apartado anterior, escribimos las sucesiones exactas largas
de Gysin, del par (M, F) y del par (B, F):
L — HP(B)LHP(M)LHP_I(B, F)%HP'H(B) —_— .

. — HP(M, F)—2 s JP (M) =2 g7 (F) =2 P (M F) — .
. — H?(B, F)—2£— H?(B)—2 - 1" (F)—2~H"" (B, F) — ...

Podemos organizar estas tres sucesiones en el siguiente diagrama trenzado:

onm $ €
HP=1(F) 65 . HP(MF) s § HP—1(B,F) . . HP+1(B)
2 ” ~ P ~2 el
HP(B,F) ' HP(M) . HPTY(B,F)
R = S G
HP=2(B,F) H?(B) HP(F) B HP+L(M,F)
€ PB Snr

En el diagrama hay cuatro sucesiones trenzadas entre si, que llamaremos hebras. La
hebra que empieza por la flecha 6, es la sucesion de Gysin, la que comienza por ég
es la sucesién del par (M, F) y la que empieza por ¢: HP~?(B, F) — HP(B) es la del
par (B, F). Hemos completado la trenza con las aplicaciones de la hebra restante,
de manera que el diagrama resultante sea conmutativo. Para ello, la aplicacién ¢
denotara la multiplicacion por el opuesto de la clase de Euler, es decir,

e(y) =—=[S(y) Ae]  paray e H'(B,F)

En efecto, todas las comprobaciones son inmediatas salvo la conmutatividad del
cuadrado

HP(M) —— HP(B,F)

PMJ Js
HP(F) 2 HPY(B,F)

Sea (a,7) un ciclo de Verona invariante de M. Entonces, se cumple

do=—7yAe. (4.3)
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Tenemos, por un lado,

Por otro lado,
oppum([(@,7)]) = bB([ar]).

Para calcular el homomorfismo de conexion 6, se toma una antiimagen de ap para
la aplicacién ppg, y tomamos la diferencial. Notamos que una antiimagen valida es
a, y por la condicion (4.3), obtenemos

6p(lar]) = [-7 ¢

Notamos que la hebra (4) es de orden dos, lo cual se deduce directamente de la
conmutatividad del diagrama, y de la identidad

w'e(y) = —[(y Ae,0)] = =[d(0,7)] = 0 € H*(M) paray € H'(B, F).

Una sencilla caza de diagrama (ver [Bre2|, pag. 189) demuestra el siguiente
hecho puramente algebraico: si en una trenza conmutativa de grupos tres hebras
son exactas y la cuarta es de orden dos, entonces la cuarta hebra es exacta. Por lo
tanto, hemos deducido la siguiente sucesion exacta larga que llamaremos sucesion
de Gysin relativa:

. HY(B,F)— " H"(M, F)—  H?"Y(B, F)—=— H"(B, F) — ...

Notamos que la sucesién de Gysin relativa se puede deducir también de la sigu-
iente sucesion exacta corta de complejos de formas diferenciales:

0— QB F) —~— IQ(MF) —— QY B,F) —0
(a,7) — S(7) (4.4)
a — (a,0)

La trenza contiene el siguiente diagrama conmutativo:

H(B) —~— HP(M) —— HPY(B,F) —— HPY(B)

H?(B) _°B HP(F) _% H»Y(B,F) —2— HrY(B)

Como 1% es un isomorfismo, aplicando el lema de Barratt-Whitehead (ver [Rot],
pag. 107), deducimos la siguiente sucesién exacta larga:
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s HP (M) B, (B Y P (F) S22 HPYY (B, F)— s P (M) — .

(4.5)

conocida como sucesion de Smith-Gysin, la cual también se puede deducir de la
siguiente sucesion exacta de complejos de formas diferenciales:

0— QB F) —~— 10:(M) 2 0 yB )@ Q' (F) — 0

a —— (a,0)

Podemos proceder de igual manera con el siguiente diagrama conmutativo, también
contenido en la trenza:

HP2(B,F) —— HP(B,F) —~— HP(M,F) —'— H»Y(B,F)

15 l LB l LMl l 15
: $

H*(B,F) —— H/B) —~— H'(M) —— H"'(BF)

Aplicando el lema de Barratt-Whitehead, obtenemos una nueva sucesion exacta
larga:

- HP(B, F) T2 g\, Fy e HP(B) 2= o (M) —2 g7+ (B F) — ..

que, a su vez, también puede deducirse de la sucesion exacta corta de complejos:

0— QB F) T2 [Qf(M,F)@ Qi (B) M Qf(M)  ——0
(w,B) — (w—7"B)
g — (m"7,7)
(4.7)

4.2 Numeros de Betti

El p-ésimo numero de Betti de un espacio topologico M es la dimensién del espa-
cio vectorial real HP(M), que denotaremos por bf,. Andlogamente, definimos los
ntimeros de Betti un par (M, F) mediante b ) = dim H?(B, F'). La caracteristica
de FEuler-Poincaré de un espacio M es un invariante clasico que se define como la

Suma
Xar =Y _(=1)Pbh,.

p=>0
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Se puede probar con técnicas de teoria de Morse y un argumento de Mayer-Vietoris
que en el caso de una accién diferenciable de S! sobre M, la caracteristica de Euler-
Poincaré de M es la misma que la de la subvariedad de los puntos fijos F. En este
apartado, probaremos la siguiente desigualdad referente a los nimeros de Betti de
M y de F, usando la sucesién de Gysin del caso semilibre.

Proposicién 4.5 Si ®: S' x M — M es una accién diferenciable semilibre y F' es
la subvariedad de los puntos fijos, entonces

MW < YT Ypel

i>0 i>0

Para la prueba, vamos a manejar las sucesiones exactas mediante los polinomios
de Poincaré, una manera sintética de expresar la cohomologia. En lugar de trabajar
con sucesiones exactas, trabajaremos con relaciones entre los polinomios de Poincaré.

Recordamos las sucesiones de Gysin y del par (B, F'):

s HY(B) =" H(M)—— H" (B, F)—— H""'(B) — ... (48)
. — H{(B,F)—2H{(B)—2H{(F) -2 g (B, F) — ...  (4.9)

Definimos a continuaciéon los polinomios de Poincaré como los polinomios for-

males:
i>0
i>0
Per = Y bigmth

i>0

P, = Zb;ti;

i>0
B, = > bt
i>0
donde b = dimim(7* : H'(B) — H'(M)) y b}, = dimim(p} : H(B) — H'(F)).
Con esta notacién, la cohomologia de una variedad se expresa directamente mediante
un polinomio. Por ejemplo,

Pepn =1+t 4+ 4t vy Py =1+1t"
La sucesién (4.8) se escinde en sucesiones exactas:

0 — im 7~ B (M)~ — HY(B, F)—— H™(B) = im w1 — 0
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para cada ¢ € Z. Como en una sucesién exacta de espacios vectoriales, las dimen-
siones de los espacios en lugares impares suman lo mismo que las de los lugares
pares, tenemos la igualdad:

(1+t)Pr + t*Pp ) = tPy + P, (4.10)

que expresa las relaciones entre las dimensiones de los espacios que aparecen en la
sucesion de Gysin. Procediendo de igual manera con la sucesién (4.9), obtenemos
la relacion:

(1+t)P,, + P r) =tPp+ Pp. (4.11)

Restando estas dos expresiones, deducimos:
(L+t)(P,y, — Pr) 4+ (1 — t*)Pip.ry = t(Pr — Pur), (4.12)
y dividimos a ambos lados por (1 — ?):

1 t

Podemos ver esta férmula como una igualdad de series formales, o bien interpretar
los polinomios de Poincaré como funciones de variable . En ese caso, la identidad

(4.13) es vélida si t # 1. Haciendo los desarrollos en serie de Laurent para t > 1,
obtenemos:

t —2i—1 1 —i—1
tZ—IZ_Zt y m:Zt parat > 1,

i>0 i>0

y sustituyendo en (4.13), se sigue que:

>0 >0 >0

Recordamos (ver apartado 4.1.1) que se tiene la relacién pyom* = pp. Por lo tanto,
ker 7% < ker pp, y esto implica que P, > P, (es decir, para todo ¢ > 0, se tiene
bl >0 ), con lo que

21 21 —1
S 2 Yl 20

i>0 i>0

lo cual completa la demostraciéon de la proposicién 4.5.
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4.3 Acciones sobre el espacio proyectivo complejo

En este apartado vamos a calcular la cohomologia del espacio de érbitas de ciertas
acciones semilibres sobre el espacio proyectivo complejo. Sea (ki,...,k;) una tupla
de numeros naturales ordenados de manera no decreciente, y tales que n + 1 =
ki + -+ k. Llamaremos accién modelo de tipo (ki,...,k;) a la accién de S! sobre
CP™ dada por

S' x CP" — CP”
(2,21, 22y -« oy 2ng1]) > [2%21, ..., 2% 2,
ZaQZlirl? ) Za22k1+k27
..................... ,
zalzn*khqa ) < lzn+1]
donde aq, as, . . ., a; son numeros enteros distintos entre si. Un sencillo calculo directo

nos revela que esta accion es semilibre, y que la variedad de los puntos fijos es
difeomorfa a la unién disjunta:

FaCPt| || |Cpit
Ejemplo 4.6 La accién del ejemplo 3.2, es una accién modelo de tipo (1,n).

Definicién 4.7 Llamaremos accidn tipo a una accién semilibre de S' sobre un es-
pacio proyectivo complejo cohomoldgico C'P™ tal que la subvariedad de los puntos
fijos F' tenga la cohomologia de la unién disjunta

CPh |-+ Jepi,

donde k1, ..., k; son ntimeros naturales tales que k; < --- <k y ki+---+k =n+1.
Diremos que una accién tal es de tipo (ki, ..., k).

Sea ® una accion tipo sobre el n-espacio proyectivo complejo cohomolégico M.
Podemos considerar la sucesién de Gysin (4.8). Notamos que como M y F' tienen
cohomologia par, los polinomios de Poincaré Py, y Pp son pares. Como ademas
im7* < H' (M) e im ply < H'(F), deducimos que P, y P, son ambos polinomios
pares. Denotamos por PP a la parte par de un polinomio P. Igualando la parte
par de los dos términos de la ecuacién (4.12), obtenemos:

(P

PB

- P7r) + (1 - 2tQ)P(pgTF) = 0’ (414)
de donde P,, — P, es divisible por (1 —¢?). En particular, se tiene Z b, = Z b:.

i>0 i>0
Recordamos que para todo entero ¢ se cumple b;B > b’ y deducimos que P,, = P.
Hemos demostrado el siguiente lema:
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Lema 4.8 Si ® es una accion tipo, entonces se cumple la relacion:
(1 —t*)Pp,r) = t(Pr — Pu).

Notamos que por el lema precedente, el polinomio Pp ry es impar, y de hecho,
podemos calcularlo en cada caso, en funcién del tipo. Se puede probar por induccién
sobre [, que si ® es de tipo (ki, ..., k;), entonces tenemos la siguiente expresion para
P(B7F):

kj+-+k

l ki1
Pom=tY [ Y 0> 20y (4.15)
j=2 i=1 i=1

Ejemplo 4.9 Vamos a calcular la cohomologia del espacio de érbitas de una accion

de tipo (1,...,1). Podemos hacer los célculos con la siguiente accién modelo:
S' x CP" — CP"
(2, (21,22, - s 2nt1])  — [z21,2%20, .00, 2" 2]

Un célculo directo nos proporciona:

Pr = n+1
Py = 1—|—t2_|_..._|_t2n
Ppr = (n+1)t+nt3+...+2t2n—3+t2n—1

Por un argumento de conectividad, es claro que H°(B) = R. Tenemos entonces el
homomorfismo:

ph: HY(B) = R— @& R = H'(F),
n+1

que estd dado por py(x) = (x,...,x), y por lo tanto, ) = 1. Como ademds
P, =P,, < Pp, tenemos que P, = 1, y sustituyendo en la férmula (4.10), podemos
despejar Pg, obteniendo:

Pp =1 42" 4o (n— 1)+ 1,
de donde
R sip=0;
HP(B) = OR sip=2k+1(1<k<n-1)
n—=k
0 otro caso.

Como el producto de dos formas impares es par, la estructura multiplicativa de
H*(B) es trivial. En resumen, B tiene la cohomologia de un ramillete de esferas
impares.
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En este caso, ha sido suficiente la estructura lineal de la sucesién de Gysin y del
par (B, F) para calcular la cohomologia de B. En cambio, para una accién tipo
genérica, ademas de los polinomios de Poincaré, necesitaremos usar la estructura
multiplicativa de ambas sucesiones, es decir, el hecho de que son sucesiones de
H*(B)-médulos.

Sea & una accién tipo. Por la estructura de algebra de M (ver apartado 2.6),
hay una clase a € H?(M) que genera todo H*(M); es decir, a® genera H*(M), a®
genera H®(M), y asf sucesivamente.

Tomando partes impares en la férmula (4.11), y por ser la accién semilibre (lo
cual significa que b% > 2), se sigue facilmente que by = 0. Como H*'(B) = 0,
deducimos de la exactitud de la sucesién de Gysin (4.8) que existe una clase no nula
Zon—1 € H*"Y(B, F), tal que

%(a”) = Zop_1-

Lema 4.10 Si B es el espacio de drbitas de una accidn tipo, entonces H*(B) = 0.

Demostracion: Como P,, < Pp, por la igualdad (4.11) obtenemos que Pg < Pp +
Pp,r), de donde by = 0 para todo ¢ > 2n Supongamos ahora que existe una clase
no nula yo € H*(B). Como HY(B,F) = 0, forzosamente 7*(y2) = a € H*(M).
Entonces, como H**(B) =0, y 7* es un H*(B)-homomorfismo, tenemos que

a" = (7" (y2))" = 7" (y3) = 0,
lo cual es una contradiccion. |

Del lema precedente deducimos que existe una clase no nula z; € H'(B, F) tal que

f(a) —

El siguiente lema nos da la clave para poder calcular Pg.
Lema 4.11 Para una accion tipo cualquiera, se tiene que Py = 1.

Demostracién: Veamos que para todo j = 1,...,n se tiene que §(a’) # 0. Lo
probaremos por induccion sobre 7, en sentido descendente. Hemos visto que es cierto
para j = n. Supongamos que §(a¥) # 0, y que §(a*~!) = 0. En ese caso, por la
exactitud de la sucesiéon de Gysin se tiene que f(ak) = 291 Y que existe una clase no
nula yop_o € H*71(B), tal que 7*(yor—2) = a*~'. Entonces, zo,_3 ¢ im § = kere, y
eso significa que hay un elemento no nulo yo,_; € H?**~(B), tal que e(225_3) = yar_1.
Como la cohomologia de F' es par, tenemos que yo_1 € ker pg = im¢p. Por lo tanto,
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deducimos que tp(295_1) = Yor_1. Plasmamos toda esta informacién en el siguiente
diagrama:

H'(B) —— H*M) —— H"YB,F) ——— H*(B)

13 [ — lM
a — 21
Y2k—2 L ak~1 Z2k—3 — Yok—1
a® — 22k—1
a” — Zon—1

H*(B) —f2- H*F) -2 H*Y(B,F) —2 H*(B)
1p — 1r
1,F [ — Z1
Z2k—1 L Yok—1

Ahora, utilizando que 7*,15 y ¢ son H*(B)-homomorfismos, obtenemos:

Yor—o - a = a" ' -a =a" € H*(M);

c2k-1 = f(a%) = %(?J%z $a) = Yoo f(@ = Y2k—2 * 213

Yor—1 = LB(ZQk—l) = LB(Zl '?/%—2) = Y2k—2 " LB(Zl) = 0,

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, im 7* = ker ¢ = 1. |
De este lema, se deduce que P,, = 1, y por lo tanto, la férmula:
Pp=1+t+ Ppr) —tPr (4.16)

nos permite calcular la cohomologia de B en cada caso. De la férmula (4.15),
obtenemos que
b?g’Fl) >1 parak=1,... n.

Si se cumple

que es el caso de la accién de tipo (1,n), entonces, por la exactitud de la sucesién
de Gysin, se tiene Pg = 1, es decir, B es aciclico. En otro caso, la sucesion de Gysin
revela que aparecen formas impares no nulas en H*(B). Hemos probado el siguiente:

Teorema 4.12 (Masuda) Sea B el espacio de drbitas de una accion tipo. Entonces,
B o tiene la cohomologia de un ramillete de esferas impares, o es aciclico.
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Observacién 4.13 Combinando (4.15) y (4.16), podemos calcular explicitamente
los niimeros de Betti del espacio de érbitas de una accién tipo cualquiera. En [Mas],
se proporciona una formula equivalente en un contexto mas general, usando métodos
de topologia algebraica distintos a nuestro enfoque geométrico, mas elemental.

Ejemplos 4.14 Aplicando la férmula (4.16), obtenemos los siguientes ejemplos:

—> B tiene la cohomologia de S° v S;

—> B es una 5-esfera cohomoldgica;

— B tiene la cohomologia de S? V S°:

— Pp=1+2t> 457 + 6" + 6¢7 + 5t'! 4 412 + 3¢5 + 2417 4 ¢
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