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| ntroduccion

Todo estaba brumoso

de sol débil y niebla.
Campanarios lejanos
[laman gente a laiglesia,
y €l caracol, pacifico
burgués de la vereda,
aturdido e inquieto,

€l paisaje contempla.

“L os encuentros de un caracol aventurero”
Federico Garcia L orca (1898-1936)

1.1 ¢Por quélaTopologia Algebraica?

Uno de los problemas basicos de |a topologia es e de determinar cuando dos espacios son 0
no homeomorfos. No hay un método general pararesolver este problema, pero existen técnicas
gue se pueden aplicar en casos particul ares.

Probar que dos espaci os son homeomorfos consi ste en encontrar unafuncion continuade uno
delos espacios sobre el otro, que tenga unainversa continua. Pero, la construccion de funciones
continuas no es un problema sencillo en general.

Probar que dos espacios no son homeomorfos es un asunto diferente: para ello, debemos
probar que no existe ninguna funcion continua con inversa continua entre ambos espacios. S
encontramos una propiedad topol 6gica verificada por uno de los espacios pero no por € otro,
entonces el problema esta resuelto, y |os espacios no pueden ser homeomorfos. Por gjemplo, el
intervalo cerrado [0, 1] no puede ser homeomorfo al intervalo abierto (0, 1) (ambos provistos de
latopologiainducida por ladelarectareal), porque €l primer espacio es compacto y € segundo
no. También sabemos que los espacios euclideos R y R? no pueden ser homeomorfos, porque
si se elimina un punto de R? el espacio resultante sigue siendo conexo, pero éste no es el caso
s seprivaaR de un punto.

L as herramientas topol 6gi cas gue conocemos de un curso de topol ogia general no son dema-
siado Utiles parasolucionar este problemade detectar |aequival enciatopol 6gicade dos espacios.
Por gjemplo, ¢podemos probar que el plano euclideo R? no es homeomorfo al espacio euclideo



R3? Si pasamos revista alas propiedades topol ogicas que conocemos — compacidad, conexion,
metrizabilidad, etc. — no encontramos ninguna particularidad que nos permita distinguirl os.

Otro gemplo ilustrativo se obtiene a considerar superficies como la
esferaS?, el toro T? olasuperficie compactade génerodosT,. Denuevo,
ninguna de las propiedades topol 6gicas que conocemos nos permiten
distinguirlos: los tres espacios son compactos, conexos y metrizables.

Asi, debemos introducir nuevas propiedades y técnicas para resolver este problema. Una
de las herramientas mas naturales entre éstas es la de conexion simple: de manera informal,
un espacio X es simplemente conexo, cuando toda curva cerrada en X puede contraerse a un
punto en el espacio. Esta cualidad permite distinguir R? de R?: si se elimina un punto de R?,
el espacio resultante es simplemente conexo, pero éste no es el caso si se consideraR? privado
de un punto. Esta propiedad también diferencia S?, que es simplemente conexo, de T? que no
lo es. Pero, por jemplo, no distingue entre T? y T,, porque ninguno de |os dos espacios posee
este atributo.

Hay unaidea, mas general que lade conexion simple, un concepto que engloba a ésta como
un caso particular. Tienerelacion con un cierto grupo, llamado el grupo fundamental del espacio.
Dos espacios homeomorfos tienen grupos fundamental esisomorfos; y la condicién de conexion
simple consiste precisamente en que € grupo fundamental seatrivial. Lapruebade queS? y T?
no son homeomorfos puede reformularse, diciendo que € grupo fundamental de S? estrivial y
que el de T? no lo es. El grupo fundamental distingue mejor los espacios que la condicion de
conexion simple. Puede usarse, por ejemplo, para probar que T2 y T, no son homeomorfos,
argumentando que T? tiene grupo fundamental abeliano, mientras que el de T, no lo es.

Pero, con estas herramientas, tampoco somos capaces de probar que, por giemplo, S? y S*
paran > 2 no son homeomorfos: para demostrarlo, en este curso, recurriremos a propiedades
de homologia singular.

1.2 Estructuradel curso

Este curso esta estructurado en dos bloques distintos. En el primero se estudia la homotopia
y las propiedades relacionadas. homotopia de aplicaciones, grupo fundamental y espacios de
revestimiento, descritos someramente en los parrafos anteriores. En la segunda parte, nos
centraremos en la homologia singular. Para comprender ambas teorias, estudiaremos gran
cantidad de gjemplos, siendo uno de los objetivos primordiales el de distinguir espacios no
homeomorfos, como se haindicado antes.

Al final de cada tema aparece unarelacion de gercicios que solucionaremos en su mayoria
en el aula, y unarelacion de problemas adicional es que son mas complicados en algunos casos,
en otros se trata simplemente de introducir gjemplos conocidos de espacios y de estudiar sus
propiedades esenciales.



LaBibliografia que aparece al final de esta Memoria es muy amplia, aunque no exhaustiva.
Seindican con * |os textos méas recomendabl es, por su sencillez en algunos casos, o por tratarse
de textos basicos y clasicos en otras ocasiones.

1.3 ¢Doénde seaplicala Topologia Algebraica?

Los resultados que veremos en este curso, que son tan solo una pequefia parte de 1o que se
denomina topologia algebraica, se aplican en primer lugar a otras ramas de las mateméticas:
son, sin duda alguna, esenciales en muchos de los razonamientos de geometria diferencial,
analisisy agebra.

Pero es ademés una herramienta indispensable en fisica, quimica y biologia; se utiliza en
analisis numeérico, investigacion operativa y hasta en psiquiatria. A continuacién, se citan
brevemente algunas de estas aplicaciones.

1.3.1 Teoriadegrafos

El estudio de grafos esta ligado habitualmente a la topologia, convirtiéndose en una valiosa
herrami enta matematica en campos tan dispares como lainvestigacion operativa, lalinglistica,
la quimica, la fisica, la genética y la teoria de redes. Un grafo es un conjunto de puntos,
los vértices, algunos de los cuales estan ligados entre si por medio de lineas, las aristas. La
natural eza geométrica de estos arcos no tiene importancia, sblo cuentala manera en la que los
vértices estan conectados. Un buen texto para profundizar en estamateriaes. R. Diestel, Graph
Theory, Springer, 2000.

Uno de los problemas clasicos de
matematicas resueltos con esta teoria es
el conocido problema de los siete puentes
de Konisberg: en 1700, los habitantes de
Konisberg, se preguntaban si era posible
recorrer esta ciudad pasando una vez y
sblo unapor cadauno delos puentes sobre
el rio Pregel, y volviendo a punto de par-
tida. En aquella época, Konisberg tenia
siete puentes, uniendo | as cuatro partes de
la ciudad separadas por las aguas, y dis-
puestas como se muestraen lafigura

EERES _*3':_'::;* ;




En 1736, L. Euler probb que la respuesta a esta pregunta era negativa, usando un grafo con
cuatro veértices simbolizando las cuatro partes separadas de la ciudad y trazando entre estos
vértices las aristas, representando |os puentes: este grafo no es euleriano, condicién probada
como necesariay suficiente para que el problema tenga respuesta positiva.

En 1847, G. Kirchhoff analiz6 un tipo especial de grafo llamado arbol y utiliz6 este concepto
en ciertas aplicaciones de redes eléctricas, a formular su extension de las leyes de Ohm para
flujos eléctricos. Diez afios después, A. Cayley usd € mismo tipo de grafos para contar los
distintos isomeros de hidrocarburos saturados del tipo C,, Hs,, 2, paran € N.

El teorema de los cuatro colores (ver el texto de R. A. Wilson, Four colors suffice: how the
map problem was solved, Penguin Books, 2002) tiene también estrecha relacion con esta teoria
En 1852, F. Guthrie plantea la siguiente conjetura: para colorear cualquier mapa geopolitico
plano (suponiendo cada paisformado por un Gnicotrozo), detal modo quedos paisesconfrontera
comin sean de distinto color, basta (como maximo) con cuatro colores. Si se elije un punto en
cada pais representado y se traza una linea uniendo dos puntos cada vez que correspondan a dos
paises adyacentes, se obtiene un grafo. El problema del coloreado consiste entonces en atribuir
un color acadavértice del grafo, de manera que dos vértices conectados tengan siempre un color
diferente.

En 1976, K. Appel y W. Haken dan una prueba del teorema de los cuatro colores, de-
mostrando mediante un complicado programa de ordenador que, efectivamente, cuatro colores
son suficientes para colorear cualquier mapa plano. Algunos mateméticos tienen muchas reser-
vas con respecto a esta demostracion. Pero, en 1996, N. Robertson, D. P. Sanders, P. Seymour
y R. Thomas, publican una nueva prueba, sin los inconvenientes de la demostracion de Appel y
Haken, como € elevado nimero de configuraciones a estudiar y el tiempo que todo este proce-
dimiento requiere. El teorema de los cuatro colores es igualmente cierto para mapas esféricos.
Sobre otras superficies, € numero de colores necesarios varia, por gemplo un mapa torico
precisa como minimo siete colores.

Los grafos no solo interesan alos mateméticos puros. Se usan también para representar cir-
cuitos eléctricos, pararealizar calcul ostebricos relativos a particulas elemental es, etc. Lateoria
de grafos tiene igualmente una importancia economica directa, por sus numerosas aplicaciones
en investigacion operativa. Por ejemplo, para determinar €l trayecto 6ptimo (el menos costoso,
el mas rapido) de camiones que deben repartir y recoger productos a numerosos clientes espar-
cidos por un pais determinado, lared de carreteras puede modelizarse por un grafo, cuyas aristas
son las carreteras de una ciudad a otra, a cada arista se le asocian varios numeros. longitud del
camino correspondiente, tiempo de recorrido, coste del pegje, etc. Usando calculosy algoritmos
a veces compleos, se determinan una o varias soluciones, y se trata entonces de encontrar la
mejor de ellas. se esta estudiando la llamada topologia de la red.



1.3.2 Lateoriadenudos

La técnica de tgjido, que precisa cruces y anudados de hi- g W ¥z
los, se conoce yaen el neolitico. Alin en &pocas anteriores, [He SR "_”" £
existen métodos que permiten unir una lamina de silex a ﬁ* "T{ ) ‘] S

Su mango, con tripas, nervios de animales o fibras vege- bt R ,':‘-.-I
tales. Lamentablemente, la descomposicion de todases- |

tas ligaduras organicas no permitiranunca conocer con pre- L i
cision laedad de los primeros nudos. En laépocaactual, los
marinos se han apropiado de esta técnica, esencia para su
trabgjo. En 1944, el pintor C.W. Ashley describey dibujaen
su libro The Ashley Book of Knots exactamente 3.854 nudos.

Los nudos estan presentes en ambitos tan dispares como 5% S ——
la decoracion, la industria textil, la magia, e apinismo o FREEE Ao ,'ﬁh’f“ﬁ;-
la cirugia. Su estudio matematico permite ademas ver su & T et

relacion con lafisica, laquimica o la biologia molecular.

El ADN, e material genético méasimportante en lamayoriadelos organismos, seve habitual -
mente como unadoble hélice, enlague dos cadenas de nucl ebtidos complementarios se enrollan
alolargo de un g e curvo comdn. Ladoble hélice puede moverse en el espacio paraformar una
nueva hélice de orden mayor; en este caso se hablade ADN sobreenrollado. Unagran parte de
los ADN conocidos se muestran de esta manera sobreenrollada en algin momento del ciclo de
su vida. Cada propiedad fisica, quimicay biol6gicadel ADN (comportamiento hidrodinamico,
energético, ...) estainfluenciado por las deformaciones asociadas a sobreenrollamiento.

Fotografia ADN Nudo quelarepresenta

La comprension del mecanismo del sobreenrollamiento y las consecuencias de estas carac-
teristicas estructurales para el ADN es un problema matemético bastante complejo, que hace
intervenir dos ramas de la matemética: la topologia algebraicay la geometria diferencial. Para
estudiar matematicamente el sobreenrrollamiento, hay que construir un modelo en € que la
estructura se represente como un estrecho lazo torcido de espesor infinitessmal. Por €llo, es
necesario describir 1os nudos, encontrar caracteristicas esenciales que permitan distinguirlos,
en otras palabras, clasificarlos sin riesgo a confusion. Esta propiedades, que deben permanecer
inalterables alo largo de la deformacion, se [laman invariantes del nudo.



En e estudio de la replicacion del ADN celular, se encuentran sacos de nudos. € ADN
esta mas o menos enrollado sobre si mismo y en el momento de la replicacion se forman nudos
controlados por ciertas proteinas. Un mejor conocimiento de estas proteinasy de su interaccion
con el ADN, abririanuevas perspectivas en laluchacontralas enfermedades genéticas, losvirus,
las bacterias 0 e cancer.

Combinando lateoriade nudos con lateoria fisica de cuerdas, hasido posibledar unadescrip-
cionunificadadelascuatro fuerzasfundamentalesdelanaturaleza: gravedad, €l ectromagnetismo
y las interacciones fuertes y débiles entre particulas.

Los quimicos crean en el laboratorio moléculas anudadas, cuyas propiedades les permiten
modificar su forma o desplazarse en funcion de factores eléctricos, quimicos o luminosos,
decididos por lapersonaque dirigelaexperiencia. Estas nuevas moléculas se parecen en algunas
ocasiones a aquellas que, en la naturaleza, estuvieron en el origen de lavida. Otras, permiten
imaginar memorias para futuros ordenadores moleculares, ya no electronicos.

1.3.3 Otrasaplicaciones

La teoria de homotopia se ha descubierto con una herramienta indispensable en fisica de la
materia condensada

(i) para clasificar formas de objetos como solitones, vortices,...

(i) en estudio de cristales liquidos, sustancias que exhiben la dualidad sblido-liquido, es
decir, que, simultaneamente, poseen propiedades de los liquidos (fluidez y viscosidad) y
propiedades opticas que se parecen de modo asombroso alas de los cristales;

(iii) paralaclasificacion de defectos y texturas en medios ordenados, como los cristales.

Quimicos y fisicos se centran en lateoria de casi-cristales, aleaciones metalicas, donde la
disposicion de los &omos es regular, como en un cristal, pero aperiodica. Las teorias de grafos
y de mosai cos proporcionan model os de difraccion paralos solidos casi-cristalinos.

L ateoria cuantica de campos emplealasteorias de homotopiay homol ogiacomo herramien-
tas basicas, la teoria de fibrados es esencia en estudios electromagnéticos, etc. Sin duda, se
descubriran en € futuro otras muchas maneras de aplicar |as teorias topol bgicas a otros campos
delaCiencia

Y sorprendentemente, también se usaen psicologia. Serecoje debajo partedel panel Clinica
y topologia (1997), por Eva Lerner de Escuela Freudiana de Buenos Aires
El interés que me presta la topologia de Jacques Lacan — y lo aclaro porque no es el del



matematico — estriba en la posibilidad que la topologia nos brinda, de pasar de la particulari-
dad del caso a la universalidad...

De este modo con las estructuras topol 6gi cas constr uimos rasgos invariantes que se mantienen
aunque acontezcan transformaciones en la estructura...

Cuando usamos la topologia en psicoanalisis no se trata de una topol ogia aplicada sino que —
como en la escritura del japonés — los caracteres por separado o reunidos tienen otra signifi-
cacion. Esta escritura permite un hablar bilinglie, esdecir, decimos|o mismo en otro lenguaje...

Leioa, septiembre de 2004



Preliminares

cQuieresir alos bosques con un libro,
un libro suave de belleza lleno?...
Leer podremos alglin trozo ameno.

“Lainvitacion amable’
Alfonsina Storni (1892-1939)

En este capitul o, repasamos a gunos conceptosy estudiamos otros que utilizaremos constan-
temente durante el curso.

2.1 Categoriasy functores

Intuitivamente, una categoria puede pensarse como una coleccion de conjuntos dotados de

estructuras de la misma especie y aplicaciones que preservan estas estructuras. De maneramas
precisa

Definicién 2.1 Una categoria C esta formada por
(1) unaclase de objetos, Obj(C),

(2) a cada par ordenado de objetos (X, Y), le corresponde un conjunto de morfismos, deno-
tado homc(X,Y'), siendo las familias homc (X, Y) y homc (X', Y') diguntas s € par
(X,Y) esdistinto del par (X', Y”). Unmorfismo cualquiera f € homc(X,Y') seescribe
usualmente del modo f: X — Y,

(3) dada unaterna de objetos de la categoria (X, Y, Z), se define una aplicacion

o:homg(X,Y) x homg (Y, Z) — homc(X, Z),

Ilamada composicion, gue cumple los dos axiomas siguientes

e Asocidtividad: s f € homg(X,Y), g € homc(Y,Z)y h € homc(Z, W), es
ho(gof)=(hog)of,

e |dentidad: acadaobjeto Y en lacategoria se le puede asociar e morfismo identidad
(queeslinico, debidoalosaxiomas), 1y € homc(Y,Y),tal ques f € homc(X,Y)
yg € homc(Y,Z),entoncesgo ly =gy lyo f=f.



2 2. Preliminares

Ejemplos 2.2 Algunos gjemplos de categorias son
(i) Set, la categoria de conjuntos y aplicaciones;
(ii) Group, la categoria de grupos y homomorfismos de grupos;
(iii) Ab, la categoria de grupos abelianos y homomorfismos de grupos;
(iv) Ring, la categoria de anillos conmutativos con unidad y homomorfismos de anillos;
(v) Top, la categoria de espacios topol6gicos y aplicaciones continuas;
(vi) Vectp, la categoria de espacios vectoriaes reales y aplicaciones R-lineales;

(vii) Diff>°, lacategoria de variedades diferenciales de clase C y aplicaciones diferenciables
de clase C'*;

(viii) Top., la categoria de pares de espacios topol6gicos con punto base (X, {z,}) (donde
xo € X)y aplicaciones continuas f: X — Y talesque f(xo) = yo;

(ix) Par Top, lacategoriade paresdeespaciostopol 6gicos (X, A) (donde A C X))y aplicaciones
continuas f: X — Y talesque f(A) C B.

Definicion 2.3 S f € homc(X,Y)yexisteg € homc(Y, X),ta quego f = 1xy fog = 1y,
sedice que f esunaequivalencia en lacategoriaC. Sedice que g eslainversade f y se denota
porg = f~".

Definicion 2.4 Un functor covariante 7' de una categoria C; en una categoria C,, denotado
T:C, — C,, estadefinido por

(i) unafuncion 7' que asocia a cada objeto X en C;, un objeto 7'(X') en Co,
(ii) una funcion, denotada también 7", que asocia a cada morfismo f € homc, (X,Y) un
morfismo T'(f) € homc,(T(X),T(Y)), detal modo que

(1) T(1x) = 1),
(2) s f € homc,(X,Y)yg € homg (Y, Z), secumplequeT(go f) =T(g) o T(f).
Definicién 2.5 Un functor contravariante 7: C; — C,, esta definido por
(i) unafuncion 7' que asocia a cada objeto X en C,, un objeto 7'(X') en C,,
(ii) una funcion, denotada también 7', que asocia a cada morfismo f € homc, (X,Y) un
morfismo T'(f) € homc,(T(Y), T(X)), deta modo que
(D) T(1x) = lrx),
(2)si f € homg, (X,Y)yge home,(Y,Z), secumplequeT’(go f) =T(f) o T(g).



El gran problema de la topologia algebraica es €l de encontrar y estudiar una suficiente
cantidad de functores, de modo que|a solucion de una cuestidn topol 6gica complicada equivalga
alade un problema algebraico mas simple. Es decir, se trata de encontrar functores de Top en
Group, o de Top en Ab, etc.

Ejemplos 2.6 Algunos gjemplos de functores son
(i) e functor identidad de cualquier categoria C en si misma, definido de la manera obvia;

(i) e functor de olvido, de la categoria Top en la categoria de conjuntos Set, que asignaacada
espacio topologico X e conjunto base X (sin estructura) y a cada aplicacion continuala
misma aplicacion olvidando su continuidad. Existen también functores de olvido entre
otras muchas categorias, por gjemplo de Group en Set, de Ab en Group, €tc;

(iii) s M es un espacio topologico, se define el functor covariante (— x M): Top — Top,
donde (— x M)(X) = X x M para cada espacio topologico X y s f: X —Y es
continua, (— x M)(f) = f x 1a;

(iv) e functor espacio dual, (—)*: Vectr — Vectg, que asigna a cada espacio vectoria real
V', sudua V* (espacio vectorial delas aplicacioneslineales V' — R) y a cada aplicacion
lineal o: V — W laaplicacion dua ¢*: W* — V* definidapor ¢*(f)(z) = f(¢(x)), €s
un ejemplo de functor contravariante;

(v) € functor contravariante C*°(—; R): Diff> — Ring, que asocia a una variedad diferen-
ciable M el anillo de las funciones reales diferenciables en M y ala aplicacion de clase
C*> f: M — N e homomorfismo de anillos f*: C*°(N;R) — C*°(M;R), dado por
[ (@) =¢of.

Proposicion 2.7 S T: C; — C, es un functor y f es una equivalencia en C,, entonces 7'( f)
es una equivalenciaen C,, tal que (T'(f)) ' =T(f1).

Definicion 2.8 Si 7'y S son dos functores de la categoria C; en la categoria C,, una trans-
formacion natural ® de S en T, denotada ®: S— T, es un sistema de morfismos en C,,
®x € homg,(S(X),T(X)) para cada objeto X en C,, que hace conmutativo €l siguiente
diagrama, paracada f € homc (X,Y)

sx) Y gy

o | | o

7x) 7y

Si cada ® x esunaequivalencia, ® sellamaunaequivalencia natural. Ental caso, ) = &~ (es
decir, vy = ', para cada objeto X en C;) es también una equivalencia natural (invirtiendo
las flechas verticales en el diagrama anterior) y se llama equivalencia natural inversa.
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Ejemplos 2.9 Algunos g emplos de transformaciones naturales son

(i) consideremos los siguientes functores

e (—)*:Ring— Group, que asocia a un anillo R €l grupo multiplicativo R* de
los elementos inversibles del anillo, y a un homomorfismo de anillos f: R— S su
restriccion al subconjunto de los elementos inversibles f|px: R* — S;

e GL(n;—):Ring— Group, que asocia a un anillo R € grupo GL(n; R) de las
matrices n x n, inversiblesy con valores en e anillo R, y a un homomorfismo de
anillos f: R— S el homomorfismo degrupos f*: GL(n; R) — G L(n; S), definido
por f*((aij)i;) = (f(ai))i,-

Entonces, detr: GL(n; R) — R, que asocia a cada matriz inversible su determinante,
es una transformacion natural entre estos dos functores;

(i) consideremos los functores

e identidad Id: Vectgr — Vectp,
e ¢l functor doble dual (—)**: Vectr — Vectp.

Entonces, ®: Vectgr — Vectg, definido por @y (v) = (f — f(v)), para el espacio vec-
torial real V'y f € V*, es una transformacion natural entre estos dos functores. Si
restringimos ¢ alasubcategoriade | os espacios vectorial es de dimension finita, se obtiene
unaequivalencia natural.

2.2 Conexion por caminos

Laconexion esunapropiedad dificil de mangjar, al tratarse de una propiedad en sentido negativo:
un espacio topol 6gico es conexo si no existe una separacion no trivial por abiertosdiguntos. La
conexion por caminos posee la ventaja de ser una propiedad algebraica y en sentido positivo.

Definicion 2.10 Dado un espacio topologico X, un camino en X es una aplicacion continua
0:[0,1]—X. Sio(0) =ayo(l) = b, sedice que s esun camino dea ab.

Definicion 2.11 X esconexo por caminos, si paratodo par depuntosa, b € X existe un camino
gue los une.

Proposicion 2.12 S X esconexo por caminos, €s CONexo.

El reciproco no es cierto



Ejemplo 2.13 La curva seno topologico es €
subespacio del plano euclideo

A= ((—oo,O]x{O})U{(x,sin <£>) Lx > O} :

A es conexo, PEXO0 NO €s conexo por caminos.

Ejemplos2.14 A continuacion se dan algunos € emplos de espacios conexos por caminos
(i) los espacios indiscretos son conexos por caminos,
(i) en larectareal, los conjuntos conexos y |0s conexos por caminos coinciden;
(iii) para A C R", se verifica
e S A esconexoy abierto, es conexo por caminos,

e S A esconvexo, es conexo por caminos,
e s Aescontableyn > 1, R™ — A esconexo por caminos.

Teorema 2.15 Laimagen continua de un espacio conexo por caminos, es conexa por caminos.

Por lo tanto, la conexion por caminos es una propiedad topologica, pasa a cociente, etc.
Pero, no es una propiedad hereditaria.

Teorema 2.16 El producto finito de espacios conexos por caminos, es conexo por caminos.

Se define sobre X larelacion binariax ~ y iy sblo si existe un caminoen X queunez ey.
Se trata de unarelacion de equivalencia, cuyas clases son las componentes conexas por caminos
de X. Se denota usualmente por 7, (X ') alafamiliade estas clases. Lacomponente conexa por
caminos de un punto x es el mayor conjunto conexo por caminos de X que lo contiene.

Definicion 2.17 X eslocalmente conexo por caminos, si cada punto de X posee unabase local
formada por conjuntos conexos por caminos.

A pesar del g emplo 2.13, existe un reciproco parcial de laproposicion 2.12

Proposicion 2.18 S X es conexo Yy localmente conexo por caminos, entonces es conexo por
caminos.

2.3 Algunasnociones sobre grupos

2.3.1 Grupo (no abeliano) libre con dos generadores

Sea E €l conjunto de las palabras finitas (incluida la palabra vacia) que se pueden formar al
yuxtaponer los simbolos a? y b%, con p, q € Z. Dada una palabra, esta permitido efectuar las



6 2. Preliminares

siguientes reducciones
e reemplazar un grupo de dos simbolos consecutivos a?a? por € simbolo a?*¢;
e reemplazar un grupo de dos simbolos consecutivos b”b? por € simbolo v 19;
o suprimir a® y b°.

Unapalabra paralaque todareduccion esimposible, esunapalabra reducida. Estaformada
por unasucesion de simbolos alternativamente de laformaa? y 6%, con exponentes no nulos. Se
verifica facilmente que toda palabra admite una Gnica reduccion.

Se denota por L(a,b) 0 Z = Z, @ conjunto de las palabras reducidas dotado de la ley de
composicion siguiente: el producto m.m’ de dos palabras, es la palabra reducida asociada a
la palabra (no necesariamente reducida) obtenida al escribir m y m’ consecutivamente.

Para esta ley, L(a,b) es un grupo para €l que la palabra vacia es € elemento neutro y
(=P~ ... aP1b~9) eslainversadelapaabra (b2 a?! ... b aPn).

Las aplicaciones @, b: Z — L(a, b) definidas por a(p) = (a?) y b(q) = (b?) son dos homo-
morfismos inyectivos.

Ademas, s G esun grupoy o, 1: Z— G son dos homomorfismos, existe un Gnico homo-
morfismo ¢: L(a,b) — G ta quefoa = ¢ y 0 ob = 1), y se define por 6(a?) = ¢(p) y
0(b%) = ¥(q).

2.3.2 Grupo libre sobre un conjunto

Es una generalizacion de la nocion anterior: en vez de formar palabras con laayudade letras a
y b, se utilizan todos los elementos del conjunto S. En particular, si S es un conjunto finito de
n elementos, se obtiene el grupo libre de n generadores, que se denota L(S).

2.3.3 Producto libre de dos grupos

Esotrageneralizacion de la primeranocion: sean GG y GG, dos grupos; se considera el conjunto
de las palabras finitas constituidas por elementos de GG; y de G5. Se permite a reemplazar dos
letras consecutivas g; y ¢; S estan en e mismo grupo G por la Unicaletra ¢g,.¢; € Gy, y lo
mismo con G,. Ademas, se suprimen los elementos neutros. Como antes, una palabrareducida
es una sucesion finita de elementos provenientes alternativamente de G; y G,. El conjunto de
las palabras reducidas, dotado de laley de composicion evidente, constituye el grupo G * G,
producto libre de ambos grupos.

Parai € {1,2}, las aplicaciones 0,: G;— G, x G, dadas por 0;(g;) = (g;), Son homo-
morfismos inyectivos. Ademas, si G es un grupo y se tienen los homomorfismos p;: G; — G,



entonces existe un Unico homomorfismo p: G| * Go, — G tal que 1 o 6; = p;. Se habla de esta
propiedad como de la propiedad universal del producto libre de dos grupos.

Observaciones 2.19 Para€ producto libre de grupos, se verifica que
(i) laanterior propiedad universal caracteriza el producto libre G * G2, salvo isomorfismos;
(if) s G5 sereduce a elemento neutro, entonces ¢, es un isomorfismo;

(iii) s G1 y G5 son los grupos generados por los simbolos a y b respectivamente estamos en el
caso del apartado 2.3.1.

2.3.4 Producto amalgamado de dos grupos

Recordemosques H esungrupoy N un subgrupo, sediceque N esnormal en H, Si paracada
he Hyx € N,esh™'zh € N. Si K esun subgrupo de H, se denota por K alainterseccion
de todos los subgrupos normales en H que contienen a K: este grupo esta constituido por la
familiade los elementos h='kh conh € Hy k € K y por todos sus productos, y es el menor
subgrupo normal de H que contienea K. Sedice que K eslaclausuranormal de K en H.

Sean Gy, G1 Y Go gruposy parai € {1,2} homomorfismos ¢;: Go— G;. Sea N € menor
subgrupo normal en GG; * GG que contiene todos los elementos de laforma

{(e1(9)02(9)™"), (02(9)p1(9)™") : g € Go},

y sea u: Gy * Go— G * Go /N la sobreyeccion canbnica. Se denota a grupo cociente por
G1 % Gy/N = G1 xg, G2, y sedice que es el producto de GG; y G, amalgamado por Go.

Parai € {1,2}, los homomorfismos p; = p o 0; satisfacen larelacion iy o @1 = g 0 o,
yaqueparag € G, los elementos 0, (¢1(g)) Y 62(p2(g)) difieren en un elemento que esta en
N = ker(p).

Ademés, s H esun grupo y parai € {1,2} los homomorfismos ¢;: G; — H verifican
laidentidad 1), o 1 = 19 o @9, entonces existe un tnico homomorfismo ¢: Gy *¢, Go — H
tal que v; = 1 o u;. En efecto, por la propiedad universal del producto libre, existe un Gnico
homomorfismo ¢': G * G, — H tal que ¢; = ' o ;; pero laidentidad ¢, o p; = 13 0 s
prueba que { (i1 (g)2(9) ), (¢2(9)1(9) ") = g € Go} C ker(y'), y por lo tanto, es también
N C ker(y)'), conlo que)’ pasaal cociente por N.

¢Como se caracterizan los elementos de N? Para que una palabra (no necesariamente
reducida) represente un elemento de G; * G que esta en N, es necesario y suficiente que
se pueda reducir a neutro (la palabra vacia) por una sucesion de manipulaciones de los tipos
siguientes

(i) reemplazar unaletray, (g) por p2(g), parag € Gy y reciprocamente;
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(ii) reemplazar dos letras consecutivas g; ¥ g, (donde g;, 9. € G;, i € {1,2}), por laletra
9! = g;.g. € G;, y reciprocamente, descomponer una letra g;' en una sucesion g; g., S
9 = 9i-9;-
Estas manipulaciones no cambian el elemento correspondiente de GG; x G5 y permiten acanzar
la palabra reducida deseada.

Observaciones 2.20 Como casos particulares, tenemos

() s G sereducea elemento neutro, N esel grupotrivia y el producto amalgamado G *¢, G2
esisomorfo aGy * Gs;

(ii) sl G5 se reduce a elemento neutro, entonces N es e subgrupo normal engendrado por
el conjunto p1(Go) = {¢1(g9) : g € Go}. Ademés, Gy x G5 es isomorfo a Gy, por
observacion 2.19 (i). El producto amalgamado es entonces el cociente de GG; por e menor
subgrupo normal ¢;(Gj), que contiene a ;1 (Gy).

2.3.5 Presentacionesde grupos

A veces, es conveniente describir un grupo dando un conjunto de generadores y una lista de
reglas que describan como se multiplican estos generadores. Por ejemplo, €l grupo ciclico de
orden n generado por g puede describirse como el grupo generado por g, con la Gnicarelacion
g" = 1: cuaquier otrarelacion del grupo, como ¢?" = 1 0 ¢> " = ¢3 se derivade la primera.
Pero es preciso expresar con precision estas nociones.

Definicion 2.21 Una presentacion de un grupo es un par ordenado, (S|R), donde S es un
conjunto arbitrario y R es un conjunto de elementos del grupo libre L(.S). Los elementos de S
y R sellaman generadoresy relaciones de la presentacion, respectivamente. Una presentacion
de grupos define un grupo, denotado también (S|R), como el cociente (S|R) = (S)/R, donde
R eslaclausuranormal de R en L(S).

Cada generador s € S determina un elemento en (S|R) y todarelacion » € R representa
un producto particular de generadoresy sus inversos, que esigual al en el cociente. En cierto
sentido, (S|R) es el mayor grupo generado por S en el que todos los productos representados
por los elementos de R sonigualesa 1.

Si G esungrupoy existeunisomorfismo G ~ (S|R), sediceque (S|R) esunapresentacion
del grupo G. Todo grupo admite una presentacion, pero lo importante es encontrar una eficaz,
es decir, con los conjuntos S'y R 1o menores posible.

S G admite una presentacion (S|R), para S = {ay,...,a,} Y R = {ri,...,r,} con-
juntos finitos, se dice que G tiene una presentacion finita. Y la presentacion se escribe de la
forma(ay,...,a,|r, ..., ) Otambién (aq, ... a,|ri =1,...,7, = 1). A veces, seescribe
(o, .. om|ry = quy ..., T = qm) PAraexpresar lapresentacion (a, . .., an|rigrt, . .. T ).



Ejemplos 2.22 Algunos gemplos de presentaciones de grupos son
(i) Z x Z tiene como presentacion (g1, ga|g192 = g201);
(il) Z /nZ tiene como presentacion (g|g" = 1);

(iii) Z/nZ x Z/mZ tiene como presentacion (g1, g2|g7 = 1,95 = 1, g1g2 = g201)-

2.4 Clagificacion de superficies compactas

2.4.1 Definicion de superficiey g emplos

Definicion 2.23 Unavariedad topol dgica de dimension n es un espacio topol dgico Hausdorff y
segundo numerable, donde cada punto posee un entorno homeomorfo aRR™ (equival entemente,
a una bola abierta euclidea de dimension n). Es decir, se trata de un espacio modelado por el
espacio euclideo R™.

Una superficie topol 6gica es una variedad de dimension dos. Los primeros € emplos de super-
ficies son € plano R?, laesferaS?, €l toro T?, y en general, cualquier abierto de una superficie
sigue siendo una superficie.

La descripcion de las superficies no compactas es muy complicada. Aqui, vamos a dar
Gnicamente un breve repaso de | as propiedades de | as superficies compactas. Para su estudio, es
conveniente tener una manera uniforme de representarlas.

—— 7
| [T - -
El prototipo es el toro T?, que se define como el cociente | L (L ;'/:* .'.-_._"x?*..
de un cuadrado en R?, identificando aristas por paresdeuna | | IRy ,s:.n".
| 1‘\. e +

determinada manera, como se muestra en lafigura —

Definicion 2.24 El toro T? esel cocientede [0, 1]2, por larelacion deequivalencia (0, t) ~ (1,t)
y (t,0) ~ (t,1),s0 <t < 1.

Nuestro objetivo es probar que toda superficie compacta se puede representar como €l co-
ciente de una region poligonal en € plano por una relacion de equivalencia que identifica los
lados a pares. Como ejemplos bésicos, tenemos

Lema225 La esfera S* es homeomorfa a

cualquiera de los cocientes siguientes

(i) e cociente del disco unidad D?, bajo
la relacion de equivalencia (z,y) =~
(—z,9), 8 (2,y) € fr(D?);

(ii) & cociente de [0,1]?, por la relacion de
equivalencia (0,t) ~ (¢,0) y (1,t) ~
(t,1),s0<t<1.
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Lema 2.26 El plano proyectivoreal RIP? eshomeomorfo a cual quiera deloscocientessiguientes
(i) e cociente de S?, obtenido trasidentificar puntos antipodales;
(ii) el cociente de D?, bajo la relacion de equivalencia (x, y) ~ (—x, —y), s (x,y) € fr(D?);

(iii) € cociente del cuadrado [0, 1]%, por la relacion de equivalencia (0,¢) ~ (1,1 —t)y
(t,1) ~ (1 —t,0),8 0 <t < 1.

A e A= R y .

2.4.2 Regiones poligonales

Definicion 2.27 Una region poligonal P en e plano es un conjunto
compacto, cuya frontera topolbgica es union de una familia finita de
segmentos cerrados |lamados aristas, con puntos finales denominados
vertices, tales que

(i) para cada punto ¢ en una arista que no sea un vértice, existe un entorno U en R?, tal que
PNU=UnNH,donde H = {(z,y) : ax + by + ¢ > 0} esun cierto semiplano cerrado;

(i) cadaveérticev poseeunentorno V enR? talque PNV =V N H, donde H eslaunion de
dos semiplanos cerrados cuyas fronteras se cortan en v.

El siguiente resultado es clave en todo lo que sigue (ver [Leg]).

Proposicion 2.28 Sea P una region T ; g

. - _.' okl
poligonal en el plano con un nimero par {r ) \ é‘»’» }_7/ 3
dearistasy sea ~ unarelacion de equiva- A T / e & v
lencia queidentifica cada arista con exac- o, a - «(J-
tamente otra, por medio de un homeomor-
fismo lineal que envia los puntos finales e —
de una arista en los puntos finales de la & Z -‘«.::
otra. El cociente resultante es una super- o
ficie compacta. b

i =] —

L_a.lmportanuadeestarepreﬁen_ tacion plfema paraunasuper "\\ L, £\
ficie, es que en muchas ocasiones, es mas sencillo manipu- - i R

ey
K s
lar objetos sobre la region poligonal que la representa. Por ;) %._“;4-“:1!;.)
gjemplo, esto sucede al estudiar caminos sobre T? | g R



11

Definicion 2.29 Labotella de Klein K? se define como €l cociente de [0, 1]? por larelacion de
equivalencia~ queidentifica (0,¢) ~ (1,¢)y (¢,1) ~ (1 —¢,0),s0 <t < 1.

> ;
- g S
[ - | |-l-}| Vg o If.ﬂ._“;}-..
k .-- ‘. AP i .-l. [, ']
L (2 A
| 1 I'._ \ _.-"'1— b | 'I'm__:;"_-.--' P
|_ | | II"\-. b g "\L‘*—-_ ‘_'_.-r""-..
g 5 A\ ==
< Ly o

Paravisualizarlo, pensar primero en pegar lasaristasizquierday derechaparaformar un cilindro,
y después pasar |a tapa superior del cilindro através de su pared, con €l fin de pegar € circulo
superior con €l inferior desde dentro. Desde luego, ésto no puede realizarse con un modelo
fisico; de hecho la superficie de Klein no es un subespacio de R3. Sin embargo, |a proposicion
2.28 prueba que es una superficie.

2.4.3 Suma conexa de superficies

Paraconstruir otros €y emplos de superficies, vamos aintroducir una maneraestandar de fabricar
variedades, pegando otras més sencillas, procedimiento que seravalido en cua quier dimension.

Sean M, y M, dos variedades topol 6gicas de dimension n y conexas. Parai € {1, 2}, sean
U; C M; subconjuntos homeomorfos a bolas abiertas euclideas de un cierto radio fijado . En
cadaconjunto U; se considera B;, € subconjunto correspondiente bajo el citado homeomorfismo
alabola abiertade radio r/2. Elegimos un homeomorfismo o: fr(B;) — fr(Bs) (que existe
porque ambas fronteras son homeomorfas a la esferaS"!). Si M/ = M, — B;, se define e
espacio cociente de la suma disjunta M LI M, identificando cada ¢ € fr(B;) con su imagen
o(q) € fr(Ba).

Definicion 2.30 El cociente resultan-

te se llama la suma conexa de M;

y M,, y se denota por M;fMs. o e N \ |

Geomeétricamente, la suma conexa se ' i -

obtiene cortando una pequeiia bola

abierta de cada una de las variedades

y pegando los espacios resultantes, a

través de sus esferas frontera.

Proposicion 2.31 S M; y M, son variedades de dimension n y conexas, cual quier suma conexa
MM, esuna variedad de dimension n y conexa.

Ladefinicion de M, £ M, depende, apriori, devariaselecciones: parai € {1, 2} losconjuntos
B;, € homeomorfismo o, etc. A pesar de eso, se puede probar que diferentes decisiones dan
lugar a sumas conexas homeomorfas.
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Ejemplos 2.32 Los siguientes son gjemplos sencillos de sumas conexas

(i) s M esunavariedad, M4S™ es homeomorfaa M;

(ii) lasuma conexa T2 ). 4T? es la superficie compacta de género n (esta denominacion se
aclarara en los problemas) o esfera de n asas. Esta Ultima nomenclatura se debe a que,
de hecho, esta superficie es homeomorfa a la suma conexa S?4T?4 (7). 4T?, y cada toro
anadido parece un asa pegada a la esfera base.

-G - =5

Como hemos mencionado antes, para dar € teorema de clasificacion de superficies com-
pactas, precisamos una manera uniforme de describir tales objetos. Vamos a representar todas
estas superficies como cocientes de regiones poligonales con 2n lados. De manera informal,
podemos describir cada relacion de equivalencia entre aristas, nombrando las aristas con letras
ay,...,a, Y dibujando sobre cada una de ellas una flecha apuntando hacia uno de sus vértices,
de modo que los vértices con € mismo nombre se identifican, con las flechas indicando el modo
enquelasaristas se pegan. Unavez realizado este proceso, seasociaal poligono unasucesion de
simbolos, obtenidos al leer |as etiquetas de sus bordes en €l sentido de las agujas del reloj: para
cada simbolo a; en lafrontera, escribimos a; en lasucesion s laflecha posee el sentido horario
y ponemosa; * si laflechavaen el sentido antihorario. Por ejemplo, larelacion de equivalencia
de [0, 1]? quedalugar al toro (ver definicion 2.24) resultaen unasucesion desimbolosaba b1,

Formalmente, la presentacion de una superficie es un par, (ay,...,a, | Wi,... W), que
consiste en una familia finita de simbolos {a,...,a,} y otro conjunto finito de palabras
{Wy,... W} cada una de las cuales es una sucesion finita de elementos, que pueden ser a;
0a; "' (donde (a;')~! = a;), paraalgin a; en lalista, de tal manera que

(1) cadasimbol o a; ocurre exactamente un nimero par devecesen W1, . . . Wy, (contando ambos
a; 6 a; ' como una aparicion);

(2) ceda palabra WW; posee longitud (nimero de letras) 3 al menos, salvo en €l caso en que
la presentacion completa tenga solo una palabra, en cuyo caso a la palabra simple se le
asignalalongitud 2.

Una presentaci on determina un espacio topol 6gico con la siguiente receta

(1) seasociaacada palabra IV un k;—poligono convexo P; en el plano, donde k; eslalongitud
de 17/;, y donde | os poligonos el egidos son disjuntos (en el caso especial de k; = 2, seusa
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en su lugar un disco cerrado, porque no existe un poligono de dos caras, y se consideran
las aristas como los semicirculosizquierdo y derecho);

(2) sedefine unacorrespondenciauno auno entrelasletrasde IV; y las aristas del &;—poligono,
siguiendo €l orden de las agujas del reloj, empezando por una arista arbitraria;

(3) seidentificacada par de aristas que tienen el mismo simbol o, de acuerdo con el homeomor-
fismo afin que pega los primeros vértices en orden de las agujas ddl reloj, si dos aristas
tienen lamismaetiquetaa; 6 a; !, y queidentificael primer vértice de unacon el segundo
vértice delaotrasi |as aristas estan etiquetadas a; y a; .
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Por la proposicion 2.28, e espacio topoldgico resultante es una superficie compacta. Los
interiores, aristas y vértices de los poligonos P; se llaman caras, aristas y vértices de la pre-
sentacion. El nimero de caras es € mismo que el nimero de palabras, la cantidad de aristas de
la presentacion es el doble que el nlmero de simbolos a, . . . , a,,. Paraunaarista etiquetada a;,
el verticeinicial es el primero siguiendo el orden de las agujas del reloj, y el vertice final es el
otro; para una arista etiquetada a; *, estas definiciones se invierten.

La superficie determinada por una presentacion con una Unica cara es conexa, porque es
un cociente de un poligono conexo; con mas de una cara, no hay certeza de que es lo que
sucede. Las Unicaselecciones arbitrariasinvolucradas en esta construccion son formas, tamafios
y ubicaciones de los poligonos y la decision de cual es la primera arista (para seguir luego, a
partir de ella, el orden de las agujas del reloj); es facil ver que diferentes elecciones en este
sentido, dan lugar a superficies homeomorfas.

Ejemplos 2.33 Las siguientes superficies estan determinadas por |as presentaciones indicadas
(1) laesferaS?: (a | aa™') 6 (a,b | aa=1bb~1);
(2) e toro T?: (a,b | aba™'b71);
(3) & plano proyectivo RP?: (a | aa) 6 {a,b | abab);
(4) labotellade Klein K2: (a, b | aba='b).
Ahora vamos a describir las presentaciones estandar de superficies formadas por suma
conexa. Laclave eslasiguiente proposicion

Proposicion 2.34 Sean M, y M, superficiesdeterminadaspor presentaciones(a, . . ., a, | Wi)
y (by,...,by | W3) respectivamente (W, y W, representan palabras simples, y parte de la
hipbtesis es que cada presentacion tiene una cara simple). Entonces, la suma conexa M, M,
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tiene como presentacion (ay, ..., a,, by, ..., by | W1Ws3), donde W, W, indica la palabra for-
mada al concatenar W, y W5.

4 )

L?\\V

Delaproposicion 2.34 y de los gjemplos 2.33, se deduce

Ejemplos 2.35 Setienen las siguientes presentaciones, lla
madas estandar
(D) {ay,b1,...,a.b, | arbiai byt .. aybpa; b ) parala .
superficie compacta de género n; —

(2 (a1,...,a, | @10y ...aya,) paralasuma conexade n
copias de RP2.

Hay ciertas reglas para transformar presentaciones de superficies en otras diferentes de la
misma superficie (bajo homeomorfismo). Se dice que dos presentaciones son equivalentes, si
determinan superficies homeomorfas. Y puede probarse

Proposicion 2.36 Cada una de las siguientes operaciones sobre una presentacion produce otra
equivalente

(1) Renombramiento: cambiar las ocurrencias de un simbolo a;, por un nuevo simbolo, aiin
no existente en la presentacion; intercambiar todas las ocurrencias de dos simbolos a; y
a; 0 intercambiar todas las ocurrenciasde a; y a; !, para algin 4;

(2 Reflgjo: {ay,...,an | ay...am Wa, ..., Wi = {ar,...,a, | a b . a7, Wa, ..., W),
(3)Rotacion: (ay,...,a, | ajay...am, Wa, ..., Wi) = (a1, ..., a, | ag...amay, Wo, ..., Wg);

(4) Corte: si W, y W, son palabras con al menoslongitud 2, entonces (a, . . ., a, | WiWs) —
(ay, ..., an,c| Wic, ¢ 'Ws);

(5) Pegado: (ay,...,an,c| Wic,c 'Wy) — (aq, ..., a, | WiWs);

(6) Doblado: si 1, y W, tienen ambas longitud al menos 2, {(ay, . .., a,,a | Wiaa™'Ws)
<CL1, vy Qp ’ W1W2>.
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Se presentan debaj 0 esqueméti camente estas operaciones

LT 4] ﬂ:?
2 S s, iy P .
:.-"' 5{1-1 /\k-\h? & F\\ LLH] _‘ '\,_r a,
vy _.:l T 1\. I.|'_|-'| g'.'_--I > g ”j
I. - _.-'-.-:-‘. nl\,‘ = J‘ ] r—y | ¥
LN ity L Ty LY
Reflejo Rotacion

Corte | Pegado Doblado

Utilizando las anteriores transformaciones, es facil comprobar
Lema 2.37 Severifican las propiedades
(1) la botella de Klein es homeomorfa a la suma conexa RP24RP?;

(2) la suma conexa RP2{RIP?HRIP? es homeomorfa a T2HRP2.

Y finalmente, combinando |os anteriores resultados, se deduce el teorema de clasificacion
de superficies compactas

Teorema 2.38 Cualquier superficie conexa y compacta es homeomorfa a una de las siguientes
(1) una esfera S;
(2) una suma conexa T2f ) 4T2;

(3) una suma conexa RP?4 (), fRIP2.

2.5 Problemas

1.- Probar los siguientes espaci0s son conexos por caminos
(i) los espacios indiscretos,

(i1) las n—variedades conexas;
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(iii) e conodeun espaciotopol 6gico X : sobre X x [0, 1], seconsideralarelacion deequivalencia
(x,1) ~ (y,1), paraz,y € X. El cociente bgjo estarelacion, C'(X), esel conode X. X
se identifica con el subespacio X x {0} de C'(X);

(iv) lasuspension de un espacio X : sobre X x [—1, 1], seconsideralarelacion de equivalencia
(x,1) ~ (y, 1)y (z,—1) ~ (y,—1), parax,y € X. El cociente S(X) (quetambién puede
verse como un cociente de C'(X)) se llama suspension de X .

\'4
2.- Probar que la unién de cualquier familia de conjuntos conexos por caminos con un punto en
comn, es un conjunto conexo por caminos.

3.- Si X esun espacio topol 6gico, se denota por 7y (X') €l conjunto de las componentes conexas
por caminos. Dadaunafuncion continua f: X — Y, sedefine o (f): mo(X ) — mo(Y') comola
aplicacion quellevaunacomponente conexapor caminos C' en X enlalnicacomponente conexa
por caminos en Y que contiene a f(C'). Probar que m,: Top — Set es un functor covariante.

4.- Sean X eY espacios topologicos, A C X'y f: A—Y continua. Se denotapor X U, Y dl
cociente de lasumadisuntade X LI'Y por larelacion de equivalenciaque identificax € A con
f(z) € Y. Sedicetambién que se haadjuntado X aY atravésde f.

) l'lal Fy o 7
: - _.-l | / w::: "'f
| | r,

N I_ ] 7 . _;.-"

Se pide probar

() Y se puede pensar como un subespacio de X U, Y, con lo que hay una copia homeomorfa
deYenXU;Y;

(if) st X eY son espacios compactosy Hausdorff, A escerradoen X'y f: A— Y escontinua,
entonces X Uy Y escompacto y Hausdorff;

(ili) s Aescerradoy seadjunta X aY = {y,} por laaplicacion constante f(A) = yo, entonces
el espacio de adjuncion asociado es homeomorfo al cociente X/ A4;

(iv) comprobar que el cono de X se obtiene adjuntando X x [0,1] aY = {yo}, através de
la aplicacion constante f: X x {1} — Y. Y lasuspension de X, se obtiene adjuntando



17

X x [-1,1] aY = {a, b}, através de la aplicacion continua g: X x {—1,1} —Y que
llevag(X x {1}) =ayg(X x {—1}) =b;
(v) s seadjunta X x [0,1] x Y alaunion disunta X LI'Y através de la aplicacion continua

f: X x{0,1} x Y — X UY definidapor f(z,0,y) =2y f(x,1,y) = y, Se obtiene &
join, X «xY deX eY.

_,,
F'l ff P
I: _i', "
; W17

£
7 ¥ . -
| 7 A— "'I
X ¥ =D =] X=F
X =Y =[01

Comprobar que X = {z,} eshomeomorfo al cono de X y que X * S° eshomeomorfo asu
suspension;
(vi) s (X, z) e(Y, y) son espacios con puntos base, se definesuwedge, X VY, como €l cociente

de susumadisunta X LY, tras identificar los puntos base. Expresarlo como un espacio
de adjuncion;

(vii) supongamos que X, Y y W son espacios compactos Hausdorff y A es un subconjunto
cerrado de X. Sea f: A— Y continuay ¢g: X LY — W continua y sobreyectiva. Si
paracadaw € W, g~ (w) esobienunpuntode X — A obienlaunion deun puntoy € Y
con f~!(y) C A, probar que entonces I es homeomorfoa X U; Y.

2.6 Problemasadicionales

1.- Paracadaunadelas siguientes presentaciones de superficies, aplicar el algoritmo del teorema
de clasificacion y determinar de que superficie se trata

(i) {(a, b, c | abachb™tc1);

(ii) {a,b, c | abca™ b~ e1Y;

(i) {(a, b, c | abca™ b7 c);

(iv) {a,b,c | ab™tcta" eb);

(v) {a,b, c | abc™bca);

(Vi) {a,b,c,d,e, f | abc, bde, c df, e fa);

(vii) (a,b,c,d,e, f,g | afg e b bec L egdtdf TLa™t);
(viii) (a,b,c,d, e, f | ab~tcedefa™tbc™ d7L f);

(ix) {(a,b,c,d,e, f,g,h,1,7,k,1,m,n,o | abe,bde, df g, fhi, haj,c 'kl e tmn, g~ ok,

i tm T T in T o),
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2.- Probar las siguientes propiedades para superficies

(i) S* x S' es homeomorfo al espacio de adjuncion de dos cilindros S* x [0, 1] através de la
aplicacion identidad que identifica sus circul os frontera;

(i) S* x S? eshomeomorfo al espacio de adjuncion de dos toros solidosS! x D? atravesdela
aplicacion identidad entre los toros frontera S x S';

(iii) S* es homeomorfo al espacio de adjuncion de dos toros sdlidos S' x D? a través de la
aplicacion entre los toros frontera i: S' x S' — S! x S* definida por i(x,y) = (y, z);
observar que esta aplicacion intercambialos meridianos y paralel os de los toros frontera.

3.- Labanda de Mdbius
En [0, 1] seidentifican (0,y) ~ (1,1 — y), paracaday € [0,1]. Al cociente M = [0,1]?/ ~
se le llama banda de Mobius. La banda de Mobius es |o que se denomina una superficie con
borde. Probar quesi p: [0, 1> — M eslaaplicacion cociente, €l subespacio de M definido por
p([0,1] x {0,1}) (Ilamado laarista de la banda) es homeomorfo aS'.

August Ferdinand Mobius (1790-1868) fue € creador de
esta banda.

Este espacio topol 6gico ha desatado la imaginacion de mu-
chos como se muestra debajo: bufandas hechas a ganchillo
con cualidades excepcionales, hormigas de Escher que no
consiguen pasar del otro lado, ...

... bandas de M 6bi us fabricadas con piezas de LEGO, cons-
truidas por Andrew Lipson en
http://www.lipsons.pwp.blueyonder.co.uk/mathlego.htm,
etc.
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En la siguiente figura se ven algunos experimentos realizados con la banda
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4.- Una superficie es orientable si no contiene ninglin subespacio homeomorfo a la banda de
Mobius. En caso contrario se dice no orientable. Se pide probar

(i) laesferaS? es orientable;

(i) laorientabilidad es una propiedad topol 6gica, es decir, se preserva por homeomofismos;

(i1) al contrario que las superficies no orientables, toda superficie orientable puede embeberse
en R3.

5.-El toro
Sealaaplicacion f: [0, 1> —S* x S, definida por
f(s,t) = (cos(2ms), sin(27s), cos(2mt), sin(27t)).

Se pide probar

(i) f pasa a cociente dado por la definicion 2.24, de donde se deduce que e toro T? es
homeomorfo a producto S' x S*;

(i) el toro (y cualquier suma conexa de toros) es una superficie orientable.
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6.- LabotelladeKlein
Se pide probar que
(i) labotellade Klein K2 es homeomorfa al espacio de adjuncion de dos bandas de M 6bius por
laaplicacion identidad que identifica sus aristas (ver problema 3);
(i) deducir que la botella de Klein es no orientable;
(iii) K2 no puede embeberse en R?, pero si en R*: laaplicacion f:[—1,1]2 — R* dada por
flz,y) = ((1 + |z|) cos(my), (1 + |z|) sin(7y), sin(rz) cos (%) ,sin(7z) sin (%)), es
continuay pasaal cociente dado por la definicion 2.29.

Félix Klein (1849-1925) fue el creador de esta sorprendente
superficie.

Debajo se muestran algunas de las magnificas obras de Cliff
Stoll, que aparecen http://www.kleinbottle.com/

7.- El plano proyectivo real
Se pide probar que

(i) el plano proyectivo real RIP? eshomeomorfo al espacio de adjuncion deunabandade M obius
y un disco por laaplicacion identidad que identifica sus fronteras;

(i) deducir que RP? (y cualquier suma conexa de planos proyectivos) es no orientable;

(iii) el plano proyectivo real no puede embeberse en R?, pero si en R*: se consideralafuncion
continua f: R?* — R* dada por f(z,y, z) = (2 — 4?, 2y, yz, x2). Laimagen por f de
dos puntos antipodales de S* C R? es el mismo punto de R*, por o que esta funcion pasa
al cociente dado por €l lema 2.26, definiendo un embebimiento del RPP? en R*.

8.- Caracteristica de Euler y género de una superficie

Aungue hemos demostrado en €l teorema 2.38 que toda superficie conexa y compacta es ho-
meomorfa a una esfera 0 a una suma conexa de toros o de planos proyectivos, no sabemos si
estos tipos de superficies son topoldgicamente distintos. En otras palabras ¢podria suceder si
m Y m Son enteros positivos, la suma conexa de n toros fuera homeomorfa ala suma conexa de
m toros? Para demostrar que esto no es posible introducimos un invariante numérico, [lamado
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caracteristica de Euler, y que tiene sus raices en la conocida formula de Euler que afirma que
“s P es un poliedro convexo en el espacio, con f caras, ¢ aristas y v vértices, entonces
v—e+ f=2".

Esta férmula puede generalizarse a superficies compactas arbitrarias, del modo siguiente

Definicion 2.39 Si M esunasuperficie con unapresentacion P dada, se definelacaracteristica
de Euler de la presentacion como y(P) = v — e + f, donde v es el nUmero de vértices, e el de
aristasy f el de carasde P, tras las identificaciones que definen la superficie.

Se pide probar

() x(P) depende sblo de M, es decir, esinvariante por |as transformaciones de la proposicion
2.36, conloquequedadefinidalacaracteristicadeEuler de M, x (M) comoladecuaquier
presentacion de la superficie;

(i) teorema de invariancia topolégica de la caracteristica de Euler: sea M una superficie
compacta sin borde y conexa, entonces
1) s M eshomeomorfaalaesfera es y(M) = 2,
2) st M es homeomorfa ala sumaconexaden toros, es x (M) = 2 — 2n,
3) st M es homeomorfa ala suma conexade n planos proyectivos, es x (M) = 2 — n;

(iii) s My y M, son superficies compactas, entonces y (MiiMsy) = x(My) + x (M) — 2.

Observar que la caracteristica de Euler de la suma conexa de n toros coincide con la de lasuma
conexa de 2n planos proyectivos: la orientacion permite distinguir estos dos casos. Ademas, es
facil ver que unasuperficie es no orientabl e cuando tiene alguna presentacion P, donde aparecen
dos simbolos consecutivos de laforma (a, a4, ..., a, /W1, ..., aa).

T2¢ (™), 4T se llama superficie compacta de género n y RP?# (), fRP? superficie compacta no
orientable de género n. Laesfera esla nica superficie orientable de género 0. Se pide probar

(i) larelacion entre el género g(M ) de unasuperficie M y su caracteristica de Euler es

g(M) = 5(2—x(M)) s M esorientable
2 —x(M) en caso contrario

(ii) s M, y M- son superficiescompactas, M; eshomeomorfaa M, iy sdlosi x (M) = x(Ms)
y son ambas orientables 0 no orientables. éste es un teorema topoldgico por excelencia,
gue reduce el problema de clasificacion de superficies compactas ala determinacion de la
orientabilidad y lacaracteristicade Euler, problemas que son ambos facilmente resol ubles;

(iii) sl My y M, son superficiescompactas, M, eshomeomorfaa M, siy solosi g(M;) = g(Ms)
y son ambas orientables 0 no orientables.
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Homotopia de aplicaciones

Naciste en el peldafio de una escala,
no en el seno confuso de una nube;
con € cetro en las manos, o la pala

pero raudo y audaz como un querube;
si no son los peldafios es el ala

gue te despiertay quete grita: jsubel...
jsube sin timidez, no te abandones;

sl te asusta volar, hay escalones!

“Sin tregua”
Pedro Bonifacio Palacios“ Almafuerte” (1854-1917)

El problema central de la Topologia es € de decidir si dos espacios topol dgicos son 0 no
homeomorfos. En Topologia Algebraica, se usa € siguiente modelo de procedimiento para
solucionar esta cuestion: dado un espacio topol6gico X, sele asociaun objeto algebraico A(X),
de modo que s Y es otro espacio homeomorfo a X, el objeto algebraico A(Y') adjudicado a
Y por el mismo procedimiento resulta ser isomorfo a A(X). Es decir, A(.) eslo que se llama
un invariante topologico. Asi, estos objetos algebraicos permiten detectar cuando estos dos
espacios topol bgicos no son homeomorfos, si 10s invariantes asociados auno y a otro no son
isomorfos. Se pasa de objetos topol bgicos aalgebraicos, porque estos Ultimos son mas sencillos
de manegjar, mas computables.

Lahomotopia, que introducimos a continuacion, es el invariante topol 6gico mas conocido y
utilizado.

3.1 Homotopia de aplicaciones

Definicion 3.1 Sean X eY espaciostopologicosy A C X, eventualmentevacio. Si f,g: X — Y
son aplicaciones continuas, tales que f|4 = g| 4, sediceque f y g son homotopas rel ativamente
a A, s existe unaaplicacion continua, H: X x [0,1] — Y, tal que

(i) H(z,0) = f(z), paracadaz € X,
(i) H(z,1) = g(x), paracadaz € X,

23
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(iii) H(x,t) = f(z) = g(z), paracadaz € Ayt € [0,1].

Seexpresadel modo H : f ~ g(rel A). Si A=), seescribeH : f ~ g,y sediceque f y g son
homobtopas (o libremente hombétopas).
th

|
F
|

Observacion 3.2 S parat € [0, 1] se define laaplicacion continua h;: X — Y por laférmula
h¢(x) = H(x,t), lahomotopia H dalugar aunafamiliauniparamétrica { i }c[o,1 de funciones
continuas, transformando de manera continuahy = f en hy = g. Lafuncion h; puede pensarse
como la deformacion en €l instante ¢.

=)

Ejemplos 3.3 Parailustrar esta definicion se tienen los gjemplos siguientes

(i) dadas las funciones continuas 1y, f: R — R, donde f(x) = z?, la aplicacion continua
H:R x [0,1]— R dadapor H(z,t) = 2*(1 — t) + tx, s una homotopia entre ambas;

(ii) dadalafuncion f: [0, 1] — R? — {0}, definidapor f(s) = (cos(27s),sin(27s)), la apli-
cacion H: [0,1] x [0,1] — R? — {0}, dadapor H(s,t) = (cos(2mst),sin(27st)) esuna
homotopia entre la aplicacion constante igual a(1,0) y f.

Observacion 3.4 El giemplo 3.3 (ii) prueba que e camino cerrado f arededor del origen, es
homotopo en R? — {0} aun camino constante, apesar de que R? — {0} tiene un agujero rodeado
por f. Luego para detectar agujeros en X no es suficiente con estudiar |os caminos cerrados
hombtopos a constantes: 1a solucion a este problema, que veremos mas adel ante, sera considerar
homotopias de caminos, que dejan los extremos de la deformacion fijos.

Teorema 3.5 La homotopia (rel A) esuna relacion de equivalencia sobre el conjunto C'(X,Y)
delas aplicaciones continuasde X en Y.
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Asl, se puede hablar de clases de homotopia (rel A), de aplicaciones continuasde X enY'.
Se denota por [f]4 (respectivamente, por [f], st A = (}) la clase de homotopiade f(rel A). Y
[X, Y] 4 (respectivamente, [ X, Y], s A = () eslafamilia de dichas clases de homotopia.

3.2 Lacategoria de espaciostopologicosy homotopias

Proposicion 3.6 Sean X, Y, Z espacios topologicos, A ¢ X, B C Yy fo,fi: X—Y y
9o, g1: Y — Z aplicaciones continuas, tales que f, ~ fi(rel A), fo(A) = fi(A) C By
go =~ g1(rel B). Entonces, go o fo ~ g1 o fi(rel A).

Observacion 3.7 Quedaasi definida una categoria, hTop, la categoria de homotopia, donde
(i) los objetos son espacios topol 6gicos,

(ii) los morfismos son las clases de homotopia (rel () de aplicaciones entre estos espacios
topolgicos, es decir, hTop(X,Y) = [X,Y]. Laproposicion 3.6 garantiza que la com-
posicion esta bien definida, por [g] o [f] = [g o f], para[f] € [X, Y]y [g] € [V, Z].

Observacion 3.8 En vez de trabajar con espacios topol dgicos, podriamos considerar pares de
espaciostopologicos (X, A). Y llegariamos, de modo similar a anterior, ala categoria de pares
de espaciosy clases de homotopia de aplicaciones continuas entre pares de espacios. Pero, para
nuestros intereses y por sencillez, es suficiente trabajar con A = ().

Definicion 3.9 Unaaplicacion continua f: X — Y esunaequivalencia de homotopia, si existe
otraaplicacion continuag: Y — X tal quego f ~ 1xy f o g ~ 1y. Ental caso, sedice que
X tiene el mismo tipo de homotopia que Y, y seescribe X ~ Y.

Lema 3.10 Larelacion de ser homotbpi camente equival entes entre dos espaci os topol 6gicos es
una relacion de equivalencia.

Observacion 3.11 Lasequivalenciasde homotopiason precisamentelosisomorfismosenhTop.
Proposicion 3.12 S X eY son homeomorfos, son homotbpicamente equivalentes.
Observacion 3.13 El reciproco no es cierto, y se veran g emplos mas adelante.

Se trata, a partir de ahora, de construir functores 7": Top — C, donde C es una categoria
algebraica como Group, Ab, etc., de modo que s f ~ g, seaT(f) = T'(g). Esta propiedad
transforma la teoria de homotopia en valiosa, porque garantiza que un problema algebraico en
C, que proviene de uno topol6gico viaT', es mas simple de resolver que la cuestion original.

Definicion 3.14 Una aplicacion continua f: X — Y es nulhombtopa, si existe una aplicacion
constante c: X — Y/, tal que f ~ .
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Definicion 3.15 Un espacio topolégico X se dice contractil, si la aplicacion identidad 1y es
nulhomoétopa. Lafuncién H : 1y ~ ¢ que define la homotopia se [lama una contraccion.

Ejemplo 3.16 Los conjuntos convexos en R™ son contractiles.

Proposicion 3.17 S'Y escontractil, dosaplicacionescontinuascualesquiera f, g: X — Y son
homotopas.

Observacion 3.18 En particular, si Y es contractil, dos aplicaciones constantes de Y en si
mismo son homotopas, y asu vez homotopas alaidentidad. Asi, en un espacio contractil, 1y es
hométopa a cualquier aplicacion constante sobre este espacio a través de una homotopia libre;
esta propiedad no se extiende a homotopias relativas a subespacios arbitrarios A, como puede
verse en [Sp], pag. 26.

Proposicion 3.19 Un espacio es contractil si y solo si posee €l tipo de homotopia de un punto.

Corolario 3.20 Cualquier espacio homotopicamente equivalente a uno contractil es también
contractil.

Definicion 3.21 Sea A C X y lainclusiénis: A— X. Sediceque A es

(i) un retracto de X, s existe una aplicacion continua r: X — A - la retraccion -, tal que
roiy = 14. Observar que r es siempre sobreyectiva;

(i) unretracto por deformacion de X, si existe unaretraccionr: X — Atal queijgor ~ 1x;
(iii) un retracto por deformacion fuerte de X, s existe una retraccion r: X — A tal que
1407 1x(re| A)
Proposicion 3.22 S A C X esun retracto por deformacion de X, entonces A ~ X.

Observacion 3.23 En ladefinicion 3.21 se verifican las implicaciones (iii) = (ii) = (i), pero
los reciprocos no son ciertos, como o prueban |os siguientes contragjemplos

(i) # (ii) dado un espacio X no contréactil y p € X, {p} esun retracto de X, pero no por
deformacion;

(ii) - (iii) sean @ espacio peine X = ({1 :n e NJu{0}) x [0,1]) U ([(0,1] x {0}) y

A={(0,1)} C X. Entonces, A es
un retracto por deformacion de X,
pero que no es fuerte.
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3.3 Problemas

1.- mo: Top — Set esun functor covariante. Ademés, si f ~ g, esmo(f) = mo(9g)-

2.- Unapropiedad rel ativa a espaci os topol 6gi cos es una propiedad de homotopia, si se conserva
por equivalencias de homotopia. Probar

(i) toda propiedad de homotopia es una propiedad topol6gica;

(i) la conexion, € nimero de componentes conexas por caminos (luego, la conexion por
caminos) y la contractibilidad son propiedades de homotopia;

(iii) la convexidad (cuando tenga sentido), la compacidad y el axioma de Hausdorff, no son
propiedades de homotopia.

3.- Probar las siguientes propiedades rel ativas a espacios contractiles

(i) todo conjunto convexo en R™ es contractil;

(i) todo espacio contractil es conexo por caminos,

(iii) laimagen continua de un espacio contractil no es en general contractil;

(iv) un retracto de un espacio contractil estambién contractil;

(v) X escontréctil si y solo si todo &omo {z} en X esun retracto por deformacion de X .

4.- Probar las siguientes propiedades relativas a retractos

(i) S™ esun retracto por deformacion fuerte de R" ™! — {0} (O es el origen de R™+1);

(ii) el ecuador de S™ es un retracto por deformacion de S™ — {N, S} (N es el polo nortey S el
polo sur);

(iii) el disco cerrado unidad D™ C R", esun retracto por deformacion de R™;
(iv) S' esun retracto por deformacion de X = {(z,y) € R* : 1 < 22 4 ¢* < 4};

(v) lafiguradeocho X = {(z,y) e R?*: (x —1)>+y? =10 (z+1)*+y? = 1} esunretracto
por deformacion de R? — {(—1,0), (1,0)};

(vi) dados los conjuntos X, Y, Z C R?, definidos por X = {(z,y) : (z + 1)? + ¢* = 1},
Y ={(z,y): (x = 1) +¢y* <1}y Z = {(z,y) : (x—1)?+y? = 1}, secumple que
X esun retracto por deformacion de X U Y. No sucede lo mismo con X U Z, aunque de
momento no podemos probarlo.

5.- Probar |as siguientes propiedades relativas a conos de espacios

(i) el cono de cualquier espacio topol 6gico es un espacio contractil. Concluir que todo espacio
topol bgico puede embeberse en un espacio contractil;
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(i) unaaplicacion continua f: X — Y esnulhomotopasi y sdlo s posee unaextensi on continua
al cono de X.

6.- Probar las siguientes propiedades relativas a la banda de Mobius M

(i) el ecuador de labanda de Mobius es un retracto por deformacion fuerte de M
(i) concluir que S* tiene & mismo tipo de homotopia que M;
(ii1) deducir que M y € cilindro son homotopi camente equival entes.

7.- Sea X e complementario de un punto en el toro T?. Probar que existe un subconjunto de X
homeomorfo alafigurade ocho, y que es un retracto por deformacion fuerte de X'.
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Torusinto 8, (¢) Josh Levenberg. http://www.technomagi.com/josh /images/index.html

8.- Se pide probar

(i) s f,9: X —S™ son aplicaciones continuas tales que f(x) # —g(z) paracadaz € X,
entonces f ~ ¢g. Deducir ques f: X — S™ escontinuay no sobreyectiva, entonces f es
nulhomotopa;

(i) s f:S"—S" escontinuay sin puntos fijos, es homotopa a la aplicacion antipodal;
(i) si f:S*—S" escontinuay f(z) # —z, paracadaxz € S, es homotopa a laidentidad.
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9.-Seap € S"y f:S*—Y continua. Probar que son equivalentes

(1) f esnulhomotopa;

(i) f puede extenderse a una aplicacion continua F: D" ! — Y

(iii) f eshomotopa (rel {p}) alaaplicacion constanteigual a f(p).
Concluir quetodaaplicacion continua f: S" — Y con Y contractil, tiene unaextensidn continua
al disco D",
10.- Un conjunto A C R™ sellamaestrella-convexo si existe un punto aq € A, tal que para cada
a € A, €l segmento entre a y a, esta contenido en A. Se pide probar

(i) todo conjunto convexo en R™ es estrella-convexo, pero € reciproco no es cierto;
(i) todo conjunto estrella-convexo en R™ es contractil.

11.- Probar las siguientes propiedades rel ativas a productos

(i) dos aplicaciones continuas f, g: X — Y] x ... x Y,, son homoétopas si y solo si para cada
ie{l,...,n},esp;of ~ p;og,dondep;: Y7 x ... x Y, —Y; eslaproyeccion canbnica;

(i) Y1 x ... x Y, escontractil s y solo s Y; escontréctil paracadai € {1,...,n}.

12.- Sean X e Y espacios topologicos. Probar que [X, Y] tiene un Gnico elemento en los
siguientes casos

() Y escontractil;

(if) X escontractil e Y conexo por caminos.

3.4 Problemasadicionales

1.- Sean X eY espacios topologicosy f: X — Y continua. Se define el mapping cylinder
Z; de f como el espacio cociente de la suma disunta (X x [0,1]) LY por la relacion de
equivalencia determinada por (z,0) ~ f(x), paraxz € X. Seaq: (X x [0,1))UY —Z; la

aplicacion cociente.
AR  of x>
X xl :
i ’ X Z

Se pide probar
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(i) s Y esun punto, entonces Z; es €l cono de X;

(i) ¢ llevahomeomorficamente Y sobre un subespacio cerrado ¢(Y') de Z;. Por medio de este
embebimiento, Y puede considerarse como un subespacio cerradode Z;. Y g: X — Z;
definida por ¢g(z) = ¢(x,1) lleva homeomorficamente X sobre e subespacio cerrado
q(X x {1}) de Z;. Luego, X eY pueden considerarse como subespacios digjuntos y
cerrados de Z;, y sellaman dominio y rango de Z, respectivamente;

(iii) probar que ¢(Y") esun retracto por deformacion fuerte de Z;

(iv) s f esunaequival enciade homotopia, probar queq(X x {1} ) esunretracto por deformacion
de Zf,

(v) dos espacios son homotopicamente equivalentes si y sblo si son ambos homeomorfos a
retractos por deformacion de algln espacio;

(vi) toda aplicacion continua f: X — Y es homotopicamente equivalente a una aplicacion
inclusion g: X — Z;

(vii) las aplicaciones g: X — Z; y g o f: X — Z; son homotopeas;
(viii) dadas dos aplicaciones continuas f: X — Yy g: X — Z, son equivalentes
a) existe h: Z —Y continuatal queh o g ~ f;

b) existe una aplicacion continua F: Z,— Y, tal que F o ix ~ f,dondeix: X — Z,
denota la aplicacion inclusion del apartado (ii).

2.- En este problema, se trata de dar un gjemplo no trivial de espacio contractil

(i) seaS' c C. Seconsideranloscaminosa y 3 en'St, basados en el punto 1y definidos por

glmis s0<s< %
a(s) =4 ™D gl <<

eSm‘(l—s) Si i <s<1
y B(s) = e*™s.  Geométricamente,
« enrolla cada uno de los segmentos , IR -3 i
0,%], [3.2] y [, 1] en lacircunferen- . b F- 3
cia, los dos primeros en sentido anti-
horario, y € tercero en sentido de las -
agujasdel relgj. El lazo g enrolla 0, 1] : IS W,
una sola vez en la circunferenciay en . ! §7,

sentido antihorario. Probar que estos
dos lazos son homotopos,



31

(i) un espacio contractil puede tener una apariencia poco
contractil:
identificamos los lados de un triangulo lleno, como
muestralafigura. Seobtieneasi unespacio, llamado el
capelo del tonto. Setratade probar que este espacio es
contractil, aunque no esobvialamanerade contraerlo.
Se pide probar lo anterior siguiendo |os pasos
(@ s f,g:S'— X son aplicaciones continuas
homotopas, |0s espacios obtenidos a partir de
X uniéndole un disco utilizando f 6 ¢ (es de-
cir, X Uy D? y X U, D?), son homotopicamente
equival entes,

(b) usando (a) y la parte (i) de este problema, probar
que €l capelo del tonto tiene e mismo tipo de
homotopia que un disco, y por consiguiente es
contractil.

3.- Probar que la casa con dos habitaciones es contractil. Forman parte del espacio las paredes
laterales y las tres componentes conexas horizontal es sombreadas.

Eraraa & G bk B |

[mrsis o is Brsaarsia §

4.- Probar que un cubo Illeno [0, 1]* c R? privado de tres cilindrostiene el tipo de homotopia de
unarosa de tres pétal os, es decir, la union por un punto de tres copias disuntas de S*.
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5.- ¢Son las dos figuras siguientes del mismo tipo de homotopia? Las figuras representan cubos
maci zos con dos perforaciones diferentes.

¥ oy | e
=, fﬂ-"".
|



El grupo fundamental

Tres &rboles caidos

guedaron a la orilla del sendero.

El lefiador los olvidd, y conversan,
apretados de amor, como tres ciegos.

“Tres arboles caidos’
Gabriela Mistral (1889-1957)

En este capitulo, se trata de asociar un grupo topol 6gicamente invariante a un espacio, es
decir, de modo que grupos asociados a espacios topol 6gicos homeomorfos sean isomorfos.

¢Queé propiedad topologica de un espacio permite distinguir un disco D? de una corona
circular? En otras palabras, ¢puede detectarse el agujero delacorona, sin utilizar paraello ideas
gue no sean puramente topoldgicas (como distancias, angulos,... )? Una respuesta natural se
obtiene al intentar contraer un camino cerrado en cada uno de los espacios. Intuitivamente, en
D?, todo camino cerrado puede llevarse a un punto (el camino constante), mientras que esto es
imposible en lacoronacircular, en donde el agujero actiia de barrera para caminos cerrados que
rodean a este agujero, impidiendo dicha contraccion.

4.1 Homotopia de caminos

Definicion 4.1 Dos caminoso, 7:[0,1] — X, talesque o(0) = 7(0) y (1) = 7(1) sellaman
caminos homoétopossi o ~ 7(rel{0,1}). La homotopia de caminos, es decir, la homotopia con
extremidades fijas, se denotapor o ~ 7.

33
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Explicitamente, existe una homotopia e . N =
H:[0,1] x [0,1] — X tal que i il | ;_f =
(i) H(t,0) = o(t)y H(t,1) = 7(t), para s . )
te (0,1, = j ,{: 4
(i) H(0,s) = o(0) y H(1,s) = o(1), o L
paras € [0, 1]. . '

Ya sabemos que ~ es una relacion de equivalencia en € conjunto de los caminos en X,
([0, 1], X). Denotamos por [o] la clase de homotopia del camino o.

Definicion 4.2 Dados dos caminos o, 7: [0, 1] — X, talesque o (1) = 7(0), su producto es el
camino

o(2t) s0<t<;
(T*J)(t):{T(Qt—l) si<t<l

El camino opuesto de o esa(t) = o(1 — ).

Lema 4.3 Sean oy, 01, 79, 71 Caminosen X tales que oy(1) = 79(0), o1(1) = 71(0) y ¢ ~ 07,
To ~ T1. ENtONCeEs, 1 * 09 ~ 11 * 07.

Asi, es posible multiplicar clases de caminos: si o, 7 son dos caminos, tales que o (1) = 7(0),

tiene sentido definir el producto de sus clases [o].[7] = [T * o], es decir, la equivalencia de
caminos es compatible con su producto.

Aunque la multiplicacion de caminos no es asociativa, |0 es e producto de sus clases, es
decir, en las condiciones anteriores, es ([o].[7]) .[v] = [o]. ([7].[7])

Lema4.4 Sean o, 7, caminos en X, tales que o(1) = 7(0) y v(0) = 7(1). Entonces, se
verificaquey * (T x o) ~ (Y% T) x 0.

Seace,: [0, 1] — X el camino constanteigual ax. Si o: [0, 1] — X esun camino con origen
el punto = y extremo el punto y, entonces

Lemadb o*xec, ~ o ~¢gy,*o0.
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Con esto, hemos probado que (¢, ].[0] = [o] = [o].[¢,], esdecir, [¢,] esel neutro aizquierda
de o]y [e,] €s su neutro a derecha

Lema4.6 S oy soncaminostalesqueo(0) = 7(0),0(1) =7(1)yo ~ 7,657 ~ T.
La clase [7] actla como inversa aizquierday a derecha de [0], es decir, [@].[0] = [¢,] ¥
[0].[0] = [e.]

Lema4.7 S o esuncaminotal quec(0) =z yo(l) =y, eNMONCEST * 0 ~ £, YT * T ~ €.

4.2 El grupo fundamental

Definicion 4.8 Un camino o: [0, 1] — X sellamacerrado o lazo, s 0(0) = o(1). Si ademés
0(0) = o(1) = x, sedice también que ¢ es un lazo (o un camino) basado en z.

S Q(X, z) eslafamilia de los lazos basados en z, es claro que e producto y la inversion
de caminos son operaciones internas en este conjunto. Sobre (X, =) se puede considerar la
relacion de homotopiade caminos. Si 7 (X, x) = (X, z)/ ~ esel cociente bajo estarelacion,
los anteriores resultados prueban que

Teorema 4.9 (X, x) esun grupo, llamado grupo fundamental de X en = o grupo de Poincaré
de X en .

Si secambiael punto base, |osgrupos correspondientes no guardan, apriori, ningunarelacion

Ejemplo 4.10 Si consideramos el subespacio del plano euclideo X = S' U {(0,0)}, veremos
més adelante que 71 (X, (1,0)) ~ Z y claramente 71 (X, (0,0)) ~ 0.

Sin embargo, se verifica que

Teorema4.11 S x,y € X yo esuncamino queunex ey, entonces el homomorfismo de grupos
0o m (X, z) — (X, y), definido por ¢, ([7]) = [0 * T * 7], €s un isomorfismo.

Corolario4.12 S X es conexo por caminos, € grupo fundamental (X, ) no depende del
punto z € X. Ental caso, seescribe (X ), y se habla del grupo de Poincaréde X.

¢QUuEé efecto gjerce una aplicacion continua entre espacios topoldgicos sobre los grupos
fundamental es correspondientes? Sea f: X — Y continua. Si o, 7 son dos caminos en X, son
obvias las siguientes propiedades

(i) fooesuncaminoenY,
(ii)sio € Q(X,x), entonces f oo € QY f(x)),
(iii) dadalahomotopia H : 0 ~ 7, entonces fo H : foo ~ foT.

Luego, si [o] € m (X, z),es[f oo] € m(Y, f(x)),y
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Lema4.13 Laaplicacion m(f): m (X, z) — m (Y, f(z)) definidapor 7, (f)([o]) = [f o o] es
un homomorfismo de grupos, llamado homomorfismo inducido por f.

Teorema4.14 S f: X —Y y¢: Y — Z son aplicaciones continuas, se verifica que

() mi(g o f) = mi(g) o mi(f),
(ll) 7'('1(1)() = 17r1(X,:1:)-

Observacion 4.15 Asi, €l grupo fundamental proporciona una manera de pasar de latopologia
al agebra: acabamos de probar que 7; es un functor covariante de la categoria Top, en la
categoria Group.

Corolario4.16 S f: X — Y esun homeomorfismo, entonces la aplicacion inducida entre los
grupos fundamentales, m(f): m (X, z) — m (Y, f(z)) esunisomorfismo para cadaz € X.

Observacion 4.17 Esto no significa que dos espacios con grupos de Poincaré isomorfos sean
homeomorfos

(i) sl X esunespacio discreto, unaaplicaciono: [0, 1] — X escontinuas y sblo s esconstante.
Luego, (X, x) = {e,.} y m(X,z) = 0 paracadazx € X;

(i) s X esun espacio indiscreto, todaaplicacion o [0, 1] — X escontinua. Asi, en este caso,
QX,z) ={0:]0,1] — X : 0(0) = = = o(1)}. Pero, paracadao, ™ € Q(X,x), es
o ~ 7. Luego, m (X, x) = 0 paratodo z € X.

Dos aplicaciones homotopas inducen e mismo homomorfismo sobre grupos fundamen-
tales, salvo un automorfismo interior, que se comprende por el hecho de que dos aplicaciones
hombtopas pueden enviar € punto base de X en distintos puntos base de Y

Teorema 4.18 Sean f, g: X — Y aplicaciones continuas, H : f ~ g unahomotopiay x € X.
Seao: [0, 1] — Y e camino dado por o(t) = H(z,t). Entonces, m1(g) = ¢, o m1(f), donde
v, €s el isomorfismo inducido por o, seglin el teorema 4.11.

Corolario 4.19 S dos espacios conexos por caminos tienen el mismo tipo de homotopia, en-
tonces tienen grupos fundamental es isomorfos.

Corolario 4.20 Severifican las siguientes propiedades

(i) s A esunretracto por deformacionde X ya € A, entonceslainclusionis: A— X induce
un isomorfismo entre 7, (A4, a) y m (X, a);

(i) todo espacio contractil tiene grupo fundamental trivial.

Definicion 4.21 Si X es conexo por caminosy m; (X)) estrivia, se dice que X es simplemente
COoNexo.
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Observacion 4.22 El corolario 4.20 (ii), dice que un espacio contractil es simplemente conexo.
El reciproco no es cierto: si n > 1, S™ no es contréactil, pero es simplemente conexo; esto no
podremos comprobarlo hasta el Ultimo capitulo.

Teorema4.23 Sean X eY espacios, 7o € X,y € Y Yypx: X XY — X, py: X XY —Y
las proyecciones coordenadas. EI homomorfismo

@i (X XY, (20, 90)) — 71 (X, 20) X T (Y, 90),
definido por ¢ = (m1(px), m1(py)), € unisomorfismo.

Observacion 4.24 El producto de espacios simplemente conexos es simplemente conexo.

4.3 Teoremade Sefert—Van Kampen

El teorema de Seifert—Van Kampen es clave para el calculo de muchos grupos fundamentales

Teorema4.25 Sea X = U UV, donde U y V' son abiertos conexos por caminosy U NV esno
vacio y conexo por caminos. S zp € U NV, entonces, 7 (X, zo) es e producto amalgamado
delosgrupos 7, (U, zo) y m1(V, ), por € subgrupo 71 (U NV, ),

1 (X7 330) = 7T1(U, xo) *r (UNV,zo) 7T1(V, 1’0)-

Seglin €l teorema4.25, todo camino en X basado en x, se puede reescribir como un producto
de lazos basados en z, cada uno de loscualesviveen U o en V. Asi pues, un tal camino en X
puede expresarse como un elemento del producto libre 7, (U, ) * 1 (V, zo). UnlazoenU NV
representasdlo unaclasede (X, z, ), aunque puede verse como copiadedoselementosdistintos
del producto libre, uno en m, (U, o) y otro en my(V, zo). Asi, m (X, zo) puede comprenderse
como el cociente de este producto libre por algunasrelacionesde 1 (U NV, x¢) que manifiestan
justamente esta redundancia.

Corolario 4.26 Enlascondicionesdel teorema4.25, s Uy V' son simplemente conexosy U NV
€S CONeXo por caminos, entonces X es simplemente conexo.

Corolario 4.27 Enlascondicionesdel teorema4.25, s U NV essimplemente conexo, entonces
(X, o) ese producto libre 7wy (U, zg) * w1 (V, x).

Teorema 4.28 En las condiciones del teorema 4.25, si V' es simplemente conexo, 7 (X, zo) s
el cociente de 7, (U, =) por el menor subgrupo normal que contienea (U NV, ).
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Ejemplos 4.29 Como aplicacion del teorema de Seifert—\Van Kampen, se obtiene

(i) S™ es simplemente conexa, paran > 1: s Ny Sson el polo nortey el polo sur, respectiva-
mente, basta con aplicar el teorema4.25 alosabiertosU =S — {N} y V =S" — {S};

Observacion 4.30 A pesar del resultado dado en el corolario 4.26, 1a union de dos conjuntos
simplemente conexos con un punto en comin no es simplemente conexo en general, como lo

prueba el siguiente g emplo: paracadan € N, sean las circunferencias

‘ 1\2 1
Y, = {(fv,y,O) eR’: <w+—> +y2=—2}
n n

1\2 1
Zn—{(x,y,O)eRgz(x——> T }
n

n?
SeanY = |JY,, Z = (JZ., Y © cono de base Y y vértice
neN neN
(0,0,1) y Z @ cono de base Z y vértice (0,0, —1). Yy Z son
contractiles, luego simplemente conexos, Y N Z = {(0,0,0)} y
X =Y U Z no es simplemente conexo.

4.4 Grupo fundamental dela esfera

El argumento dado en el gjemplo 4.29 (i) no es valido para la esfera S!, pues la interseccion
obtenida no es conexa por caminos. Por €llo, e calculo del grupo fundamental de este espacio
debe hacerse directamente, utilizando las propiedades especiales de la esfera.

El producto de nUmeros compl g os, define una estructura de grupo topol dgico sobre laesfera

unidad S' = {z € C: |jz|| = 1}.

El punto de partidaparacalcular 7 (S') eslaaplicacion exponencial, exp: R — S, definida
por exp(t) = e?™*, Laigualdad e2™(t1) = ¢2mise2mit | que expresa de manera resumida las
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formulas clasicas del coseno y € seno de una suma, afirma que la sobreyeccion continua exp
es ademas un homomorfismo del grupo aditivo de los nmeros reales (R, +) sobre e grupo
multiplicativo de los nimeros complejos de modulo 1, (S*, .). El niicleo de este homomorfismo
esZ. Ademas, si u = ™ € S, entoncesexp ! (u) = {t + n : n € Z}.

Ademas de estas cualidades algebraicas, exp verificalas siguientes propiedades topol bgicas
Lema4.31 Laaplicacion exp: R — S! es continua, sobreyectiva y abierta.

Proposicion 4.32 La restriccion de exp a cualquier intervalo de amplitud 1 (¢,¢ + 1), esun
homeomorfismo sobre S — {exp(t)}.

Seao:[0,1] — S' un camino: paracadas € [0, 1], existe s € R tal que o(s) = exp(s). El
problema es que s no esta determinado de modo Gnico a partir de s. El objetivo ahora es probar
que paracada s € [0, 1], esposible elegir s € R de modo que o(s) = exp(s) y que lafuncion
—:]0,1] — R quelleva s en s, sea continua.

Comencemos por € lema de levantamiento de caminos

Lema 4.33 Paratodo camino o: [0, 1] — S*, con ¢(0) = exp(0) = 1, existe un Gnico camino
c:10,1]— R, tal que5(0) = 0 y expog = o. El camino ¢ se llama un levantamiento de o.

El siguiente se conoce como lema de levantamiento de homotopias

Lema4.34 Sean o, 7:[0,1] —S' caminos, talesque 0(0) = 7(0) =1 € S'yH : 0 ~ 7.
Existe una GUnica aplicacion H, tal que H = expoH Yy H : ¢ ~ 7, donde expoT = 7Yy
expos = o.

Definicion 4.35 Seao: [0, 1] —S!, un camino cerrado basado en 1. Se define el grado de o,
por deg(c) = (1), donde & es el Gnico levantamiento de o con (0) = 0.

Observacion 4.36 Enlascondicionesdeladefinicion 4.35, esclaro queexp og(1) = o(1) =1
y por lotanto deg(c) = (1) € ker(exp) = Z.

Observacion 4.37 En general, se puededefinir deg(o) = (1) —(0), parac unlevantamiento
arbitrariode o. Y ental caso, esexp (6(1) — 5(0)) = 1, esdecir, deg(o) € Z.

Observacion 4.38 El grado de un camino cerrado denota el nimero liquido de vueltas que un
punto movil o(t) recorre alo largo de S', cuando €l tiempo ¢ varia de 0 a 1. Donde liquido
significaladiferenciaentre el nUimero de vueltas positivas (en el sentido antihorario) y €l nUmero
de vueltas negativas (en €l sentido de las agujas del reloj).

Teorema 4.39 La funcion indice, ind: m(S', 1) — Z, definida por ind([c]) = deg(o) esun
isomorfismo de grupos.

De esta propiedad se deducen de manerainmediata

Corolario 4.40 S! no es simplemente conexo.
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Corolario 4.41 DoscaminoscerradosenS' basadosen 1 son homotopossi y sblo si susgrados
coinciden.

Corolario 4.42 S! no esun retracto del disco D?.

Y se deduce €l teorema del punto fijo de Brouwer
Corolario 4.43 Toda aplicacion continua f: D? — D? admite un punto fijo.

Esteresultado segeneralizaa caso de discosde dimensionesmayoresquedos: paraprobarlo
se utiliza como herramienta que S™~! no es un retracto de D™, pero no se usan argumentos de
homotopia para probarlo; lo haremos més adelante, con razonamientos de teoria de homol ogia.

Lema4.44 Sea f:D? —S! una aplicacion continua , tal que f(1) = 1. El camino en S!
definido por o(t) = f(exp(t)) posee grado O.

Veamos un teorema de meteorologia: en cada instante, existen sobre la tierra puntos an-
tipodales en los que la temperatura y la presion atmosférica son idéenticos; es e teorema de
Borsuk—Ulam

Teorema 4.45 Sea f: S? —R? una funcion continua. Existen puntos antipodales z, —z € S?,
talesque f(z) = f(—=2).

Como consecuencia de lo anterior, se deduce que no es posible dibujar un mapa—mundi, de
manera homeomorfa, sobre la pagina de un atlas

Corolario 4.46 Laesfera S* no es homeomorfa a ningln subconjunto del plano euclideo R2.

El siguiente resultado tiene que ver con ladivision de volimenes por planos. esposible, con
un Gnico corte de cuchillo, dividir dos trozos de pan y uno de jamon, cada uno de ellos en dos
mitades iguales, sin importar o muy irregulares que puedan ser estas piezas, ni sus posiciones
relativas; es el teorema del bocadillo de jamon

Teorema4.47 Sean U, V' y W tres abiertos
conexos y acotados de R?. Existe un plano que _
divide cada uno de estos subconjuntos en dos Ly :
piezas del mismo volumen. -

Unaversidn simpatica de este teorema aparece en la paginaweb EggM ath, que cubre diferentes
problemas de mateméticas relacionados con los huevos (http: //new.math.uiuc.edu/eggmath).

Ry

7
Nl
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Supongamos que queremos dividir un huevo en dos partes, de modo que cada una de ellas
contenga exactamente la misma cantidad de yemaque de clara. Si el huevo fuerasimétrico, una
superficie de revolucion, no habria problemay el cuchillo deberia cortar alo largo de cualquier
plano incluyendo este gje, como muestra la primerafigura. ¢Y qué sucede si el huevo tiene un
aspecto como €l de la segunda figura? ¢Se puede dividir un huevo frito en dos trozos con la
misma cantidad de yema que de clara? El teorema de Borsuk—Ulam afirma que si.

L os dos siguientes son |os anal ogos en dimensin uno alos teoremas de Borsuk—Ulam y del
bocadillo de jambn

Proposicion 4.48 Sea f: S'— R continua. Existen puntos antipodales z, —z € S!, tales que
f(z) = f(—2).

Y sededuce € teorema del pastel "f\; k
Teorema 4.49 SeanU yV dosabiertosconexos J 7.5': =y —‘r—; -
y acotados de R?. Existe una recta que divide rd f,:;

cada uno de estos subconjuntos en dos piezas de \ '_‘_‘

la misma area. = *’

La aplicacion indice posee también algunas utilizaciones en € estudio de campos de vectores

Lema4.50 Sean e disco D% = {(z,y) € R? : 22 + y* < R?} y X: D% — R? un campo de
vectores sin puntos singulares en su frontera. S e camino o: [0, 1] — S}, = fr(D%) definido

por o(t) = X (Rexp(t)) noesnulhomotopo, entonces X posee un punto singular en el interior
de D%,.

Como consecuencia de este resultado, se prueba que existe siempre un punto sobre la super-
ficiedelaTierra, en el cual € viento no sopla: es el teorema dela bola peluda

Teorema 4.51 Todo campo de vectores tangente a S? posee un punto singular.

Este resultado es cierto para esferas de dimension par arbitraria, como veremos mas adel ante,
sin embargo, es posible peinar esferas peludas de dimension par y toros peludos.
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4.5 Gruposde homotopia superiores

Existen analogos n—dimensionales del grupo fundamental. Son los grupos de homotopia de
orden superior, 7, (X, x), paran € Ny zq € X. En cierto sentido, los 7,, miden los agujeros
de dimension n de X.

Loselementosde 7 (X, ) son clases de homotopiade caminosen X basadosen x,. Como
primer paso en la construccion de 7, (X, xy), hay que generalizar la nocion de camino cerrado
aladelazo n—dimensional

Definicion 4.52 un n—azo en X basado en z, es una aplicacion continuao: [0, 1] — X, que
llevalafronterade [0, 1]™ en xy.

Se define e producto de dos n—-azos, 8 * a = ~, como el n-azo

o Oé(2t1,t2,-.-,tn) SIOStlS%
Yty tn) = {5(2t1_1,t2,...,tn) s;<t <1

Definicion 4.53 Dosn—azosay (5 basadosen x, son homotopos, a ~ 3, si existeunaaplicacion
continua H: [0, 1] x [0, 1]* — X, tal que

() H(O;t1, ..., tn) = alty,. .., t,), paa(ty,...,t,) €[0,1]™,
(1) H(L;t1, ... t,) = B(t1, ..., tn), para(ty,...,t,) € [0,1]",
(iii) H(s;tq,...,t,) = xo, paracadas € [0,1] y cada (¢4, ..., t,) € fr([0,1]").

Esta homotopiaes unarelacion de equivalencia, y si se denotapor [¢] laclase de los n—azos
hométopos al n—azo o, se verifica

Lema 4.54 Cuando tengan sentido los siguientes productos, se cumple
()sa~dyp~(F, entonces o~ 3 *o;
(i) (a* B) sy ~ax (Bx7);
(iii) s e: [0, 1]" — X sedefinepor &(ty, ..., t,) = xo, ENONCESE * v ~ % € ~ (;
(iv) s sedefinea(ty, to, ..., t,) = a(l —ty,ty,...,t,) YESa ~ 3, entoncesa ~ f3;
Masxa~a*xa~e.
Observacion 4.55 Queda asi demostrado que las clases de homotopia de n—azos basados en

xo forman un grupo para el producto [5].[a] = [a * (3], & grupo de homotopia de dimension n,
(X, o).

Lema4.56 ,(X,xo) €sun grupo abeliano, paran > 2. Setrata ademas de un invariante
topol bgico.
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Proposicion 4.57 S X es conexo por caminosy zy, z; € X, entonces m,, (X, zq) Y 7, (X, 21)
son isomorfos.

Teorema 4.58 S X escontractil, entonces 7, (X, zo) = 0 paracadan > 1.
Teorema4.59 S X eY sonespacios, o € X ey € Y, entonces
ﬂ-n(X X Yu (anyO)) = Wn(Xu l’o) D Wn(Yu yO)

Observacion 4.60 En general, es extremadamente dificil calcular 1os grupos de homotopia de
orden superior. De hecho, incluso para esferas, su calculo no esta alin completamente hecho. A
pesar de todo, pueden probarse resultados del tipo

(i) 7, (S*) = 7,1 (SEFY), s n k> 1;
(i) T, (S*) = 0,9 n < k;
(i) 71 (S*) = 0,8 k > 1
(iv) 7 (S") ~ Z,sin > 1.

Algunos de | os resultados conocidos son real mente sorprendentes, como se ve en esta tabla

-".-.:n.l's"| | = i_l ] :n,_-.ﬂ. rl:'___i | ms= 5 A n;l.i__l_ n=T
kwi_ | Z | I3 ST TR e I ol R
kw £ L | Ly | - e
T kmd Za | T AT _In . b I
k=4 | &L Ly Ry L3 | 9 o
F=% | %3 Z 3y I % 7 5 1 N
=6 | Za | %y | Tudia L | L | %

1 TEE Ly | Ew Loy _n!l“ T LB
E=8 | Tus | A F tz ErTEEE %
~Fk=0 | 2a | J&a 1L3 1%y Ay i3
—E=10 | 1%z | Fnndt: | Lim@ Ll | frabiy | End i | LB iz

4.6 Problemas

1.- Sean X un espacio topologico, A C X, is: A— X lainclusion natural y r: X — A una
retraccion. Dado a € A, demostrar

(i) m1(r): m (X, a) — 71 (A, a) esun epimorfismo;

(i) m1(ia): m1 (A, a) — 71 (X, @) € un monomorfismo;

(iii) si r esunaretraccion por deformacion, m(i4): m1 (A, a) — 7 (X, a) €sun isomorfismo.
2.- Sea X un espacio conexo por caminos, a,b € X y ¢ un camino uniendo estos puntos.

Demostrar que m; (X, a) esabeliano si y sdlo el isomorfismo ¢,: 71 (X, a) — 71 (X, b) definido
por o segun el teorema 4.11, no depende de hecho de .
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3.- Probar que s X es un espacio conexo por caminos, son equivalentes
(i) X es simplemente conexo,
(i) dos aplicaciones cuaesguiera f, g: S* — X son homotopas,
(iii) toda aplicacion continua f: S — X se extiende ala bola unidad cerradaD?.

4.- Probar las siguientes propiedades en el espacio topolbgico X

(i) sl o esun camino en X y h:[0,1]— [0, 1] es continua, tal que ~(0) = 0y h(1) = 1,
entonceso ~ o o h;

(i) s o0 esun camino en X y h:[0,1]— [0, 1] es continua, tal que ~(0) = 1y h(1) = 0,
entonces ~ o o h.

5.- Sea X un espacio topologico, 0:[0,1] — X uncaminoy 0 =ty < t; < ... < t, = 1
una particion de [0,1]. Paracada j € {1,...,n}, definimos e camino o;: [0,1] — X por
oi(s) =0o((1 —s)tj_1 + st;). Probar que [o] = [0, * ... * 01].

6.- Sea X un espacio topologico, x € X y ¢(x) lacomponente conexa por caminos que contiene
ax. Probar que los grupos 7 (X, z) y m(c(x), z) son isomorfos. Por esta razon, basta con
enunciar la mayoria de | as propiedades de homotopia para espacios conexos por caminos.

7.-Seano, 7: [0, 1] — S* dos caminos cerrados. Sedice que o y 7 son libremente homotopos, S
existe unahomotopialibreentreellos H : o ~ 7, ta que H(0,t) = H(1,t), paracadat € [0, 1].
Se pide probar

(i) s o y 7 son libremente hombtopos, entonces deg(o) = deg(T);

(ii) si deg(o) = deg(T), entonces o y 7 son libremente homotopos. Ademés o ~ 7, cuando
tienen el mismo punto base.

8.-Sea|S!, S'] e conjunto delasclasesde homotopialibredeaplicacionescontinuas f: St — S*.
A cada|f] € [S',S'], seleasociasu indice, que se define por ind([f]) = deg(f o exp,), donde
expy: [0, 1] — S! eslaaplicacion exponencial exp,(t) = ¢***. Probar

(i) laaplicacion indice, ind: [S!, S'| — Z, esta bien definiday es biyectiva;

(ii) dada una aplicacion continua f: S' — S, existe una funcion continua f:10,1] —R, ta
queexpof = f oexp,. Estaaplicacion esta determinada salvo una constante aditiva de

laformak € Z, eind(f) = f(1) — f(0). Ademés, f:S' —S' esnulhomotopasi y solo
s existe f: S' — R continua, tal que f = expof.

9.-Sean X C R", g € X eY un espacio topologico tal que f: X — Y es continua. Probar
ques f sepuedeextender a F': R" — Y, entonces 71 (f) estrivial.
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10.- Probar que € conjunto de los puntos z € D? paralosque D? — {2} essimplemente conexo
es precisamente S' = fr(D?). Deducir que si f:D? —D? es un homeomorfismo, entonces
f(8h) =8

11.- Sea (X, d) un espacio métrico compactoy a,b € X. SeaP e conjunto de caminosen X
dea ab, conlamétrica p(a, ) = {sup{d(a(s),[(s))} : 0 < s < 1}, paraa, 5 € P. Probar
quea ~ [ siysblos ay [ estan en la misma componente conexa por caminos de P.

12.- Calcular los grupos fundamentales de

(i) un espacio discreto, un espacio indiscreto, la recta racional, € toro T?, la figura de ocho,
una coronacircular, R — {(0,0)};

(ii) larosade n pétalos, G,,, union por un punto de n copiasde S';
(i) X = {(z,y) e R?: =1 < z,y < 1yx by € Z} (indicacion: X tiene el mismo tipo de
homotopia que unarosa de 4 pétal 0s);

(iv)Y = R? — A, donde A = {(z,0) € R? : x € Z} (indicacion: (Y, (1,1)) €sun grupo
libre con una cantidad numerable de generadores);

(V) m (X, ), donde X esel espacio de Hausdorff X = AU B, Ay B son homeomorfosaun
toroy AN B = {zy};

(vi) X, el espacio obtenido de S*~! x IR, eliminando k subconjuntos disjuntosy homeomorfos
cada uno de ellos al disco abierto D™,

(vii) paran < m, R™ — R"y S™ — S";
(viii) paran < m, R™ — §";
(ix) X,donde X = {a,b,c,d}yT={X,0,{a,b,d},{a,c,d},{a,d},{a},{d}};

(X) X VY, donde (X, z) e (Y,y) son espacios con puntos base (recordar que X VY es e
cociente delasumadisunta X U Y a identificar sus puntos base).

13.- Sean ¢ y 7 dos lazos en R? con punto base (0, 0). Construir una homotopia de caminos
entre ellos.

14.- Sean o y 7 loslazosen S!, o(t) = (cos2nt,sin2wt) y 7(t) = (cos27t, —sin 27t). De-
mostrar que no son caminos homotopos.

15.- Demostrar las siguientes propiedades
() R?> — {p1,...,p,} noeshomeomorfoaR? — {¢1,...,qm}, S n # m;
(i) R™ — {p} essimplemente conexo, si n > 2;
(iii) s n > 2, R™ y R? no son homemorfos;
(iv) S n > 2, S" y S? no son homemorfos.
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4.7 Problemasadicionales

1.- El espacio proyectivo real

El espacio proyectivo real de dimension n se define como €l cociente RP" = S™/ ~, donde ~
eslarelacion de equivalencia sobre la esfera que identifica puntos antipodales. Con latopologia
cociente inducidaRPP" es un espacio de Hausdorff y compacto. Seap: S* — RP™ laaplicacion
cociente, que es abiertay locamente inyectiva. Se pide probar

(i) cada punto p(x) € RP" posee un entorno abierto V, tal quep~(V) = V U —V es union
de dos abiertos, cada uno de los cual es se aplica homeomarficamente por p sobre V. V' se
[lama un entorno distinguido de p(z) € RP™;

(i1) laaplicacion cociente posee lallamada propiedad de levantamiento de caminos, es decir, S
tenemosuncaminoo: [0, 1] — RP"y z, € S™ estal quep(z,) = o(0), entoncesexisteun
Unico caminog: [0, 1] — S", tal qued(0) = 2oy 0 = poa. & sellamaun levantamiento
del camino 0. Dado o: [0, 1] — RP", existen precisamente dos levantamientos 5 y ¢ y
verifican o = —a;

(iii) dados p(x),p(y) € RP", se define d(p(x), p(y)) = min{|lz -y, [l + y||}, es decir,
geométricamente, d(p(x), p(y)) eslalongitud del menor lado del rectangul o cuyosvértices

sonz, —x,y Yy —y. Probar que d es una métrica sobre RIP™, compatible con su topologia.
Con esta métrica, diam(RP") = /2;

(iv) RP! es homeomorfo aS*;
(V) seann > 2y xy € S". Dados dos caminos cerrados o y o, basados en p(zy) € RP”,

sean o, y o, Sus levantamientos con origen en z,. Entonces, o1(1) = o3(1) Sy s0lo s
o1 ~ 0. Concluir que m; (RP™) es un grupo con dos elementos.

2.- Utilizar las propiedades de la aplicacion indice para dar una prueba topol 6gica del teorema
fundamental del algebra: un polinomio p(z) = 2" +a, 12" ' +...+ a1z +ap, degradon > 1
y de coeficientes ay, . . . ,a,_1 € C, tieneunaraiz en el plano complejo.

3.- Utilizar el teoremade Borsuk—Ulam, parademostrar el Teorema de Luster nik—Schnirel mann:
si S? se escribe como union de tres subconjuntos cerrados, S? = Fy U F, U Fy, entonces existe
i € {1,2,3}, tal que F; contiene un par de puntos antipodal es.

4.- Sea X d toro T? privado de un punto, es decir, un asa. Se pide

(i) probar que X tiene el tipo de homotopia de la figura de ocho (ver € problema 7 en 3.3);

(ii) probar que lainclusion i: S' — X induce el homomorfismo 7 (¢): 71 (S') — 7, (X)) que
lleva el generador de ;(S') en el elemento a~'b~'ab, donde m;(X) es €l grupo libre
generado por a Y b;
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(iii) aplicar €l teoremade Seifert Van—K ampen paraprobar quer; (T?) ~ (a,b | a='b~tab = 1).

5.- SeaY labotellade Klein K2 privada de un punto. Se pide

(i) probar que Y tiene el tipo de homotopia de la figura de ocho;

(i) probar que lainclusion j: S — Y induce € homomorfismo 7 (j): m; (S!) — m (V) que
lleva el generador de 7, (S*) en el elemento a~'b~'ab~!, donde 7, (Y) es el grupo libre
generado por a y b;

(iii) aplicar el teoremade Seifert Van—Kampen paraver quer; (K?) ~ (a,b | a= o~ tab™ = 1);

(iv) observar que el asa(ver e problema4) eY tienen el mismo tipo de homotopia, sin embargo,
no son espacios homeomorfos. ¢Por que?

6.- Sea Z el plano proyectivo real RP? privado de un punto. Se pide

(i) probar que Z tiene € tipo de homotopia de una circunferencia;

(i) probar que lainclusion k: S' — Z induce € homomorfismo 7y (k): 71 (S') — 71 (Z) que
llevael generador de 7, (S') en el elemento a2, donde 7, (Z) es el grupo generado por a;

(iii) aplicar el teorema de Seifert Van—Kampen para probar que m; (RP?) ~ (a | a* = 1);
(iv) probar que S no es un retracto de RIP?.

7.- Calcular lostipos de homotopia de una camiseta, una chagueta sin abotonar, un pantalon, un
pantal6n con un agujero en uno de sus bolsillos y un par de zapatos (hay zapatos con cordones,
con cremallera, ...).

8.- Sea X C RR? e conjunto compacto que consiste en todos |os segmentos que unen p = (0, 1)

con g, = (%, 0), paran € N, junto con el segmento de p a punto (0, 0).
‘F
S A={(0,0)} C X, sepide probar

() lainclusion i : A— X esunaequivalencia
de homotopia;

(if) A no esun retracto por deformacion fuerte
de X. ais

9.- Sea f: X — Y unaaplicacion continua. Decidir si |as siguientes afirmaciones son ciertas o
falsas, demostrandolas o dando un contragjemplo

(i) s f: X — Y essobreyectiva, entonces 71 (f): m1 (X, x) — m1 (Y, f(z)) es sobreyectiva;
(i) s f: X — Y esinyectiva, entonces m; (f): m (X, z) — w1 (Y, f(x)) esinyectiva;
(i) s f: X — Y esbiyectiva, entonces 7 (f): m1 (X, x) — m (Y, f(x)) esbiyectiva
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10.- Probar que todos los espacios que siguen son homeomorfos, salvo uno de ellosy explicar
larazon.

e o)
.-'\-":-1.-& i W ._Ih.:-'_..-'
Mgl e -1
T o ( ==
o = _' g |"r —— } e -"‘\-\._
k A | e -.J.
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"H"..- 1 [ Mg | th A W o

11.- Sea C,, € circulo deradio % en R, con centro en el punto (%, 0). Sea X € subespacio de

R? formado por la union de todos estos circulos, es decir X es una union infinita numerable de
circulos, que tienen el origen p = (0, 0) como punto coman.

punto deloscirculos C,,. A X selellama
pendienteinfinito. Probar quer; (X, p) no
esun grupo libre.

e ¥

Observar que X no es la unibn por un .[;f/i_)) \-
h\%:'__ﬂ g J

-

12- Seann € N, n > 1y r:S'— S la rotacion de angulo 27, es decir, la aplicacion
r(cos(0), sin(9)) = (cos(0 + 2),sin(6 + 27)). SeaX,, el cocientedel discounidadD? obtenido
al identificar cadapunto = € S' con los puntosr(z), r*(z), ..., 7" *(z). Se pide probar

(i) X, esun espacio compacto Hausdorff, [lamado sombrero de asno de n picos;
(i) el sombrero de asno de 2 picos es homeomorfo a plano proyectivo real RIP?;

(iii) e grupo fundamental de X, es un grupo ciclico de orden n.

13.- El proposito de este gjercicio es demostrar que si G €s un grupo con una presentacion finita,

entonces existe un espacio compacto Hausdorff cuyo grupo fundamental esisomorfo aG. Se
pide probar

(i) supongamos que G tiene una presentacion finitaformada por n generadoresy m relaciones,
(0, ...,aplr1, ..., ). Sean Alaunién por un punto den circulos, m copiasDy, . .., D,

de discos unidad y una aplicacion continua f: | J fr(D;) — A. Sea X el espacio de

=1
adjuncion obtenido a partir de f (ver e problema4 en 2.5). Probar que X es un espacio
compacto Hausdorff;

(ii) probar la propiedad enunciada param = 1;
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(iii) probar €l siguiente lema agebraico: Sean f:G— H y g: H— K homomorfismosy f
sobreyectivo. S ay € Gy ker(g) esel menor subgrupo normal de H conteniendoa f (ay),
entonces ker(g o f) esel menor subgrupo normal N de G que contiene a ker(f) Y ao;

(iv) proceder por induccion sobre m, utilizando (iii) para probar el enunciado.
14.- Encontrar espacios cuyos grupos fundamentales sean isomorfos a los siguientes grupos,
donde Z,, denota €l grupo aditivo de los enteros modulo n

() Z,, x Zy,, y masengeneral Z,, X Zn, X ... X Lp,;

(1) Z,, x Z,, y masen general Z,,, * Zn, * ... % Ly, .

15.- Se consideran |os tres subespacios del plano

# . r ? y g . s

¥ | & = . | Y=\ f L=
Sepide -
(i) calcular e grupo fundamental de cada uno de ellos;
(ii) dibujar los generadores de esos grupos,
(iii) ¢son homeomorfos?

16.- Calcular € grupo fundamental de los subespacios de R? indicados en €l dibujo y decidir si
son homeomorfos

LN TN e, h
# 5 P - &

L ey ok / :{.-& v OO |
=___,-F"’r“ i N T e

17-Sea X = S2U{(2,0,0) : —1 < z < 1}. Sepide

(i) calcular su grupo fundamental y dibujar en él los
generadores de este grupo;

(i) ¢es homeomorfo alacircunferenciaS'? ¢Y ala
esferaS*?
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4. El grupo fundamental



Estudio de los espacios de revestimiento

Por la blanda arena que lame el mar

tu pequefia huella no vuelve mas,

un sendero solo de penay silencio Ilego
hasta el agua profunda.

“Alfonsinay € mar”
Féix Luna (1925-)

L os espacios de revestimiento se introducen muchas veces como simples herramientas, por
ser normalmente mas sencillos que | os espacios que cubren: por gemplo, S™ frenteaRP", como
veremos mas adel ante.

Luego, € principio de generalidad va a ser el siguiente: el objeto primario de interés sera
el espacio topolbgico X, pero cuando X es demasiado complicado, se recurre a un espacio de
revestimiento Y, mas sencillo, y se usalateoria de |os espacios de revestimiento, para obtener
informacion de X apartir deladeY'.

En lostemas anteriores, hemos desarrollado dostécnicas paracal cular grupos fundamentales

() la equivalencia de homotopia: un espacio topoldgico se reemplaza por otro cuyo grupo
fundamental coincide con el primero, pero que como espacio es mas simple;

(i) el teorema de Seifert—Van Kampen, parael calculo del grupo fundamental de esferasy otras
superficies.

Otro grupo fundamental que hemos calculado es el de S, y la estrategia para obtenerlo ha
sido usar propiedades de la aplicacion exponencial, para probar que todo camino basado en 1,
se puede levantar sobre R en un camino que empiezaen 0y que termina en un entero.

Los ingredientes basicos en |a prueba han sido tres propiedades de levantamiento
(i) lapropiedad de levantamiento Unico,
(ii) el lema de levantamiento de caminos,

(iii) la propiedad de levantamiento de homotopias.

Otracualidad que se usaes que cadapunto deS* posee un entorno distinguido (lo definiremos
mas adel ante con rigor), esdecir, un entorno abierto U, tal queexp~!(U) estaformado por copias
diguntasde U en R.

51
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En este tema se generalizan estas ideas, y se ve que se pueden aplicar técnicas similares a
una gama bastante importante de espacios topol dgicos, que engloban a las variedades conexas:
son los espaciosy las aplicaciones de revestimiento.

Unaaplicacion de revestimiento esunaaplicacion cocientey tiene muchas delas propi edades
delaaplicacion exponencial. El estudio cuidadoso delas aplicaciones de revestimiento permitira
analizar y calcular muchos mas grupos fundamentales.

Ademas, damoslaclasificacion delos espaci osde revestimiento de un espacio dado X y seve
gue depende de su grupo fundamental, en el sentido de que hay tantos espacios de revestimiento
como subgrupos de 71 (X, z). Esto prueba de nuevo € poder del functor grupo fundamental,
como método para distinguir cualidades topologicas de espacios a través de las propiedades
algebraicas de sus grupos de Poincaré.

5.1 Espaciosderevestimiento

Definicion 5.1 Sean X e Y espacios topologicos y p: Y — X una aplicacion continua. Un

abierto U C X sellama distinguido, si p~*(U) = | JU;, union disiunta de abiertos conexos
el

{U; : i € I}, cada uno de los cuaes se aplica homeomorficamente sobre U por p, es decir,

plu,: Ui — U esun homeomorfismo.
Se puede visualizar estafamilia de abiertos diguntos, como iy
una pila de hojas, que se proyectan sobre U por p.
rl
Los conjuntos U; son conexos, abiertos y cerrados en gty
p~1(U), esdecir, son precisamente | as componentes conexas .

dep=(U).

Definicibn 5.2 S Y es conexo, p: Y — X es sobreyectivay cada z € X posee un entorno
abierto distinguido, se dice que p es una aplicacion de revestimiento y que Y es un espacio de
revestimiento de X. A veces, se hablade X como de labase del revestimientoy de' Y como €
espacio total.

Observacion 5.3 Si p: Y — X es un espacio de revestimiento, los espacios X e Y son local-
mente idénticos, y las iméagenes reciprocas en Y de entornos distinguidos en X, conveniente-
mente combinados, realizan el espacio Y. Sin embargo, el espacio total y la base pueden ser
completamente distintos en un sentido global.

Ejemplos 5.4 Las siguientes aplicaciones son de revestimiento

(i) laaplicacion exponencia exp: R — S';
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r g = ——— e
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(i) La aplicacion exponencial (ii) Los revestimientos sobre esferas

(i) pn: St — S, dadapor p,(z) = 2™;
(iii) p: R* — T™, donde p(x1, . . ., x,) = (exp(x1), ..., exp(z,));

(iv) laaplicacion cociente p: S* — RP™ definidaa identificar puntos antipodales de la esfera.

Definicion 5.5 Una aplicacion continua f: Y — X es un homeomorfismo local, si para cada
y € Y, existeunentorno abierto U queseaplicapor f homeomorficamente sobre un subconjunto
abierto V' C X.

Lema 5.6 Un homeomorfismo local f: Y — X verifica
() f esuna aplicacion continua y abierta;

(ii) paracada z € X, lafibra sobre ese punto, f~!(z), es un espacio discreto.

Observacion 5.7 Laexistenciadel homeomorfismo local f: Y — X, hace que Y herede todas
las propiedades topologicas locales de X (la conexion local, la compacidad local, etc.). Si
ademas [ es sobreyectiva, X también hereda las propiedades topologicas locaesde Y.

Lema5.8 S p: Y — X una aplicacion de revestimiento, entonces es un homeomorfismo local
y una aplicacion cociente. S p esinyectiva, entonces es un homeomorfismo.

Esimportante observar que no todo homeomorfismo local sobreyectivo es unaaplicacion de
revestimiento

Ejemplo 5.9 SeaY = (0,2) C Ry laaplicacioncontinua f: Y — S* dadapor f(z) = exp(z).
f es un homeomorfismo local por ser la restriccion de la aplicacion exponencial, que es una
aplicacion de revestimiento, y es claramente sobreyectiva. Pero, no se trata de una aplicacion
de revestimiento, pues el punto 1 € S* no posee un entorno abierto distinguido.

Lema5.10 S p: Y — X esuna aplicacion de revestimiento, entonces €l cardinal de lasfibras
€es constante.

Observacion 5.11 Usando € lema anterior, podria deducirse que la aplicacion del jemplo 5.9
no es de revestimiento, a tener todas las fibras dos el ementos, excepto la del punto 1 que tiene
cardinal uno.
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Definicion 5.12 S p: Y — X es una aplicacion de revestimiento, el cardinal de cada fibra se
[lama nimero de hojas del revestimiento.

Ejemplos5.13 A continuacion, se dan giemplos de revestimientos con distintos nUmeros de
hojas

(i) pn: S* — S, pn(2) = 2", esun revestimiento de n hojas;

(i) p: S — RP™ es un revestimiento de dos hojas;

(iii) laaplicacibn exponencial es un revestimiento con una cantidad numerable de hojas.

5.2 Propiedadesdelevantamiento

Definicion 5.14 Seanp:Y — X'y f: Z — X aplicaciones continuas. Un levantamiento de f
relativamente a p, es una aplicacion continua f: 7 —Y tal quepo f = f.

Observacion 5.15 No toda aplicacion continua posee un levantamiento, aunque p sea un ho-
meomorfismo local, como se vera méas adelante.

L asherramientastécnicas clave paratrabajar con espaci os de revestimiento son lossiguientes
lemas de |evantamiento, que son generalizaciones de |las propiedades similares verificadas para
la aplicacion exponencial. Empecemos por la propiedad de levantamiento Unico

Lema5.16 Sea p: Y — X un espacio de revestimiento. S Z es conexo, f: Z — X esuna
aplicacioncontinuay f1, fo: Z —Y sondoslevantamientosde f que coinciden en algin punto
de Z, entonces, f; = fs.

Se continGa con la propiedad de levantamiento de caminos

Lema5.17 Seanp: Y — X un espacio de revestimiento, o: [0, 1] — X un camino y un punto
Yo € p~'(c(0)). Existe un levantamiento 5: [0, 1] — Y de o, tal que 5(0) = .

Y finalmente, se dala propiedad de levantamiento de homotopias

Lema5.18 Sean p: Y — X un espacio de revestimiento, oy, o1: [0, 1] — X dos caminos ho-
motopos, H : oy ~ o1 Y p(To) = 00(0). Entonces

(i) existe una Gnica aplicacion H, tal quepo H = H y H(0,0) = Zo;

(ii) teorema de monodromia: si 7, d7: [0, 1] — Y son levantamientos de los caminos o y 0
respectivamentey o,(0) = &(0), entonces oy ~ ;.

Como primera aplicacion de la teoria, podemos dar una solucion general a problema de
levantamiento para aplicaciones de revestimiento: se trata de decidir, dado un revestimiento
p:Y — X y unaaplicacion continua p: Z — X, cuando esta Ultima admite un levantamiento
¢: Z—Y. El siguiente resultado reduce este problema topologico a uno algebraico: es €l
criterio delevantamiento
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Teorema 5.19 Seanp: Y — X unrevestimiento, Z unespacio conexo por caminosy localmente
CoNnexo por caminosy ¢: Z — X una aplicacion continua. Dados z; € Z ey, € Y tales que
p(yo) = ¢(20), © posee un levantamiento p: Z — Y, verificando que ¢(zy) = yo, Sl y solo si
m1(p)(m(Z, z0)) (subgrupo de w1 (X, ¢(xg))) esta contenido en 1 (p) (w1 (Y, yo))-

Ejemplos 5.20 Algunos ejemplos de aplicacion de este criterio son

(i) dado e revestimiento exp: R —S!, la aplicacion identidad 1g:: S' —S* no se levanta
respecto aexp, porque T (1g1)(m (S, 1)) ~ Z ¢ 7 (R) = 0;

(ii) sean p3: St — St y p5: St — S! los revestimientos de tres y cinco hojas respectivamente.
p3 o selevantarespecto aps, porque my (p3 ) (m1(Sh, 1)) ~ 3Z ¢ 71 (ps) (71 (S, 1)) ~ 5Z;

(iii) s p: Y — X esun espacio de revestimiento y ¢: Z — X es continuacon m(Z, z;) = 0,
entonces siempre existe un levantamiento ¢: Z —'Y de .

5.3 Aplicacionesderevestimientoy grupo fundamental

El siguiente teorema de inyectividad caracteriza e homomorfismo inducido sobre los grupos
fundamental es por una aplicacion de revestimiento

Teorema5.21 Sea p: Y — X una aplicacion de revestimiento. Para caday € Y, e homo-
morfismo 71 (p): m1 (Y, y) — m1 (X, p(y)) inducido por p esinyectivo.

Observacion 5.22 Este enunciado prueba que € grupo fundamental de un espacio de reves-
timiento puede verse, en un cierto sentido, como un subgrupo del grupo fundamental de la base.
Pero, es necesario entender de que manera este hecho depende de la eleccion del punto base
yey.

Definicion 5.23 Dos subgrupos H; y H, de un grupo G se llaman conjugados, si existe un
elemento g € G, tal que H, = g~'H,g. Esfacil probar que la conjugacion es unarelacion de
equivalencia sobre e conjunto de todos los subgrupos de G. Ademés, H esnorma en G Sl y
sblosi H es € Gnico subgrupo conjugado a H.

Como prueba €l siguiente teorema de conjugacion, el subgrupo m(p)(m(Y,y)) puede
cambiar cuando varia el punto base, pero puede transformarse solo de un modo muy limitado

Teorema 5.24 Seap: Y — X unaaplicacion derevestimiento, dondeY esconexo por caminos.
Para cada =z € X, la familia de subgrupos de (X, x), {m (p)(m1(Y,y)) : y € p~'(x)}, €s
exactamente una clase de conjugacion.

Definicion 5.25 Sedicequeunrevestimientop: Y — X esregular, si Y esconexo por caminos
y localmente conexo por caminosy paracaday € Y, e subgrupo m (p) (7 (Y, y)) esnormal en

m(X,p(y)).
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Observacion 5.26 Esto significaen particular que el subgrupo m (p) (7 (Y, y)) esindependiente
delaeleccion del punto base y en lafibrade x, yaque el Unico subgrupo conjugado es é mismo.

Lemab.27 Seap: Y — X unaaplicacion de revestimiento, donde Y es conexo por caminosy
localmente conexo por caminos. S existey € Y tal que (p)(m1 (Y, y)) esun subgrupo normal
de 1 (X, p(y)), entonces p esregular.

5.4 El grupo delastransformaciones derevestimiento

Vamos aintroducir el concepto de grupo de las transformaciones de revestimiento y a estudiar
su relacion con los grupos fundamentales del espacio total Y y delabase X.

Definicion 5.28 Seap: Y — X unaaplicacionderevestimiento. Unhomeomorfismop: Y — Y
se |lama una transformacion de revestimiento, si p o ¢ = p. Se denota por G,,(Y") € conjunto
de las transformaciones de revestimiento de Y respecto a p.

Lema5.29 Dada una aplicacion de revestimiento p: Y — X, se verifican las propiedades
siguientes

(1) Sl 1, 2 € Gp(Y), entonces pq 0 o € G,(Y);

(i) sip € G,(Y), entonces o~ € G,(YV);

(iii) 1y € G,(Y).
Luego, G,(Y") esun grupo, llamado grupo de |as transformaciones de revestimiento.
Proposicion 5.30 Sean p: Y — X una aplicacion derevestimiento y ¢ € G,(Y'), entonces

(i) S 1,02 € Go(Y) y existe yp tal que p1(yo) = ¢2(yo), ENtONCES 1 = o;

(ii) excepto para ¢ = 1y, ¢ acta sin puntos fijos, es decir, s p(y) = y paraalginy € Y,
entonces p = 1y;

(iii) paracada x € X,  permuta los puntos delafibra p=!(z);

(iv) para cada U abierto distinguido en X, ¢ permuta las componentes conexas de p~—1(U).
Ejemplos 5.31 Algunos g emplos de tales transformaciones son

(i) paraexp: R—S!, G,(R) = {¢, : n € Z}, donde ¢,,(z) = = + n.

(ii) s p: S*— RP" es e revestimiento de dos hojas del plano proyectivo rea y a: S* — S™
la aplicacion antipodal, entonces G, (S™) = {1s», a}.

Observacion 5.32 Segin la proposicion 5.30, G,(Y') puede pensarse como un grupo de per-
mutaciones sobre cada fibra, ya que cada transformacion de revestimiento esta completamente
determinada por |o que hace sobre unafibra.
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Definicion 5.33 Si GG es un grupo de permutaciones sobre un conjunto Z y z € Z, laérbita de
z es el conjunto de lasiméagenes por G, esdecir, G(z) = {¢(z) : ¢ € G}. Sedice que G actlia
transitivamente sobre Z, s paracada z € Z, es G(z) = Z, 0 equivalentemente, s para cada
21,29 € Z,eXiste p € G ta que p(z1) = 2.

Es amenudo (til disponer de un criterio para decidir cuando dos puntos estan en la misma
orbita, y por ello damos € criterio de orbitas

Proposicion 5.34 Sea p: Y — X una aplicacion de revestimiento, donde Y es conexo por
caminos Yy localmente conexo por caminos. Entonces

(i) Sl y1, 92 € p~'(x), existe una transformacion de revestimiento que lleva y, eny, iy solo s
T (p) (1 (Y, y1)) = mi(p)(mi (Y, y2));

(i) G,(Y) actla transitivamente sobre cada fibra si y solo si p es un revestimiento regular.
En este caso, para cada y € p~'(z), la aplicacion f,: G,(Y)— p~!(x) definida por
f=() = ¢(y), es una biyeccion.

El siguiente teorema da una formula explicita para €l grupo de las transformaciones de
revestimiento en términos de los grupos fundamentales del espacio total y el espacio base, y 10
podremos utilizar paracal cular grupos fundamental es de ciertos espacios, apartir de propiedades
de susrevestimientos. El enunciado de este resultado envuelve la siguiente condicion algebraica

Definicion 5.35 Si G esungrupoy H C G un subgrupo, el normalizador de H en G, N(H),
es e conjunto deloselementos g € G, talesqueg ' Hg = H. N(H) esun subgrupo de G'y de
hecho es el mayor subgrupo de G en el que H es normal.

Podemosdar el teoremadeestructuradel grupodelastransfor macionesderevestimiento

Teorema 5.36 Seap: Y — X unaaplicacion derevestimiento, donde Y esconexo por caminos
y localmente conexo por caminosy seay € Y. S H = m(p)(m(Y,y)), losgrupos G,(Y) y
N(H) / H sonisomorfos.

Para revestimientos regulares, €l teorema dice simplemente que el grupo de las transforma-
ciones de revestimiento esisomorfo a cociente del grupo fundamental de la base por laimagen
del grupo fundamental del espacio de revestimiento

Corolario 5.37 En las condiciones del teorema 5.36, si p esregular y p(y) = x, entonces los
grupos G,(Y) y mi (X, z) /1 (p) (71 (Y, y)) son isomorfos.

Corolario 5.38 En las condiciones del teorema 5.36, s ademas Y es simplemente conexo y
p(y) = z, entonceslos grupos G, (Y') y w1 (X, ) son isomorfos.

Combinando €l corolario 5.38 con laproposicitn 5.34, se obtiene € siguiente resultado, que
proporciona una manera de identificar cada fibra de un revestimiento simplemente conexo con
el grupo fundamental de la base
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Corolario 5.39 En lascondicionesdel corolario 5.38, paracadaz € X ey € p~'(z), la apli-
cacion ®: 7 (X, z) — p~!(z) definida por ®([c]) = (1), donde & es el {nico levantamiento
de o que empieza en y, es una biyeccion.

Ejemplos5.40 Como gjemplos de aplicacion de estos corolarios, tenemos

(i) exp: R — S* es un revestimiento ciclico infinito y R es simplemente conexo. El corolario
5.38 proporciona una prueba de que el grupo fundamental de S* es ciclico infinito;

(ii) sean > 1y p: S® — RIP™ € revestimiento de dos hojas dado por laidentificacion de puntos
antipodalesen laesfera. Utilizando &l corolario 5.39, se deduce que & grupo fundamental
de RPP™ es un grupo con dos elementos, que por |o tanto esisomorfo aZ,. También puede
aplicarse el corolario 5.38 paraobtener el mismo resultado, yaque por e gjemplo 5.31 (ii)
sabemos que G,(S™) es el grupo ciclico de orden 2.

5,5 Homomorfismos derevestimiento

De momento hemos obtenido informaci on acerca de grupos fundamental es, estudiando las apli-
caciones de revestimiento. Ahora, se tratade invertir el proceso y ver 1o que puede aprenderse,
partiendo del grupo fundamental, sobre la existenciay unicidad de espacios de revestimiento.
Laidea clave viene dada por el teorema 5.24: cada espacio de revestimiento de X determina
una clase de conjugacion de subgrupos de 71 (X).

Vamos a decidir cuando pueden pensarse dos espacios de revestimiento como idénticos

Definicion 5.41 Sean X un espacio y p;: Y; — X y po: Yo — X dos revestimientos. Un
homomorfismo de revestimiento de p; en p,, €s una aplicacion continua ¢: Y; — Y5, tal que
p2 0 © = p;. Un homomorfismo de revestimiento es un isomorfismo de revestimiento, si posee
un homomorfismo de revestimiento inverso.

Lema5.42 En las condiciones de la definicion 5.41, ©: Y; — Y, es un isomorfismo de reves-
timiento si y solo si es un homeomorfismo.

Definicion 5.43 Dos revestimientos p;: Y1 — X y ps: Yo — X se dicen isomorfos, cuando
existe un isomorfismo de revestimiento entre ellos. Claramente, queda definida unarelacion de
equivalencia sobre lafamilia de los revestimientos de X .

Observacion 544 Si Y, = Yo ¥ p1 = po: Y1 — X, un isomorfismo de revestimiento es pre-
cisamente una transformacion de revestimiento.

L os homomorfismos de revestimiento son a su vez aplicaciones de revestimiento, como lo
prueba el siguiente lema
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Lema5.45 Seanp;: Y7 — X ypo: Yo — X dosrevestimientoslocal menteconexospor caminos
de X. Sea ¢ un homomorfismo de revestimiento de p; en p,. Entonces ¢ es una aplicacion de
revestimiento.

Laclave paradeterminar cuando dos espacios de revestimiento son isomorfos, es establecer
cuando existen homomorfismos de revestimiento entre ellos, y o haremos através del siguiente
criterio del homomorfismo derevestimiento

Teorema 5.46 Sean dos revestimientos localmente conexos por caminos de X, p: Y, — X
Yyp:Yo— X, Seany; € Yy eyy € Yo, talesque pi(y1) = pa(y2) = © € X. Existe un
homomorfismo de revestimiento entre p; y p, que lleva y; en y,, s y sblo si se da la inclusion

T1(p1)(m1(Y1,91)) C mi(p2)(mi(Ya, y2)).
Ejemplos 5.47 Como aplicacion del anterior criterio, tenemos

(i) sea p,:S' —S! dada por p,(2) = 2". S «a es € generador estandar de 7 (S', 1), y
recordando que p,, tiene grado n, se prueba facilmente que

mi(pn) (7 (S 1)) ={a™ k€ Z} ~nZ C m (S, 1) ~ Z.

Por € criterio del homomorfismo de revestimiento, existe un homomorfismo de reves-
timiento entre p,,, y p, Sy solo s n divideam. Y en tal caso, el homomorfismo es
justamente p ;

(i) se consideran los dos revestimientos del toro, p: R2 — T? y p;: S' x R — T2, definidos
por p(xy1,x2) = (exp(z1),exp(x2)) Y p1(z,x) = (z,exp(x)), respectivamente. Como se
verifican lasinclusiones 7 (p) (71 (R?)) = {0} C m1(p1)(m1(S* x R)) ~ Z, existe un ho-
momorfismo de revestimiento de p en p;, que es precisamente (1, x2) = (exp(z1), x2).

El siguiente teorema del isomorfismo derevestimiento resuelve la cuestion de la unicidad
para espaci os de revestimiento |ocal mente conexos por caminos, salvo isomorfismo

Teorema 5.48 Dos espacios de revestimiento |ocalmente conexos por caminos p;: Y; — X
y po: Yo— X son isomorfos sl y sOlo si para cada = € X y para cada eleccion de puntos
base y, € pr'(z) eys € py'(x), los subgrupos i (p1)(mi (Yi,41)) ¥ m1(p2)(m1(Y2, y2)) son
conjugados en (X, z).

5.6 El espacio derevestimiento universal

Cuando los resultados anteriores se aplican a espacios de revestimiento simplemente conexos,
se obtienen resultados interesantes

Proposicion 5.49 Sea p: Y — X un revestimiento simplemente conexo y localmente conexo
por caminos, entonces
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() s p1: Y7 — X esun revestimiento localmente conexo por caminos, existe una aplicacion
derevestimiento p: Y — Y7, tal quep; o p = p;

(i) s ademas X es simplemente conexo y localmente conexo por caminos, entonces p es un
homeomor fismo;

(iii) dos revestimientos simplemente conexos y localmente conexos por caminos de X son
isomorfos.

Laparte (i) de esta proposicion dice que |os espacios de revestimiento simplemente conexos
cubren a cualquier otro espacio de revestimiento de X . Por estarazon, se define

Definicion 5.50 Al Gnico (proposicion 5.49 (iii)) revestimiento simplemente conexo y local-
mente conexo por caminos p: X — X, selellamarevestimiento universal de X.
Ejemplos 5.51 Algunos g emplos de revestimientos universales son

(i) e espacio de revestimiento universal del toro T es R”, ya que p: R" — T" dada por
p(z1,...,x,) = (exp(xy),...,exp(z,)) esunrevestimientoy R™ essimplemente conexo
y localmente conexo por caminos;

(i1) del mismo modo, el revestimiento universal de RP" es S™.

Definicion 5.52 X es semilocalmente simplemente conexo, si admite una base de conjuntos
abiertos U, con la propiedad de que, todo lazo en U es hombétopo en X auna constante.

Como prueba el siguiente teorema, todo espacio razonable, incluyendo las variedades
conexas, posee un revestimiento universal. La prueba es complicada y puede encontrarse en
[Mas2].

Teorema 5.53 Sea X conexo por caminos y localmente conexo por caminos. X admite un
revestimiento universal si y solo si X es semilocalmente simplemente conexo.

5.7 Acciones propiamente discontinuasy revestimientos

El siguientepaso alahorade clasificar revestimientos, escomenzar por unespacio Yy desarrollar
unatécnica para construir espacios cubiertos por Y.

Para tener una idea de como construir espacios revestidos por Y, recordemos que una apli-
cacion de revestimiento es una aplicacion cociente y que €l criterio de la orbita prueba que €l
grupo G,(Y") actlia transitivamente sobre cada fibra cuando el revestimiento es regular, con lo
gue las identificaciones inducidas por p son exactamente:

Y1~ y2 Sy solos existe p € G,(Y) tal queys = p(y1).
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Sea ahora Y un espacio y supongamos que I" es un grupo de homeomorfismos de Y, es
decir, un conjunto de homeomorfismosde Y en Y, que contiene a 1y y que es cerrada bajo la
composicion y lainversion de funciones. Se puede entonces definir larelacion de equivalencia

Y1~ Yo Sy SOlo s existe p € I' tal que y, = p(y1).

El espacio de orbitasde I', denotado por Y/T", es el cociente de Y bajo esta relacion de equivaer
lencia. En particular, s p: Y — X es un revestimiento, la discusion del parrafo anterior, junto
con la unicidad de los espacios cociente prueba que

Teorema 5.54 S p: Y — X esunrevestimiento regular, X eshomeomorfo al espacio cociente
Y/Gy(Y).

Nuestro objetivo ahoraes dar lavueltaaeste proceso: empezar con un espacio Y y un grupo
de homeomorfismosI" de Yy construir un revestimiento p: Y — Y'/I", cuyo grupo de transfor-
maciones de revestimiento, G,,(Y"), sea exactamente I'. Debe observarse que esta construccion
sblo puede reproducirse para revestimientos regulares, porque I" actla transitivamente sobre las
fibras de cada espacio de orbitas por definicion.

Por supuesto, cualquier grupo de homeomorfismos no produce una aplicacion de reves-
timiento de este modo. Por ejemplo, si p: Y — X esun revestimiento, G,(Y") actlia sin puntos
fijos, por lo que I" debera tener esta propiedad. De hecho, G,(Y") satisface una propiedad mu-
cho més fuerte: sy € Y, U es un entorno distinguido de p(y) y U es la componente conexa
de p~!(U) que contiene a y, entonces las imagenes de U bajo distintas transformaciones de
revestimiento ¢ € G,(Y"), son diguntas. Esta propiedad tiene un nombre

Definicion 5.55 Un grupo de homeomorfismosI' de Y es propiamente discontinuo, si paracada
y €Y, existe U un entorno de ese punto, tal que o(U) N ¢'(U) = 0,5 ¢, ¢’ €Ty p # ¢'.

Teorema 5.56 Sea Y conexo por caminosy localmente conexo por caminos. S I' es un grupo
propiamente discontinuo de homeomorfismos de Y, la proyeccion natural p: Y — Y/T", esun
revestimiento regular yI' = G,(Y').

5.8 El teorema de clasificacion de los espacios de revestimiento

Vamos a agrupar todos los resultados anteriores, para dar una clasificacion completa de los
espacios de revestimiento de un espacio dado. Laidea es que cada revestimiento de X esta
cubierto por e espacio de revestimiento universal X, y que los revestimientos intermedios
pueden construirse através del universal, como cocientes por acciones de grupos adecuadas.

Asi, tenemos el teorema de clasificacion de los espacios de revestimiento

Teorema 5.57 Sean X conexo por caminos y semilocalmente simplemente conexoy =y € X
un punto base. Existe una correspondencia biyectiva entre las clases de isomorfismo de reves-
timientos |ocalmente conexos por caminos de X y las clases de conjugacion de subgrupos de
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m (X, z9). Esta correspondencia relaciona cada revestimiento p: Y — X, con la clase de
conjugacion de m (p) (71 (Y, vo)), paracadayo € p~* (o).

59 Problemas

1.- Sea p:Y — X un revestimiento, A € X y B = p !(A). Probar que la aplicacion
pa: B— A dadapor pa(x) = p(x), esaln una aplicacion de revestimiento.

2.-Seanp;: Y] — X, Yy po: Yo — X, dos revestimientos. Probar
() p1 X p2: Y7 X Yo — X x X, esun revestimiento;

(i) X1 =Xy Z ={(y1,42) € Y1 x Yo : p1(y1) = pa(y2)}, entonces p: Z — X, definida
por p(y1, y2) = p1(y1) €S un revestimiento;

(iii) identificar Z y p, cuando p; = p; = exp: R —S!.

3.- Probar las siguientes propiedades

(s G esun grupo de homeomorfismos propiamente discontinuo de X, laorbita de cada punto
G(z) ={g(x) : g € G}, esdiscreta;

(i) s a: S"—S™ esla aplicacion antipodal, entonces G = {1s., a} €sun grupo de homeo-
morfismos de S™ propiamente discontinuo;

(iii) s G es un grupo finito de homeomorfismos de un espacio Hausdorff X sin puntos fijos
(salvo laidentidad), entonces GG es propiamente discontinuo;

(V) X = R2— {0} y f: X — X eslaaplicacion definida por f(z, y) — (a:t, %) (a> 1),
entonces G = { ™ : n € Z} esun grupo propiamente discontinuo.

4.- Seap: Y — X unrevestimiento, xo € X eyy € p~(x¢). Se pide probar
(i) p esun homeomorfismo si y sdlo si 71 (p)(m1(Y, yo)) = m1 (X, z0);

(i) s X =Y ym (X, x) esfinito, entonces p esun homeomorfismo. Si 7 (X, zo) no esfinito,
¢Es p necesariamente un homeomorfismo?

(iii) s e revestimiento esregular y o esun camino cerrado en X, entonces o todo levantamiento
de o es cerrado o ninguno lo es;

(iv) si pesnotrivia y 71 (Y, yo) esnulo, entonces existe f: St — X continuaque no selevanta
af:St—Y.

5.- ¢Existe alglin espacio Y, tal que S* x Y sea homeomorfo a un revestimiento de S? 6 RP2?
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6.- Encontrar un revestimiento de dos hojas p: T? — K2, donde K? es la botellade Klein.

7.-Si p: Y — X esunrevestimiento donde X eY” son espacios de Hausdorff, probar que X es
unan—variedad siy sblos Y lo es.

8.- Sean X = R x [0, 1] y e homeomorfismo f: X — X, f(z,y) = (z + 1,1 — y). Sepide
(i) demostrar que s G = {f™ : n € Z} es e grupo de homeomorfismos generado por f,
entonces X /G eslabanda de Mobius M
(i) deducir que & grupo fundamental de M esZ.

9.- Determinar todos | os espacios de revestimiento de

(i) laesferaS' y € toro T?;
(if) un espacio X simplemente conexo y |ocalmente conexo por caminos.

5.10 Problemasadicionales

1.- Setratade calcular € grupo fundamental delabotellade Klein K2, usando como herramienta
los espacios de revestimiento. Se pide hacer lo siguiente

(i) sean los homeomorfismos f, g: C—C dados por f(z) = z+ iy g(z) = z + 5 + i.
Demostrar quego f = f~togydeducirqueG = {fmog** :mneZ,ec=001}es
un grupo de homeomorfismos de C. Laaccion de G es propiamente discontinuay C/G
es Hausdorff;

(ii) encontrar un rectangulo semiabierto que contenga exactamente un punto de cada orbita de
Gy deducir que C/G esunabotellade Klein;

(iii) un embebimiento de la botellade Klein en R*: sea p: C — IR definida por
o(x 4+ 1y) = (cos(2my), cos(4dxm), sin(4mx), sin(27y) cos(2mx), sin(27x) sin(27y)).

Demostrar que ¢ identifica cada una de las orbitas del grupo G a un punto, y deducir
que C/G es homeomorfo a I'm(p). Demostrar que larestriccion de ¢: R® — R*, donde
v(p,q,r, s,t) = ((p+2)q, (p+ 2)r,s,t), alm(p) €sun homeomorfismo;

(iv) probar que & grupo fundamental de labotellade Klein esel grupo de dos generadores, con
larelacion siguiente: G = {a™V*"™ : m,n € Z,e =00 1,ba = a~'b}.

2.- Sean laesferaS® = {(21, 22) € C? : |21]? + |22|* = 1}, p Y q dos enteros positivos coprimos
T 2miq

y la aplicacion h: S? — S? definida por h(zy, 20) = (21.627,22.6 » ). Probar que i es un

homeomorfismoy h? = 1ss.

El grupo ciclico Z, operasobre S* por n.(z1, 29) = h"(z1, 22), paran € Z,. Se pide probar
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(i) laaplicacion cociente p: S* — S* /Z,, es un revestimiento. El cociente L(p, q) = S*/Z,, se
[lama espacio lenticular, y es una variedad de dimension tresy compacta;

(i) e grupo fundamental de L(p, ¢q) esciclico de orden p;
(iii) L(2,1) es el espacio proyectivo real de dimension 3, RP?;

(iv) s L(p,q) y L(p', q¢') son homeomorfos, probar que p = p’. De hecho, L(p,q)y L(p,q’)
son homeomorfossiy sblosip =p'y (¢ = ¢'(mbdn) 6 q¢' = 1(mbd n)).

3.- Un subconjunto « de un espacio es una curva cerrada simple, si es homeomorfo aS!. Sea
p: S? — RIP? la proyeccion canbnica. Probar que si o es una curva cerrada simple en RIP?,
entonces p~! (a) es o bien unacurva cerradasimple en S? o bien launion de dos curvas cerradas
simplesen S2.

4.- Sean C,, = {(a:,y,z) eER3 > +y?=1,2= %} paan € NeY = (JC, SeaX
neN

el espacio cociente obtenido a partir de Y, a identificar los puntos {(1, 0, %) ‘n € N} aun

punto b. Probar que si p: (E, eq) — (X, b) es un espacio de revestimiento, entonces £ no es

simplemente conexo. De otra manera, se pide probar que X no posee espacio de revestimiento

universal.

5.- Explicar porgue los siguientes no son espacios de revestimiento
(i) p:[-1,1]—[0, 1], donde p(z) = |z[;
(i) p: L—S', donde p(z,y) = exp(z +y)y L ={(z,y) e R*:x € Z 0y € Z};

(i) p: R? — {(0,0)} — T2, restriccion de la aplicacion exponencial a plano privado de un
punto.

6.- Seak € Ny fi: S' —S! definidapor fi.(2) = 2*. Sepide:
(i) s o esunlazo en S' basado en 1y de grado n, probar que f;, o o esun lazo en S' basado
enl,
(i) ¢cudl es el grado del camino f;, o 0?
(iii) describir e homomorfismo 7 (f5): w1 (S', 1) — 1 (S, 1).
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Vienen de | os esfuer zos sobrehumanos
y van a la cancion, y van al beso,

y van dejando por € aireimpreso

un olor de herramientasy de manos.

“El rayo que no cesa”
Miguel Hernandez (1910-1942)

El primer grupo de homotopia estudia propiedades de conexion. En un cierto sentido, detecta
agujeros, ya que, por eiemplo distingue S? de T?, es decir, reconoce €l agujero obvio del toro;
laesferay el toro son superficies que limitan agujero del espacio de dimension tres, pero no nos
referimos aqui a ése.

Si trazamos una curva cerrada simple sobre el plano, ésta determina una parte interior y
otra exterior. Es decir, esta curva es la frontera comin de dos porciones disjuntas del plano.
Si hacemos |lo mismo sobre la superficie de una esfera, de nuevo una curva cerrada simple es
la frontera comUn de dos porciones diguntas de esta superficie. Para contrastar esta situacion,
podemos hacer |0 mismo sobrelasuperficie del toro: si denotamospor «y 3 los dos generadores
del grupo fundamental de T?, la curvaa no divide € toro en dos partes disjuntas, es decir, o no
es lafrontera de dos zonas separadas de T2.

Laposibilidad detrazar una curva cerrada sobre una superficie sin que ladividaen dos partes
diguntas, es claramente una propiedad topologica: s .S es una superficie, o una curva cerrada
sobre S, S’ es una superficie homeomorfaa S'y ¢’ eslacurvaque corresponde ac sobre S’ por
ese homeomorfismo, entonces o dividea S en dos partes diguntas, si y solo si ¢’ hace lo propio
sobre S’.

Esta propiedad topol 6gica invariante es una manera de distinguir dos superficies distintas.
No es un examen demasiado preciso, por supuesto, ya que hay algunas superficies topol dgicas
diferentes, paralas que unatal curva puede trazarse.

¢Como puede refinarse esta prueba? Si comparamos €l toro T2 con la superficie compacta
de género dos T, (con generadores o, 3y o/, 3’ y con las notaciones obvias), y se corta €l toro
por 'y /3, estamos llevando €l toro sobre un rectangulo en €l plano.

65
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Si se hace lo mismo con la superficie compacta de género dos, no puede llevarse sobre el
plano lafiguraresultante, y se pueden hacer alin otros dos cortes por ' y ', hasta poder |levar
lafigura resultante sobre R2.
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Estos g emplos sugieren que se puede asignar una medida numérica al hecho de dividir o
ser frontera de porciones de superficie para una curva cerrada. El nimero maximal de curvas
cerradas alo largo de las cuales la superficie puede cortarse sin dividirla en dos 0 mas partes
diguntas, es claramente una propiedad topol dgica.

Para generalizar |o que acabamos de exponer para superficies a otros espacios, considerare-
mos no sblo cuando ciertas curvas cerradas son frontera o no, sino también cuando determinados
trozos de variedades cerradas de dimensiones arbitrarias y embebidas en €l espacio ambiente,
son o no frontera de algn subespacio.

L ahomol ogiaesun modo de contar agujerosde cual quier dimensi 6n en un espaciotopol 6gico,
y en ese sentido, es una medida de la complejidad de dicho espacio.

Con lateoria de homologia, vamos a pasar de espacios topol 6gicos a unafamilia numerable
de grupos abelianos {H,(X) : n > 0}, de modo que toda aplicacion continua f: X —Y
tenga asociado un homomorfismo H,,(f): H,(X)— H,(Y), paracadan > 0, y verificando
|as siguientes propiedades

(i) s f esunaequivalenciade homotopia (en particular, si f esun homeomorfismo), H,,(f) es
un isomorfismo; es decir, laestructurade H,,(X') depende solo del tipo de homotopia del
espacio;

(i) s f1 ~ fy, entonces H,,(f1) = H,(f), paracadan € N;

(iii) Ho(X) indica el nUmero de componentes conexas por caminosde X y sin > 0, H,(X)
tiene algo que ver con una cierta conexion de orden superior;

(iv) s X esconexo por caminos, H;(X) esel abelianizado de 1 (X);
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(v) sl X esunan—variedad compactay conexa, el grupo H,,(X) esciclicoinfinitoy H,(X) = 0,
parag > n.

Una buena manera de entender la homologia esta dada por el teorema de Green: sea D un
disco abierto en R? del que se han eliminado un niimero finito depuntos 21, . . . , z,. Supongamos
gue existen curvas cerradas v, 71, - . ., v, €n D como en lafigura

Cada ~; es una curva cerrada ssimple que tiene a z; en su interior y € resto de los puntos
z; (para j # i) fuera; todos los ; estan situados en €l interior de y. Si « esta orientada en
sentido antihorario, entonces las curvas ; estan orientadas en el sentido de las agujas del reloj.
El Teorema de Green asegura, con ciertas hipotesis de diferenciabilidad sobre estas curvas y

sobre funciones P, Q: D — R, que
(@ — 8—P> dxdy,

A(de+Qdy)+Ll(de+Qdy)+...+/(de+@dy):/R/ 5 o

donde R eslaregion sombreada en lafigura

Parece tentador escribir la suma de |as integrales de linea méas concisamente como

«f (Pdx + Qdy)”
Yty1i+--+vn

Por otro lado, en vez de describir como son las orientaciones sobre cada curva, podriamos
usar coeficientes con signo para indicarlo. Si ademas no se exige que las curvas sean ssimples
y se permite que cada curva ~; dé varias vueltas alrededor de z;, podemos admitir también
combinaciones Z-ineales de curvas cerradas en D.

[

Dadosdos puntos a, b € D, podemos preguntarnos si laintegral de linea /ﬁ (Pdz + Qdy) es
independiente del camino (5 elegido de a ab. De otro modo, Si « es un segundo camino en D
dea ab, g,es/(Pda: + Qdy) = /(Pda; + Qdy)? Estos dos caminos son ejemplos de lo que

B a
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mas adelante llamaremos cadenas. Claramente, s v = § — a (vamosde a ab por (5 y luego
regresamos invirtiendo «, es decir, v = @ * (3) las dos integrales de linea tienen el mismo valor

Sysolos /(de+ Qdy) = 0.
il

Todos estos argumentos nos conducen a trabajar con caminos cerrados - que son g emplos
delo que despuésllamaremos ciclos - y €l teorema de Green propone que consideremos uniones
finitas de curvas cerradas orientadas. algebraicamente trabajamos con combinaciones formales
Z-inealesdeciclos. Si ahorarestringimos nuestraatencion apares defuncionesexactas (P, @),

. : ., or oF
es decir, tales que existe una funcion F: D — R con e Py i @, y por lo tanto,
T Y
0 oP : : . . .
a—Q =S entonces el teorema afirmaque laintegral de linea se anula, si las curvas orientadas
€z Y

que aparecen forman €l borde de unaregion R de dimensibn 2 en D.

Asi, estamos interesados en curvas orientadas, en curvas cerradas orientadas y en curvas
frontera (es decir, una cierta union finita de curvas cerradas orientadas). Sobre el conjunto
S1(D) = {combinacionesZ — lineales de curvas orientadasen D} se puede entonces definir
larelacion de equivalenciaa ~ (3 Sy solo s / (Pdz + Qdy) = / (Pdx + Qdy), paratodos

B

«

los pares exactos (P, (). Tales combinaciones lineales oy 3 se dirén homologas; |as clases de
equival enciade tales combinacioneslineal es sellamaran clases de homol ogia. Por lo comentado
antes, o y (3 son homologos precisamente cuando o — 3 es un borde. Luego, laintegracion es
independiente de caminos que viven en la misma clase de homologia.

Hay analogos en dimensiones superiores a esta discusion: |os teoremas de Stokes y Gauss
en dimensiones dos y tres; y hay una version para integracion sobre variedades diferenciables
de dimension arbitraria.

6.1 Preliminaresafines
Definicion 6.1 Un subconjunto A del espacio euclideo es afin, si paracada z,y € A, larecta
por x e y estacontenidaen A. Y esconvexo, si €l segmento por z ey estaen A.

Obviamente, todo conjunto afin es convexo. El vacio y los puntos son trivialmente afines.
Teorema 6.2 Sea {X;},c; una familia de subconjuntos de R"™ convexos (respectivamente,

afines), entonces ﬂ X; estambién convexo (respectivamente, afin).
JjeJ
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Tiene sentido hablar del subconjunto convexo
(respectivamente, afin) en R™ generado por X
en R, es decir, la interseccion de los subcon-

juntos convexos (respectivamente, afines) deR™ ; *e/
conteniendo a X. Al subconjunto convexo ge- .
nerado por X, [X], se le [lama la envolvente g *
convexa de X y existe, pues R™ es &fin, luego T~
convexo. nd

Vamosadescribir el conjunto [ X ], para X finito.

Definicion 6.3 Una combinacion afin dem + 1 puntospy, . . ., p,, € R™ esotro punto x € R",
x = topo + ...+ tympm, dondety + ... +t,, = 1. Unacombinacion convexa es una afin, para
laquet; > 0, paracadai € {0,...,m}.

Teorema 6.4 S {py,...,pm} C R, entonces el conjunto convexo formado por esos puntos o
m~simpliceafin devértices{po, . .., pm }, [Po, - - -, Pm], €Slafamilia de todaslas combinaciones
lineales convexas de los puntos py, . . . , P

Corolario 6.5 El conjunto afin generado por {py, - .., pm} C R"™, consiste en todas las combi-
naciones afines de esos puntos.

Definicion 6.6 Un conjunto ordenado de puntos sellamaafinmenteindependiente, si € conjunto
{p1—p0, P2—D0, - - -, Pn—Po }» €SUN Subconjunto linealmenteindependiente del espacio vectorial
real R™.

Todo subconjunto linealmente independiente de R™ es afinmente independiente; el reciproco
no es cierto, ya que un conjunto linealmente independiente junto con el origen, es afinmente
independiente.

Ejemplos 6.7 Setienen los siguientes ejemplos

(i) {po} esafinmente independiente, pues no existen puntos de laformap; — p, parai # 0y €
conjunto vacio () es linealmente independiente;

(ii) {po, p1 } es afinmente independiente si py # p1;
(iii) {po, p1, 2} €s afinmente independiente, si |os puntos no son colineales;

(iv) {po, p1, p2, p3} €s afinmente independiente, si [os puntos no son coplanarios.

Teorema 6.8 Sobre un conjunto ordenado de puntos {p, . .., p,} C R™ son equivalentes las
siguientes condiciones

() {po, - - ., pm } esafinmente independiente;

(i) si {so,--.,sm} C R satisface la relacion sopg + ... + SpupPm = 0Y So+ ... + S, = 0,
entoncessg = ... = s, = 0;



70 6. Homologia Singular

(iii) para cada x € A, e conjunto afin generado por {po,...,pm} C R, tiene una Gnica
expresion como una combinacion afinz = topg + ... + typm Yo+ ... + b, = 1.

Corolario 6.9 La independencia afin es una propiedad del conjunto {py,...,pm} C R", que
no resulta del orden dado.

Corolario 6.10 S A esel conjunto afindeR™ generado por e conjunto afinmenteindependiente
{po, - .., pm} C R", entonces A esun trasladado de un subespacio vectorial VV m—dimensional
deR", A =V + xg, paraalgin xy € R".

Definicion 6.11 Seael conjunto afinmenteindependiente{p, . .., p.,n} C R™yseaA e conjunto
afin generado por esos puntos. Si x € A, por el teorema 6.8, sabemos que existe una Gnica
(m-+1)—tupla(to, t1,...,t,) ta queto+...+t, = 1ytopo+...+tmpm = x. Loscoeficientes
de esta (m + 1)-tupla, sellaman coordenadas baricénticas de z, relativas al conjunto ordenado
{po, - .., pm}. Estas coordenadas no dependen del espacio ambiente R™.

Proposicion 6.12 S {py, ..., pm} C R™esunconjunto afinmenteindependiente, entonces cada
x € [po, ..., pm) tieneunaexpresioninicadelaformax = topo+. . . typm, parate+. . .+t, =1
yt; > 0,1 € {O,,m}

Definicion 6.13 S {po, . ..,pm} C R™ esun conjunto afinmente independiente, el baricentro
de [po. - - Pm) € =25 (po + - . . pim) €S degir, su centro de gravedad.

Ejemplos 6.14 Algunos g emplos de baricentros son
(i) po es el baricentro de [py;
(i) el baricentro del segmento [py, p1] es el punto medio de este segmento, %(po +p1);

(iii) e baricentro de [pg, p1, p2| (tridngulo de vértices py, p1 Y p2, junto con su interior) es el
punto % (po + p1 + p2);

(iv) el baricentro de [po, p1, p2, ps] (tetraedro sblido de vértices py, p1, p2 Y p3) €s € punto
i(po Tpitpat P3) . Lacaratriangular opuestaa p;, consiste en |os puntos cuyai—esima
coordenada baricéntricaes 0;

(V) parai = 1,...,n,8 ¢; = (0,.. .,(i), ...,0) c R™", e conjunto de puntos {ey, ..., e, }
es afinmente independiente (incluso lineal mente independiente). ey, .. ., e, consiste en
las combinaciones lineales convexas © = tyeq + ... + t,e,. EN este caso, las coorde-
nadas baricéntricasy cartesianas coincideny e, . . ., e,| = A, esel simplice geométrico
estandar.

Definicion 6.15 Sean una familia de puntos afinmente independiente {po, ..., pn} C R*y A
el conjunto afin generado por ellos. Unaaplicacion afin T: A— R* (paraagln k € N), esuna
funcion satisfaciendo T'(topo+ - - . +tmpm) = toT (po) +. . .+t T (pm), dondety+. . .+, = 1.
Larestriccionde T a[py, . . . , pm] Se llamatambién una aplicacion afin.
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Asi, las aplicaciones afines preservan combinaciones afinesy por lo tanto, combinaciones
convexas. Es claro que una aplicacion afin esta determinada por sus valores sobre un conjunto
afinmente independiente, su restriccion a un simplice se identifica por sus valores sobre los
vértices. Por otro lado, la unicidad de las coordenadas baricéntricas relativas a {po, - . - , P },
prueba que unatal aplicacion afin existe, porque la formula dada esta bien definida.

Teorema 6.16 S [po, . .., pw] €S un m—simplice, [qo, - - -, ¢,] €S un n—simplice y se tiene una
funcion arbitraria f: {po,...,pm}—[q,--.,qn], entonces existe una Gnica aplicacion afin

T:[pos- - Pml—q0 - - -, qn), tal Qe T'(p;) = f(pi), parai € {0, ..., m}.

6.2 Teoriasingular

En todo lo que sigue, puede reemplazarse el grupo Z por cuaquier anillo (Q, R, etc), obtenién-
dose teorias de homologia con coeficientes.

Se considera un producto numerable de copias de R, HR = R,y paracadan € N, los
neN
(n)

vectores ey = (0,0,...,0,...),e; =(1,0,...,0,...), e, = (0,..., 1,...,0,...), €tc.

Identificamos R™ con €l subespacio de R> que posee todas las componentes mayores que
n nulas. Paracadan > 0, sea A, € n—simplice geométrico estandar, es decir, la envolvente
convexadelospuntoseg, e1, es, . . . e,. ASl, Ag esun punto, A; esd intervalo unidad, A, esun
triangulo (incluido suinterior), A esuntetraedro, etc. Observar ademéasque A,, eshomeomorfo
al disco cerrado unidad D™, paran > 0.

Definicion 6.17 Sean pog, p1, . .., p, puntos linealmente independientes en un espacio afin E.
Sea f:R™ — FE laUnicaaplicacion afin que llevae; en p;, parai € 0,1,...,n. Larestriccion
de f aA,, fla,, sedenotapor (pop; . ..pn). En particular, laidentidad (ege; . ..e,) = 1a,, S€
denota por 6,,.

Definicion 6.18 Sea X un espacio topol6gico. Un n—simplice singular en X, esunaaplicacion
continua f: A, — X.

Es decir, un O-simplice singular puede identificarse con un punto en X, un 1-simplice singular
puede pensarse con un camino en X, un 2-simplice singular es una aplicacion del triangulo
estandar en X. Observar que f(A,) puede incluso degenerar en un punto. Por giemplo, la
aplicacion afin (pop: - . . pn): A, — E, esun n—simplice singular en el espacio &fin £.
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Vamos a aprender a sumar y restar estos simplices de manera puramente formal.

Definicion 6.19 Se considera e grupo abeliano libre generado por los n—simplices singulares,
S,(X), cuyos elementos son combinaciones lineales formales del tipo Zna.a, es decir, de

n—simplices singulares o y cuyos coeficientes n, € 7Z son todos nulos, salvo una familia finita
deellos S, (X) = {D n,.0:0esn—simplicesingular, n, €Z, n,=0 pcto}.

S,»(X) sellamael conjunto de las n—cadenas singulares. Observar que la Unica manerade que
unatal suma seanula, es que lo sean todos sus coeficientes.

Definicion 6.20 Seann > 0y 0 < 7 < n. Laaplicacion afine': A, — A, definida por
el = (egey...6 . ..e,), €SMeEC,
i N €; S j <1
€n<6]) - { €j+1 Slj ZZ 9
se llama i-ésima cara geométricade A, y lleva A,,_; homeomoérficay afinmente sobre la cara
(desde el punto de vista geométrico usual) opuesta al vérticee; en A,,.

Lema6.21 S j < i,sedalaigualdad el ol =), oci A, | — A,

Definicion 6.22 Si o esun n-simplicesingular en X, sedefinelai—ésima cara, ¢ de s, como
el (n — 1)-simplice singular definido por o o i . En particular, e/, = (6,,).
S X esunespacio afin,y o = (pop; . . . pn), entonces ¢ = (pop1...Pi ... pn).

Por e momento, estamos considerando caras no orientadas.

Definicion 6.23 Lafronteradeun n—simplicesingular o, esla(n — 1)—cadenasingular definida

por 0, (c) = Z(—l)ia(i), es decir, eslasumaformal de sus caras, dotadas de signo.
=0

Ejemplos 6.24 Algunos g emplos de fronteras son

(i) la frontera del 2-simplice (epeie2) €S Da(eperea) = (ere2) — (epea) + (eper) y puede
interpretarse como la suma algebraica de los bordes del triangul o estandar, con los signos
elegidos de modo que se empieza por e, y se viga arededor de un lazo hasta volver a
llegar aey. Observar que en realidad no se trata de un lazo, sino de una sumaformal con
signo de tres caminos;

n

(i) s X esunespacio afiny o = (pops - - - pn), €NtONCES 0, (0) = Z(—l)i(popl coiDieDPn)-

b Fam
-y ol oo /*"”‘.
i I — y
L — :'-T'

P "
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Por linealidad, se puede extender el operador frontera a un homomorfismo de grupos

abelianos, 9,,: S,,(X) — S,_1(X), donde 9, (an ):an.an(a)

Observacion 6.25 La frontera de una O—cadena, se define como 0, es decir, convenimos que
S_1(X) =0.
Tenemos asi e [lamado complejo de cadenas singulares (S.(X), 0.),

LS (X)) B 8, (X)) M5 S, (X)) — B 5 () B 5(x) o,

gue verificala siguiente importante propiedad
Lema 6.26 Paracadan > 0,es0, o 0,41 = 0, esdecir, Im(0,4+1) C Ker(0y).
Esto dalugar alas siguiente definiciones

Definicion 6.27 Una n—cadena singular ¢ € S, (X) esun n—ciclo, s d,,(c) = 0, es decir, s
c € Ker(0,).

S existe ¢ € S,41(X), tal que 9,,41(¢) = ¢, se dice que c es un n—borde, de otro modo,
c € Im(Ony1).

Observacion 6.28 Si sedenotapor Z,,(X) el conjunto delosn—ciclosy por B, (X) €l conjunto
de los n—bordes, claramente ambos son subgrupos de S,,(X) y asu vez B,,(X) esun subgrupo
de Z,.(X).

Para detectar agujeros en X, deberiamos considerar solo ciclos que no son bordes, puesto
que los bordes son ciclos triviales. De hecho, el teorema de Green ya sugiere esto: laintegral

delinea / (Pdz + Qdy) (donde (P, ) es un par exacto) es nula, cuando ~ es union de curvas
orlentadas gue constituyen el borde de unaregion R en el disco D.

Asi, se define la siguiente relacion de equivalencia sobre S, (X))
C1 ~ C2 Si eXiSt663 € Sn+1(X> ta quecy —c; = 8n+1(03),
esdecir, S 1 Y ¢ difieren en un borde, esto es, si ¢; — ¢ € B, (X).

Definicion 6.29 Si ¢; ~ co, se dice que son n—cadenas homologas. Como B, (X) es un
subgrupo de Z,,(X), tiene sentido hablar del grupo cociente, H,(X) = Z,(X)/B.(X),y se
Ilama n—€simo grupo de homologia singular de X.

Se verifica el siguiente axioma de dimension

Lema6.30 S X sereduce a un punto,

Z Sn=0
0 enotro caso

H,(X) = {
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X sellamaaciclico, s H,,(X) = 0, paran > 0.

Proposicion 6.31 Sea { X, : A € A} € conjunto de las componentes conexas por caminos de
X. Entonces, para cadan > 0, existe un isomorfismo canonico

H,(X) ~ AG?\H”(XA).

Lema6.32 S X esconexo por caminos, Hy(X) ~ Z.

Proposicion 6.33 En las condiciones de la proposicion 6.31, Hy(X) ~ PZ.
AEA

Observacion 6.34 Por laproposicion 6.31, podemos suponer apartir de ahoraque X esconexo
por caminos.

Nuestro siguiente objetivo, es probar que H,, es un functor de Top en Ab. Seapara €ello
f: X —Y continuay o: A" — X un n—simplice, entonces, f o 0: A" — Y esclaramente un
n-simplice en Y. S se extiende esta aplicacion linealmente, tenemos un homomorfismo de
grupos S,,(f): Sn(X) — S, (Y), definido del modo S,,(f)(> n,.0) = > n,.(foo). Y se

verifica
Lema6.35 S f: X — Y escontinua, paran > 0,esS,,_1(f) 00X = 9 o S,.(f).

Lema6.36 S f: X — Y escontinua, entonces paran > 0, s

Sn()(Zn(X)) CZn(Y) Yy Su(f)(Bu(X)) C Ba(Y).

Del lema anterior, se deduce facilmente que

Teorema 6.37 Paran > 0, H,, esun functor de Top en Ab.

Corolario 6.38 S X e Y son homeomorfos, entonces para cada n > 0, los grupos H,,(X) y
H, (Y") son isomorfos.

Observacion 6.39 Cada grupo de homologia es pues un invariante del espacio X. Si se com-
paran los functores g y Hy, mo(X) es el conjunto de las componentes conexas por caminos de
X. Hy(X) lleva exactamente la mismainformacion, ya que seglin la proposicion 6.33, se trata
de un grupo abeliano libre con tantos con tantos generadores como componentes conexas.

6.3 El teoremadeinvarianza por homotopia

Veamos que los grupos de homologia no son solo invariantes topol dgicos, sino también inva-
riantes de homotopia. Paraello, nuestra metaes probar ques f, g: X — Y son hombtopas, es
H,(f) = H,(g), paran > 0. En efecto, sea H : f ~ g lahomotopia que las relaciona. Para
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t € [0, 1] definimos A\y;: X — X x [0, 1] por A\;(z) = (z,t); claramente, {\; : ¢ € [0, 1]} esuna
homotopia entre las aplicaciones constantes \g y ;.

Ademés, Ho \: X — Y, verificaque Ho \g = fy Ho )\ = g, luego paran > 0, s
Hy(f) = Ho(H) 0 Hy(Xo) Y Hu(9) = Hu(H) © Hyy (A1),

Por la anterior identidad, si probamos que paracadan > 0, es H,,(\o) = H, (), entonces
quedara demostrado el resultado deseado.
Para ello, se define un homomorfismo, el operador prisma, PX: S, (X) —S,,1(X x [0,1]),
cumpliendo lallamada relacion prismatica

O o PX 4 PX 00X = 5,(M) = Su(Xo), n>0 (6.1)
Si A\ Yy )\ verifican larelacion (6.1), se dice que son hombtopos en cadenas.
Lema6.40 S secumple (6.1), entonces paracadan > 0, es H,(\o) = H,(A1).
Asi, vamos a definir el operador prisma
Lema6.4l S o: A, — X esunn-simplice singular en X, entonceso = S,,(c)(6y,).
Para conocer PX paran > 0, bastara con conocer P2+ (6,,) y definir entonces
PX 0 8,(0) = Spy1(0 x 1jgy)) 0 P,
Con estaformulacion, PX o S,,(0)(6,) = Spt1(0 x 1j917) 0 P27 (6,), y usando el lema 6.41,
PX(0) = Spi1(0 x 1)) 0 P27 (6,,). (6.2)

De hecho, (6.2) equivale a que para todo par de espacios X e Y, cada aplicacion continua
f:X—Yycadan >0, sea

PY 0 Su(f) = Spa(f x 1)) o P (6.3)

Laidentidad (6.3) sellama condicion de naturalidad para el operador prisma.
Denotamos, a; = (e;,0) y b; = (e;, 1), parai € {0,...,n}

y definimos - N
B ."_.‘|I|h

PA(8,) = S (=1)(ag ... azb; ... by), ' .

i=0 I/ 1
donde claramente (ag . . . a;b; ... b,): A1 — A, x [0, 1]. 5 X __,'...

Proposicion 6.42 Con lasdefiniciones anteriores, el operador prisma verificalarelacion (6.1).

Observacion 6.43 Intuitivamente, la propiedad expresada por larelacion (6.1) dice quelafron-
tera orientada 957, >l o PA+(6,,) del prisma sdlido P2~ (6,,) es precisamente la union de las
tapas superior einferior del prisma, salvo un factor corrector P2 o 94 (6,,), formado por las

paredes |aterales del prisma.
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Corolario6.44 S X e Y son homotopicamente equivalentes, entonces H,,(X) esisomorfo a
H,(Y), paracadan > 0.

Corolario 6.45 S X escontractil, entonces H,,(X) = 0, paracadan > 0.

6.4 ElteoremadeHurewicz

Paraun espacio X y xy € X, buscamosrelacionar losgrupos (X, zo) y H;(X). Estarelacion
viene dada através del teorema de Hurewicz

Teorema 6.46 Existe un homomorfismo de grupos x: m1 (X, zo) — H;(X), la aplicacion de
Hurewicz, quellevala clase de homotopia de un camino v basado en x, enla clase de homologia
del 1-simplice singular . Ademas, si X €s conexo por caminos,

e \ essobreyectivay
e Ker(y) ese subgrupo conmutador de 7y (X, zg),

esdecir, H,(X) esel abelianizado de m; (X, z).
Corolario 6.47 S X esconexo por caminos, x esunisomorfismosi ysolosi m;(X') esabeliano.

Ejemplos 6.48 Como consecuencia del teorema de Hurewicz, obtenemos
o H(S") ~7;
o H|(T?) ~Z®Z;
e dem(8) ~Z 7, sededuceque H,(8) ~ Z & Z,;

e S X essimplemente conexo, entonces H,(X) = 0, enparticular H,(S™) = 0, paran > 1.

6.5 Homologiarelativa

El concepto de homologia relativa es andogo al de cociente de un grupo por un subgrupo. Si
A C X, dos cadenas en X sediraniguales (mod A), si su diferencia es una cadenaen A. Una
cadenaen X seraun ciclo (mod A), si su borde esta contenido en A. Esto reflgjala estructura
de X — Ay e modo en que esta conectada con A. En un sentido, los cambios en € interior de
A (fuerade su fronteracon X — A) no deberian alterar los grupos de homologiade X — A.

Lahomologiatrata, por gemplo, de como una superficie puede dividirse estudiando curvas
cerradas sobre ella. Si lo que se estudia es una superficie con borde, deberan considerarse
entonces curvas abiertas, como lo indica el siguiente g emplo
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Ejemplo 6.49 Sea X unaesferaS?, con dos agujeros, es decir, privada entornos de dos puntos.
Toda curva cerrada sobre X divide este espacio en dos partes diguntas.

Pero si consideramos curvas abiertas « y # uniendo

dos puntos en € borde de cada uno de los agujeros, -
es claro que sblo una de ellas no divide X en dos A
partes diguntas. Pero, si se toman ambas a la vez, * "' |
s que lo hacen. Si la esfera tuviera mas agujeros, hd
deberiamos dibujar mas curvas abiertas uniendo los
bordes de los huecos para dividir la superficie en dos
partes diguntas.

L os grupos de homol ogiarel ativos se introducen en un espacio X, paraintentar generalizar y
hacer mas precisalanocion de propiedades con borde delas curvas cerradas sobre unasuperficie:
laesfera X con dosagujeros seriael espacio aestudiar y lasfronteras de los entornos eliminados
congtituirian un subespacio A € X. Un sistema de cortes abiertos uniendo puntos de A,
dividiran X, si los cortes realizados junto con una porcion de los bordes de | os agujeros forman
unafronterade X . Vamos aformalizar a continuacion estas nociones

Definicion 6.50 Sea A C X. Paracadan > 0, S,,(A) esun subgrupo de S,,(X), que consiste
en las combinaciones lineales de n—simplices singulares o: A, — X, tales que o (A,) C A.
Se puede entonces considerar €l grupo cociente S,,(X)/S,(A). Ademas, como e operador 0,
envia S, (A) en S,,_1(A), induce un homomorfismo sobre | os espacios cociente,

O Sp(X) [ Sn(A) = Sn1(X) /Sn-1(A),
de modo quesi ¢ € S,(X), €80, (c+ S,(A)) = dn(c) + Sp_1(4).
Por otro lado, como 9,,_; o 9,, eslaaplicacion nula, Im (9, ) esun subgrupo de Ker (9, ),

y se puede considerar € grupo cociente Ker(9,)/Im(9,,1), que se denotapor H, (X, A)y se
Ilama n—€simo grupo de homologia relativa de X modulo A.

Se puede obtener directamente este grupo a partir de S,,(.X ), de la manera siguiente: sea
c € S,(X). Si0,(c+ Sp(A)) =0, claramente 9,,(c) € S,,_1(A). Por lo tanto, e conjunto

Zn(X,A) ={c € S,(X):0(c+ S, (A) =0} ={c € S,(X):0,(c) € S,_1(A)},
es un subgrupo de S, (X)), cuyos elementos se [laman n—ciclos relativos de X modulo A.

-~ I |
s “‘x\
{ - g
{ I.-' \ l__-_' H"_
i * 1
! 0P
- .
o w ;
o b i
-'.. .I‘..
e ZAX)

oy g.._]:__.i._} — LX)
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Luego, s denotamos 7,,: S,,(X) — S, (X) /S, (A) alaaplicacion cociente, se puede expre-
sar Z,(X,A) = m,Y(Ker(0,)). Y, ¢quién es entonces 7, 1 (Im(9,,1))? ES un subgrupo de
Sn(X), € grupo de los n—bordes relativos en X modulo A, y que es precisamente

B, (X, A) ={ce S,(X): existec, € S,,(A) tal que c eshomologo (en X) aca}.

Claramente S,,(A) C B,(X,A). Cuando ¢ — ¢’ € B,(X, A), seescribec ~ ¢(mod A). Y se
verificael siguiente resultado

Lema 651 H,(X,A) ~ Z,(X,A)/B.(X, A).

Observacion 6.52 Si A = (), es S,,(A) = 0, paratodon > 0, y entonces H, (X, () = H,(X).
L uego, todos | osresultados de homol ogiarel ativaengloban | os casos ya estudiados de homol ogia
absoluta.

Dadaunaaplicacionentre paresdeespacios f: (X, A) — (Y, B), el homomorfismoinducido
en cadenas S,,(f): S, (X)—S,(Y) envia S,,(A) en S,,(B), y por lo tanto, lleva Z,, (X, A) en
Z.(Y,B)Yy B,(X,A) en B,(Y,B). Asi, dalugar por paso a cociente, a un homomorfismo
Hy(f): Ha(X, A) — Hy (Y, B), tal que Ho(1x) = Ln,(x.0) Y Ha(g0 f) = Hu(g) 0 Ha(f), de
donde

Lema 6.53 Los grupos de homologia relativa son functorialesen (X, A).

Proposicion 6.54 S {X, : A € A} esla familia de las componentes conexas por caminos de
X yA,=AnN X,, entonces existe un isomorfismo canbnico

Hn(X7 A) = @HTL(X/\7 AA)
AEA

Proposicion 6.55 S X esconexo por caminosy A # (), entonces Hy (X, A) = 0.

Corolario 6.56 Con las notaciones de la proposicion 6.54, Hy(X, A) es un grupo abeliano
libre con tantos generadores como indicestales que A, = (.

6.6 Sucesion exacta larga de homologia

La propiedad més importante de los grupos de homologia relativa { H,,(X, A) : n > 0}, es
la existencia de un homomorfismo de enlace, ¢,,: H,(X, A)— H,_1(A), gracias a cua vaa
obtenerse una sucesion infinita de homomorfismos

Hy(ia)

o Ho(A) ™Y o) O g (A S H o (A) (6.4)

[lamada sucesion de homologia del par (X, A). Este homomorfismo de enlace se define por
On(z+ Bp(X,A)) = 0n(z) + Bpo1(A), paraz € Z,(X, A).
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Definicion 6.57 Una sucesion de gruposy homomorfismos
GG, G, —

sedice exacta, s paracadan, es Im(f,) = Ker(f,_1).

Teorema 6.58 La sucesion (6.4), de homologia del par (X, A) es exacta.

Ejemplos 6.59 Veamos al gunos € emplos que se obtienen estudiando |a sucesion (6.4)

(i) s X esconexo por caminosy A = {x,}, paracadan > 0, laaplicacion inducida sobre los
grupos de homologia, H,,(1x): H,(X,0) — H,(X, A), esun isomorfismo;

(ii) paran > 1, H,(S* ')y H, (D", Sk¥~1) son isomorfos;
(iii) paran > 1, H, (D", S" 1) = 0;
(iv) H,(D',S°) ~ Z.

Ademas

Proposicion 6.60 La sucesion de homologia (6.4) es functorial en el par (X, A).

6.6.1 Aplicacionesaretractos

Sea A un retracto de X. Veamos que en este caso, la sucesion exacta larga tiene propiedades
especiales. Y reciprocamente, en muchas ocasiones se puede probar laimposibilidad de que un
subespacio sea un retracto, si no verificalas condiciones que vamos a describir a continuacion.

Definicion 6.61 Una sucesion de grupos de la forma 0 — A LB L C -0, sellama
una sucesion exacta corta. En tal caso, es facil comprobar que i es un monomorfismoy j un
epimorfismo. Ademés, C' ~ B/Ker(j) ~ B/Im(i) ~ B/A.

Definicion 6.62 Una sucesion exacta corta 0 — A > B L ¢ — 0, escinde, si verifica
cualquiera de | as propiedades equival entes siguientes

() existek: B— A, tdl quek oi = 14,

(i) existe[: C — B,tal quejol = 1¢.
Ejemplos 6.63 Veamos a gunos g emplos de esta propiedad

(i) la sucesion exactacorta 0 — Z 5 Z ® Z - Z — 0, definida por i(l) = (2,3) y
j(0,1) = =2, j(1,0) = 3 escinde, yaque l: Z— Z & Z dada por (1) = (1, 1) verifica
las propiedades pedidas,

(i) sin embargo, la sucesion 0 — Z - Z ER 7)27 — 0,dadapori(1) =2y j(l)=1+27Z
no escinde.
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Observacion 6.64 Laexistenciade k: B— A, tal que k o i = 1,4, implicague i es monomor-
fismoy & epimorfismo. De modo similar, laexistenciade!: C'— B, td quej ol = 1, indica
que ! esmonomorfismo y j epimorfismo. Ademas, Ker(k) = Im(l).

Proposicion 6.65 Sea A un retracto de X y »: X — A la retraccion asociada. Entonces
H,(r) o Hy(ia) = 1u,(a), conlo que H,(r) es un epimorfismoy H,(i4) un monomorfismo.
Ademés H,,(X) ~ Im(H,(ia)) ® Ker(H,(r)). Por otro lado, la sucesion exacta larga de
homologia del par (X, A), se rompe en una sucesion exacta corta escindida,

0 — Hy(A) ™% g, (x) ™) g, (x, 4) — 0,

donde, con la notacion de la definicion 6.62, k = H,,(r). Asi, H,(X) ~ H,(A) ® H,(X, A).

6.6.2 Homotopiasen pares

Definicion 6.66 Dos aplicaciones f, g: (X, A)— (Y, B) se llaman hombtopas en pares, s
f,9: X — Y son homotopas, através de una homotopia

H: (X x[0,1],A x [0,1]) — (Y, B),
esdecir, f sedeformaen g, y en cada paso de latransformacion, A sellevaen B.

Se puede cambiar |a prueba correspondiente a caso general, para ver que |los homomorfis-
mos inducidos, H,,(f), H,(g): H.(X, A)— H, (Y, B) son iguales. Se define la equivalencia
de homotopia de pares de manera evidente. Luego, s f: (X, A)— (Y, B) es una equivalen-
cia de homotopia entre pares, entonces H,,(f): H,(X, A)— H, (Y, B) es un isomorfismo en
homologiarelativa.

Ejemplo6.67 Sean X =Y =D?*y A =S! Cc B = {(x,y) € R? :
aplicacion 1x: (X, A) — (Y, B) es unaequivaencia de homotopia

i§x2+y2§1}. La

Proposicion 6.68 Una homotopia entre pares f, g: (X, A) — (Y, B) es en particular un par
de homotopias f, g: X — Y'Yy f|a,g|la: A— B.

Sin embargo, el reciproco no es cierto

Ejemplo6.69 Si A = {0,1} ¢ X = [0,1]y B = {(1,0)} Cc Y = S!, las aplicaciones
f(z) = expy(z) y g(x) = (1,0) no son homodtopas en pares, pero f =~ gy fla =~ g|a.

El lema delos cinco es esencial parala prueba de las siguientes proposiciones

Lema 6.70 Dado un diagrama conmutativo de grupos y homomorfismos

A LN Ay P, As B, Ay O As

L o | | &

g1 g2 g3 g4
B1 — BQ — B3 — B4 — B5
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donde cada linea es exacta, Si 1, as, ay Y a SON isomorfismos, entonces a3 también 1o es.

Proposicion 6.71 S f: (X, A)— (Y, B) es una equivalencia de homotopia, las aplicaciones
f,0: X —Yy fla,gla: A— B también lo son. De hecho, basta con que suceda esto Ultimo
paraque H,(f): H,(X,A)— H,(Y, B) sea un isomorfismo, paran > 0.

Sin embargo, €l reciproco no es cierto, como lo prueba el siguiente gjemplo

Ejemplo6.72 Sean X =Y =D?’y A =S' € B = {(z,y) € R? : 0 < 22 +¢* < 1}.
Laaplicacion H,,(1x): H,(X, A)— H,(Y, B) es un isomorfismo en homologia relativa, pero
1x: (X, A)— (Y, B) no es unaequivaenciaentre pares.

6.6.3 Unainterpretacion dela homologiarelativa

Lafamiliade grupos { H,,(X, A) : n > 0} mide, en un cierto sentido, lo lejos que el homomor-
fismo H,,(i4): H,(A) — H,(X) estade ser unisomorfismo. De hecho

Lema6.73 H,(is): H,(A) — H,(X) es un isomorfismo para cadan > 0 s y solo si es
H,(X,A) =0paracadan > 0.

Lema6.74 H,(1x): H,(X)— H,(X, A) esunisomorfismo, s y sblo si paracadan > 0, es
H,(A) =0.

Corolario 6.75 S A esunretracto por deformacion de X, entonces H,, (X, A) = 0 paran > 0.

6.7 Teoremadeexcision

SealU C A C X. Vamosatrabajar con simplices modulo A, es decir, en H,.(X, A).
El teorema de excision da condiciones para que partiendo

en trozos pequefios estos simplices, podamos prescindir de X T
la parte del simplice contenida en U, en otras palabras, no / —‘ N
va a ser significativo lo que sucede en U. Paraello, vamos . @ |
aintroducir el concepto de simplice pequefio de un cierto N v
orden, que definiremos através de cubrimientos por abiertos —1l

del espacio X, {U,}cs, exigiendo que las imagenes de los
A,, estén contenidas en alguno de los U;.

Lo que pretendemos hacer es representar n—cadenas mediante simplices mas pequefios en €l
sentido indicado anteriormente, sin cambiar las clases de homologia durante el proceso.

Definicion 6.76 Lainclusion j: (X — U, A—U)— (X, A) esunaexcision, si induce un iso-
morfismo H,,(j): H,(X —U,A—-U)— H,(X, A), paracadan > 0.
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Para probar el teorema de excision, que enunciaremos mas adelante, es preciso dar un gran
nimero de nuevas ideas. Vamos a comenzar definiendo |a subdivision baricéntrica.

6.7.1 Casosimplicial

Definicion 6.77 Sea e n-simplice geométrico o = (apa; . .. a,): A, —A,. Dadop € A,
el cono de o sobre p es € (n + 1)-simplice po = (papay ... a,): A1 — A,. El operador
cono sobre p se extiende de manera lineal sobre las n—cadenas simpliciales, con lo cual es un
homomorfismo de grupos. Si o = 0, se define po = 0.

Lema6.78 S o = (apa; . ..a,): A, — A4, entonces
(()sin=0,0(po) =0 —(p)
(ilYsn>0,0,41(po) =0 — pdy(0).

Observacion 6.79 Estas propiedades se trasfieren a cadenas de manera lineal.

Definicion 6.80 El operador subdivision baricéntrica, Sd,,: S, (A,) — S.(4,), se define en-
tonces de manerainductiva

o ssn=20
Sdn(0) = { b, (Sd,_1(d,0)) enotro caso

donde b,, es el baricéntro de o. Con esto, el operador queda definido sobre unabase de S,,(4,),
y se extiende por linealidad.

&y

£ P &

L2]
(b )=paey—preg S (8a) =I-"-';]'ﬁ!:.::5!]]

Lema 6.81 Sd, esuna aplicacion en cadenas, es decir, 9, o Sd,, = Sd,,_1 © 0,.
Se define por induccion un nuevo operador, T5,: S,,(A,) — Sp+1(4,), por
Tn(0) = b,(Sd,(0) — 0 — T,,-1(0,0)),
paran > 0,y convenimos que 7, = 0. Entonces
Lema6.82 Paran > 0, 0y 0Ty, + Ty—1 0 0 = Sdy, — 15, (a,)-

Esdecir, T}, esunahomotopiaen cadenasentre Sd,, y 15, (a,)- Y ental caso, usando €l lema
6.40, hemos probado que

Corolario 6.83 Paracada k > 0, es Hy.(Sd,) = Hi(1s,(a,))-
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6.7.2 Casogeneral

Vamos ageneralizar acadenas singulares sobre X |0 que acabamos de hacer para cadenas afines.
Se definen parao € S, (X)

Sdy (0) = 8u(0)(Sdn(1a,)) Y T (0) = Spya(0)(Tu(la,)),
y verifican
(i) son ambas naturales, es decir, s f: X — Y, entonces S,,(f) o SdX = Sd¥ o S,(f) y
Sur1(f) o T =T, 0 Su(f);
(ii) Sd2X es unaaplicacion en cadenas;
(iii) T* esunahomotopia en cadenas entre SdX y 1g, (x);
(iv) Sd¥ y TX extienden |as definiciones realizadas sobre espacios afines.

Lema6.84 S 0 = (apa; ...a,) €S un simplice afin en A,, entonces todo simplice afin que
aparece en la expresion de Sd,, (o) tiene diametro menor o igual a ;5 diam(o).

Corolario 6.85 Todo simplice afin en Sd* (ege; . . . e,) € S, (4,) tiene diametro menor o igual

a (1) diam(A, ), cantidad que converge a cero si k crece.

Definicion 6.86 Si ¢4 es un cubrimiento por abiertos de X, se dice que un n—simplice singular
o espequefio deorden i, si o(4,,) esta contenido en alguno de los abiertos de 4.

Del corolario 6.85 se deduce

Corolario 6.87 Sean U un cubrimiento por abiertos de X y o un n—simplice singular de X.
Existe k € N, tal que cada simplice de (SdX )* (o) es pequefio de orden U/.

Teorema 6.88 En las condiciones anteriores, toda clase de homologia relativa en H, (X, A)
puede representarse por un ciclo relativo, que es una combinacion lineal de simplices pequefios
de orden /.

Y seobtiene el teorema de excision

Teorema 6.89 S U C;L entonces U puede excindirse.

Las hipbtesis del teorema de excision son muy restrictivas, por ello es Gtil e siguiente
resultado

Teorema6.90 SV C U C A, y ademas:
(1) V puede excindirse, y
(i) (X — U, A—"U) esunretracto por deformacionde (X — V, A - V),

entonces U puede excindirse.
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6.7.3 Un g emplo deaplicacion
Teorema 6.91 Sean E y IE_ las semiesferas cerradas de |a esfera S%, donde ¢ > 1. Es decir,

Ef NE; =S esel ecuador deS?. Entonces, j: (Ef,S7"') — (S9,E, ) es una excision.

Si proyectamosalo largo delas ¢ primeras coordenadas, se obtiene un homeomorfismo entre
pares de espacios, m: (B}, S7") — (D7, S7"). Ademés, paran > 2, la aplicacion de enlace
6 Hy (D9, S97Y) — H,,_1(S7) es un isomorfismo, segin el ejemplo 6.4 (ii). Por otro lado,
[E, tiene el mismo tipo de homotopia que un punto p, € S?, luego lainvarianza por homotopia
de lahomologiarelativa, dice que

H, (D9, $771) >~ H, (8%, po) ~ Hu(S), siq>0.

Luego, hemos probado que paran > 2y q > 1, es H,(SY) ~ H,_1(S* ). Y paraq > 1,
H,(S7) ~ H,(S%,E; ).

Teniendo en cuenta todo esto, se deduce

Corolario 6.92 Paraq > n > 1, se obtiene

Z Sq=n
0 sg>n

H,(S7) ~ {

Y del calculo de la homologia sobre esferas, se deducen las propiedades
Corolario 6.93 Paran > 1, S"! no esun retracto de D".
Tenemos €l teorema del punto fijo de Brouwer

Corolario 6.94 Toda aplicacion f: D™ — D™ posee un punto fijo.

Corolario6.95 S m # n, las esferas S™ y S™ no son homeomorfas. De hecho, ni siquiera
tienen el mismo tipo de homotopia.

Corolario6.96 S m # n, R™ y R™ no son homeomorfos.

Corolario 6.97 S n > 0, S™ no es contractil.

6.8 Lasuceson de Mayer—Vietoris

Leopold Vietoris (1891-2002) es uno de los topol 6gos que
descubri0 esta técnica que da excelentes resultados para el
calculo degruposdehomologia. Murid el 9 deabril de 2002,
alos 110 afnos, siendo el abuelo de Austria.
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Vamos a considerar ahora ternas ordenadas (X, X, X,) de espacios, donde X; y X, son
subespacios de X. Se consideran las aplicaciones deinclusion

]{?15<X17X10X2)—><X1UX2,X2> y kQ:(XQ,XlﬂX2>—>(X1UXQ,Xl),
obtenidas a excindir X, — (X; N X5) y X7 — (X7 N X3) de X; U X5, respectivamente.

Definicion 6.98 S k; y k, son excisiones, sedice quelaterna (X, X, X,) esexacta. Observar
que laexactitud de laterna depende de X; U X, y no de X.

Ejemplos 6.99 Algunos g emplos de ternas exactas son

(i) st X7 y X, son abiertosy X = X; U X5, entonces laterna (X, X, X,) es exacta, siendo
A=X,yU = X; — (X1 N Xs) losingredientes de la excision;

(i) (S",Ef,E) esunaterna exacta

El lema de Barratt—-Whitehead es esencial para la demostracion del teorema de Mayer—
Vietoris

Lema 6.100 Sea un diagrama de gruposy homomorfismos, en el que los cuadrados conmutan
y laslineas son exactas

h +1 . .
— i+1 — A; N B; - C; — Ay —
i+ i i i i—1
Yi+1 oY p gl a
— it — R — P o~ w —
— it+1 — A; — B; — i — Aiy N

S las aplicaciones +; son isomorfismos, existe una sucesion exacta larga, llamada sucesion de
Barratt-Whitehead, ... — A, 25 A, @B, 25 B, Y A, — ..., donde

(i) @ia;) = (i @ fi)(ai, a;),
(D) Vi@, b)) = —fi(@) + Gi(b),
(i) Ty(b:) = hs 075" 0 Gu(by).
Lafunctorialidad de la sucesion es una consecuencia inmediata de su definicion.

Si (X, X1, X») esunaternaexacta, X = X; U X,y A = XN X,, laaplicacion deinclusion
ix,: (X1,A)— (X, X,) induce el diagrama de cuadrados conmutativos y con filas exactas

(151 H,(14 ) (X1,4)
— H(4) MR gy TS H(x,A)
[ Hn(iiﬁ) Hn(i§l) [ Hn(i)ﬁ)
Hn(i5.) Hn(1§2) &SIX,XQ)

. — H,(X3) = H,(X) -3 H,(X, X>) GRS
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con las notaciones obvias.

Y de aqui se obtiene lasucesion de Mayer—Vietoris
Teorema 6.101 Enel diagramaanterior, el homomorfismo H,, (ix, ): H, (X1, A) — H, (X, X5)
es un isomorfismo, para cada n > 0. La sucesion de Barrat—Whitehead asociada,

o Hoy (X)) 5 Hoy(A) 23 Hoy (X)) @ Ho(Xo) %3 Ho(X) — ...

9

se llama sucesion de Mayer—Vietorisde la terna (X, X, X»), y esfunctorial.

Ejemplos6.102 Aplicando la sucesion de Mayer—Vietoris, se pueden calcular grupos de ho-
mologia en muchos g emplos

(i) tomando X; = S' — {N}y X, = S! — {S}, sededuce que H,(S') = 0,8 n > 1;

(ii) parag,n > 1, se obtiene
Z Sqg=n
a4\ ~
H”(S)_{ 0 sig#n’
observar que en €l corolario 6.92 serequerialacondicion ¢ > n envez de g # n;

(iii) paralarosade m pétaos G,, (lasumatopoldgicade m copiasde S* identificadas atraves
de un punto),

Z ssn=0
Hn(Gm){Z@(W?@Z sin=1
0 sin>1
(iv)
7 sin=0,2
H,(T?*)={ Z®Z sin=1
0 en otro caso

(v) paraT,, la superficie compacta de género g,

7Z sSn=0,2
Ho(T,) ={ 7% sin=1
0 en otro caso

6.9 Algunas aplicaciones dela Homologia

6.9.1 Gradodeunaaplicacion entre esferas

Sean > 1y f:S"—S" una aplicacion. Si « es un generador de H,(S™) ~ Z, entonces
H,(f): H,(S")— H,(S") estal que H,,(f)(«) = ma, paradgin m € Z. Ademas, €l entero
m eSindependiente del generador elegido.
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Definicion 6.103 Este entero se llama grado de Brouwer de f y se denota por d(f).

Observacion 6.104 Con las notaciones anteriores y del problema 8 de 4.6, paran = 1 es

d(f) = ind([f]).

Lema6.105 Severifican las siguientes propiedades

(i) d(1gn) = 1;
(i) s f,g:8"—8", d(f o g) = d(f).d(g);
(iii) d(cte) = 0;

(iv) s f ~ g, entoncesd(f) = d(g);

(V) s f esuna equivalencia de homotopia, entonces d(f) = +1.

Observacion 6.106 Existe un reciproco de (iv), debido a Hopf, y puede ademéas probarse que
existen aplicacionesde cualquier grado (ver [Z], pag. 186). Con esto, quedariademostrado queel
grado esun invariante algebraico compl eto para estudiar | as clases de homotopia de aplicaciones
de S™ en S"™: es decir, existe unabiyeccion y: [S", S"| — Z, definida por x([f]) = d(f).

Se puede probar ademas
Proposicion 6.107 Seann > 1y f, g: S* — S" funciones continuas; se verifica
() s f(x1,20. .., xp1) = (=21, .., Tpe1), ENtONCES d(f) = —1;
(i)s f(xy,...,zp01) = (1, .. — T4, ..., xyp1), ENtONCES d(f) = —1;

(iii) s f esaplicacion antipodal, entonces d(a) = (—1)"*1;

(iv) s f(z) # g(x) paracadax € S", entoncesesg ~ao fy H,(f) = (—1)"" H,(¢g);

(V) s f no tiene puntos fijos, entonces f ~ a;

(V) sl f ~ cte, entonces f tiene un punto fijo.
Corolario 6.108 S f: S** — S*" escontinua, existez € S*", tal que f (z) = z oexistey € S*"
tal que f(y) = —y.

Corolario 6.109 Noexiste f: S?" — S*" continua, tal que paracadax € S?", x sea ortogonal

af(x).

Unaaplicacion f: S™ — R™"! puede verse como unafamiliade vectores, con f(z) pegado
aS™ por z, esdecir, S™ esunabola peluda. Un pelo estapeinado, cuando estangente alaesfera.
El teorema dela bola peluda afirmaque no es posible peinar unabola peludade dimension par

Corolario 6.110 No existe un campo de vectores tangentes no nulo sobre S*".
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Observacion 6.111 Sin embargo, esto no sucede en grados impares: en efecto, en S !
X(Zlfl, e ZCQ,H_Q) = (—ZEQ, L1y, =Ty, T3y ..., —T2n+2, x2n+1)

es un campo de vectores tangentes, que verificala propiedad deseada.

6.9.2 Teoremas de Jordan—Brouwer

Definicion 6.112 Un conjunto dirigido A es un conjunto con un orden parcia <, tal que para
cadaa,b € A, existec € A, tal quec > a 'y ¢ > b. Dado un conjunto dirigido A, un sistema
dirigido de conjuntos, {X,, f*}.sca, €sunafamiliade conjuntos { X, : a € A} y de funciones
{f0: X,— X; : a < b}, satisfaciendo

() fo=1x,, paracadaa € A,
(iiysia<b<c fi=fsofl

Vamos a centrarnos en el caso en que los conjuntos son grupos abelianos y |as aplicaciones
son homomorfismos de grupos.

Definicion 6.113 Sea {X,, f°} un sistemadirigido de grupos abelianos y homomorfismos. Se
define un subgrupo R de | ] X,, por

a€A

R = {Zl’ai ceXistec € A,C > a;y Zf§i<xai> = O} .
=1

i=1

El limite directo del sistema dado, es el grupo cociente lim X, = U X./R.
a€A

Observacion 6.114 En el caso particular en que si a < b, X, es un subgrupo de X, y
[l X, — X, eslaaplicacion inclusion, se verifica que limX, = | J X,. Observar que en

acA
este caso, dos puntos z, € X, Y 7, € X, sonigualesen liLnXa, S existec € A, tal quec > a,

c2by fi(xa) = f5().
En lapagina 30 de [Vi], se prueba que

Lema6.115 Sea X un espacioy {X, : a € A} la familia de sus subespacios compactos,
parcialmente ordenada por lainclusion. Lafamilia de gruposde homologia { H,,(X,) : a € A}
forma un sistema dirigido, donde los homomorfismos estan inducidos por las aplicaciones
inclusion. Ademas, para cadan > 0, es H,(X) ~ limH,(X,).

Lema6.116 S A C S? eshomeomorfoa [0, 1]*, para0 < k < ¢, entonces

7 Sn=0

q_ ~Y
Ha(S A)_{O en otro caso
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Corolario6.117 S B C S? es homeomorfo a S¥, para 0 < k£ < ¢ — 1, entonces € grupo
H.(S" — B) = @pH,(S? — B), esabeliano libre con dos generadores, uno en dimension 0y

n>0
otro en dimensibn ¢ — k — 1. En particular, sl ¢ # k + 1, €l espacio S? — B es conexo por

caminos.

Y se deduce €l teorema de separ acion de Jor dan—Brouwer

Teorema 6.118 Una (n — 1)—esfera embebida en S™ separa S™ en dos componentes aciclicas,
siendo ademéasla (n — 1)—esfera la frontera comin de esas dos componentes.

Y setienetambién el teorema de Jor dan—Brouwer sobreinvarianza de dominio

Teorema 6.119 Sean U; y U, subconjuntos de S™ y h: U; — U, un homeomorfismo. S U; es
un conjunto abierto en S™, entonces U, también lo es.

6.9.3 Homologia en algunos cocientes

Definicion 6.120 Unan—celda esun espacio homeomorfo al discoD™. Consideremos X = D™,
A= fr(D") =S !, Y un espacio topologico y f: A—Y unaaplicacion continua. Se dice
queY; = D" Uy Y esel espacio obtenido al adjuntar unan—celdaay por f.

Ejemplo6.121 SeaX = D?*y A = fr(D?) = S'. SeaY unacopiadisuntadeS' y laaplicacion
f: A—Y , dadapor f(z) = 2%, Entonces, X U; Y esel espacio proyectivo real RP?. Se puede
calcular su homol ogia usando esta caracterizacion y lasucesion de Mayer—Vietoris, y se obtiene

Z sSn=0
H,(RP*) ={ Zy sin=1
0 sSn>2

Proposicion 6.122 Sean n > 1 e Y, €l espacio obtenido a partir del espacio compacto y
Hausdorff Y, adjuntandole una n—celda via f. Existe una sucesion exacta

) Hq(iY)

— Hq Aq n—
o Hy (8" T () O 1 (vp) S H (8 —

C— Hy(s") Y gy vy ez ™% Hy(yy),

dondeiy:Y — Y} eslaaplicacion inclusion.

Observacion 6.123 Estasucesion exactamuestralo cerca que estan los grupos de homologiade
Y eY;. Si sepegaunan—celdaaY’, entonces H,,(iy ): H,(Y') — H,(Y) esun monomorfismo,
con conlicleo 0 o ciclico infinito. En este sentido, Si coker(H,(iy)) # 0, se hacreado un nuevo
agujero n—dimensional. Por otro lado, H,,_;(iy): H,—1(Y) — H,_1(Y}) s un epimorfismo,
de nicleo 0 o ciclico, y s ker(H,_1(iy)) # 0, esta nueva n—celda ha tapado un agujero
(n — 1)—dimensional en Y. Aparte de estas dimensiones, la adjuncion de n-celdas no afectaa
la homologia.



90 6. Homologia Singular

6.10 Problemas

1.- Sean A, By C grupos. Probar
iHso— A . Besexacta, f esinyectiva;
(i) s B -4 C — 0 esexacta, ¢ es sobreyectiva;
@i)so — A J.B—0 esexacta, f esunisomorfismo;

(iv)ss0 — A — 0 esexacta, A = 0.
2.- Calcular los grupos de homologia de un espacio discreto, del conjunto de Cantor y de S°.

3.- Se considera una terna de espacios topologicos (X, A, B) (esdecir, B ¢ A C X) vy las
aplicacionesinclusioniy: (A, B) — (X, B) y proyeccion 1 x: (X, B) — (X, A). Sepide

(i) probar que se tiene una sucesion exacta larga

Hn+1(iA)

o Hy (A, B) ™8 g (x,B) TS [ (X A) 2 HL (A B) —
[lamadasucesion exacta largadehomologiadelaterna( X, A, B), dondeel homomorfismo

A, 11 esprecisamente el compuesto de los dos homomorfismos:

Hn+1(X7 A) %—-H) Hn<A> HM) Hn(A7 B)

Ademas, si B = (), esta sucesion se reduce ala sucesion exactalarga de homologia usual;

(i) si laiinclusion ig: B— A, induce para cada n > 0 un isomorfismo entre los grupos
de homologia, H,(ig): H,(B)— H,(A), entonces H,(1x): H,(X, B)— H,(X, A)
es también un isomorfismo para cadan;

(iii) s A esun retracto de X, entonces paracadan, H, (X, B) ~ H,(X, A) @ H,(A, B);

(iv) dadalaterna (N, S?~* D7), donde N esel polo norte, probar que H,,(D?, S~!) esisomorfo
aH, (ST N),y usarlo paracalcular lahomologiadel par H,, (S, N);

(v) s HY = {(@1,...,2441) € ST : 2441 > 0}, cacular con ayuda de la sucesion exacta de
homologiade laterna (S, HY , S?), los grupos de homologia H,,(S?, S71).

4.- Sea X un espacio topologicoy X = AU B, donde A y B son abiertos diguntos. Probar que
paracadan > 0,esH,(X) ~ H,(A) ® H,(B)y H,(X, A) ~ H,(B).

5.- Dados los pares de espacios (X, A) e(Y,B),donde X =Y = [0,1], A = [0,1] — {%} y
B ={0,1}, probar queaunque X ~Y y A~ B,es(X,A) # (Y, B).
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6.- Calcular lahomol ogiadelossiguientesparesdeespacios. (X, X), ([a, b], (a, b)), ([a, b],{a,b}),
(D, H ) y (D! x SY,S? x S'), donde a,b € R (a < b), X es un espacio topologico y
H ! = {(21,...,2,) € S" ! 12, > 0}

7.- Sea f: (D', S%) — (D', SY) laaplicacion f(x) = —x. Describir H,(f) y dar una base de
H,(D',SY).

8.- Probar las siguientes propiedades, consecuencias del teorema de separacion de Jordan—
Brouwer

(i) st Aesuna(n—1)—esferaembebidaenR" (donden > 2), entoncesR™ — A tiene exactamente
doscomponentesconexas, unadelascuaesesacotaday laotrano. Lacomponente acotada
es aciclicay lano acotada posee la misma homologia que S*1;

(i) invarianza del dominio: s U C R™ esabiertoy V' C R™ es homeomorfo aU, entonces V/
es también abierto;

(iii) invarianza de la dimension: s U ¢ R"y V' C R™ son abiertos homeomorfos, entonces
m =n.

9.- Calcular lahomologia de |os espacios que aparecen debajo

i N A o,
P S0 &

10.- Probar las siguientes propiedades

(i) todarotacion de S™ es homotopa ala aplicacion identidad de S™;

(i) sea g: S* — S" la restriccion de una transformacion ortogona de R™*!. Entonces, la
aplicacion inducida en homologia H,,(g): H,(S") — H,,(S™) eslamultiplicacion por €l
determinante de g (quees +1);
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(iii) seaa: S" — S™ laaplicacion antipodal. Entonces, H,,(a): H,(S") — H,(S™) eslamul-
tiplicacion por (—1)"*.

6.11 Problemasadicionales

1.- Homologia del espacio proyectivo real

(i) Probar que el espacio proyectivo rea de dimension n, RIP™ se obtiene al adjuntar al espacio
proyectivo real dedimensionn — 1, RP"~!, unan—celdaatravés delaaplicacion canonica
Pn—-1: Sn—l —>R]Pm_1;

(it) utilizando lo anterior, comprobar que

e Sinespar,

Z sSq=0
H,(RP") =< Zy sigimparyl<g<n-—1
0 enotrocaso

e Sin esimpar,

H,(RP") =< Zy sigimparyl<g<n-—1

7Z sSq=00qg=n
0 enotrocaso

2.- Homologia del espacio proyectivo complejo

Se define el espacio proyectivo complejo de dimension n, CP" del modo siguiente: en €l espacio

complejo de dimension n + 1, C***, se considera el subespacio

S =Lz = (21, .., 2ng1) €EC"T 1212 = |2l 4 - - 4 |l2ngs|? = 1.

Se define sobre S*" ! larelacion de equivalencia: z ~ 2’ siy sblosi existec € C con ||c|| = 1
y 2/ = cz. El cociente bajo esta relacion de equivalencia es CP". Sea ¢,: S***! — CP" la
aplicacion cociente. Intuitivamente, S>**! es producto torcido de CP" y S': se dice que S?**!
es un fibrado sobre CP", de fibra S*. Se pide probar

(i) CP° esun puntoy CP! eshomeomorfo aS?. Laaplicacion cociente ¢;: S* — CP! sellama
aplicacion de Hopf;

(ii) el espacio proyectivo complgjo de dimension n, CP™ se obtiene a adjuntar a espacio
proyectivo complejo de dimension n — 1, CP"~!, una 2n—celda atravées de la aplicacion
canonicag,_: S** ! — CP"!;

(iii) CP™ con su topologia cociente es homeomorfo a espacio métrico cuyos puntos son lineas
complejasde C**! pasando por €l origen, donde lamétrica se define como el angulo entre
rectas (que tomavaloresen [0, 7]);
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(iv) utilizando lo anterior, comprobar que

7Z sSq=0,2,4,...,2n

H,y(CP ):{ 0 enotro caso

3.- Homologia dela botellade Klein

(i) Probar que labotella de Klein K? se obtiene adjuntando una 2—celdaaS! v St;
(i) utilizando lo anterior, comprobar que

7 Ssqg=0
H(K*) = Z®Zy sSg=1
0 Siqg>2

4.- Homologia del toro generalizado
El toro generalizado es un producto de esferasS™ x S™. Se pide probar

(i) denotamos por I al intervalo unidad de R. El n—cubo "™ C R™ tiene como frontera
fr™) ={(z1,...,z,) € R": existe: tal quez; =001}.

Asi, I x I" = [mtny frImtn) = (frI™) x I") U (I™ x fr(I")). Sean z, € S™
Y 2z, € S™ puntos base. Existe una aplicacion entre pares f: (I*, fr(I*)) — (S¥, 2),
para k € {m,n}, que es un homeomorfismo relativo, es decir, tal que la restricciobn
Silwe— praey: T8 — fr(I¥) —S* — 2z, es un homeomorfismo. Tomando productos carte-
sianos, seobtieneunaaplicacion f,,, x f,: 1™ x I"—S™ x §", quelleva fr(I"*") sobre
S™ v S™. Concluir, utilizando €l problema4 del apartado 2.5, queS™ x S™ eshomeomorfo
a espacio obtenido al adjuntar una (m + n)-celdaaS™ Vv S™ a través de la aplicacion
fin X ful pr(meny: fr(ImHm) o2 SR §m v ST

(i) utilizar la sucesion de Mayer—Vietoris para calcular los grupos de homologiade S™ v S”;

(iii) basandose en lo anterior, probar que H.(S™ x S™) = @ Hx(S™ x S"), m,n > 0, esun
k>0
grupo abeliano libre con 4 generadores, en las dimensiones 0, m, n'y m + n.

5.- NUmeros de Betti y caracteristica de Euler
La caracteristica de Euler—Poincaré sobre X es un poderoso invariante que tiene numerosas
aplicaciones fuera del ambito de latopologia, por g emplo

(a) solo las esferas impares admiten campos de vectores que no se anulan. Estas son justo las
esferas con caracteristica de Euler—Poincaré nula. Se puede definir la nocion de campo
de vectores sobre unavariedad diferenciable X'; ladiferenciabilidad se precisa para poder
hablar de vectores tangentes. Si X es compacto y conexo, existe un campo de vectores
tangente no nulo si y sblo si x(X) = 0. Luego, para superficies compactas, solo T? y
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K2 poseen un tal campo de vectores. Si X es de dimension impar y compacta, siempre
admite uno. Argumentos de geometriadiferencial prueban que un espacio X no compacto
siempre admite uno;

(b) unaclase un poco mas general de caracteristicade Euler juegaun papel clave en e teorema
de Riemann—Roch para variedades algebraicas proyectivas no singulares.

Si G esun grupo abeliano finitamente generado, se sabe que los elementos de orden finito en G
constituyen el subgrupo detorsion 7'y que e grupo cociente G/T" es abeliano libre. El nimero
minimal de generadoresde G/T es €l rango de .

El rango de H,,(X) (para aguellos espacios X en que los que tenga sentido esta definicion) se
[lama n—esimo nimero de Betti, 5,,(X), de X. S H,,(X) esabeliano libre, entonces esta carac-
terizado por su rango, en otro caso, hay mas informacion contenida en el grupo de homologia.

Sedefinetambién lacaracteristicadeEuler, x (X), por laformulax (X) = Y *(—1)"5,(X),
n>0
cuando esta suma es finita.

Estos dos nimeros son, por supuesto, invariantes topologicos. Se puede definir de lamisma
manera los nimeros de Betti relativos 3, (X, A) y la caracteristica de Euler relativa y (X, A)
paraun par de espacios (X, A). Se pide

(i) calcular los nUmeros de Betti y la caracteristica de Euler para S™, RP™, CP", larosa de n
pétalos y la superficie compacta de género g;

(ii) cuando estén definidos, probar quesi A C X secumple x(X) = x(A4) + x(X, A);

(iii) dada una sucesidn exacta de grupos abelianos finitamente generados

% [ tn—1
0— A — Ay 2% ... 25 A4, — 0,

entoncesrg(A;) — rg(As) + ...+ (=1)""rg(A,) = 0;

(iv) usar lo anterior para probar que si Z se obtiene a partir de Y adjuntandole una n—celday
x(Y) estadefinido, entonces x(Z) = x(Y) + (—1)".

6.- Homologia de los espacios lenticulares

Losespacioslenticulares L(p, ¢) son variedades de dimension tres orientables contorsion. Estos
espacios tienen una especie de propiedad de autoenrollamiento. Recordemos su definicion:
sean p y ¢ enteros relativamente primos, laesferaS? = {(z1,20) € C? : |z1|> + |2]? = 1},
y € homeomorfismo h: S? — S?, definido por h(zy, z5) = (zl.e%,zg.e%%). Se cumple que
h? = 1g y €l grupo ciclico Z, operasobre S® por: n.(z1, z2) = h™(21, 29) paan € Z,. End
problema 2 de 5.10, probamos que la aplicacion cociente p: S* — S*/7Z,, es un revestimiento y
el espacio cociente L(p, q) = S*/Z,, es el espacio lenticular. Se pide comprobar que

Z sSn=0,3
H,(L(p,q)) = {Zp sn=1
0 €n otro caso.
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