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Introduccion

Déjame que te hable también con tu silencio
claro como una lampara, simple como un anillo.
Eres como la noche, callada y constelada.

Tu silencio es de estrella, tan lejano y sencillo.

Me gusta cuando callas
Pablo Neruda (1904-1973)

La Topologia estudia aquellas propiedades de los espacios que permanecen inaltera-
bles al someterlas a deformaciones continuas, es decir, a distorsiones que ni rompen ni
pegan algo que no lo estaba previamente.

Por ejemplo, el caricter circular de una circunferencia no es una propiedad topoldgica:
se pueden pegar las extremidades de una cuerda para hacer una circunferencia, y sin
cortar ni despegar, deformar esta figura en un cuadrado, una elipse, etc. Se dird que la
circunferencia, el cuadrado y la elipse son objetos topoldgicamente equivalentes: la cua-
lidad de no tener extremidades permanece constante durante estas transformaciones, ésta
si es una propiedad topoldgica.

Una conocida broma afirma que las personas que se dedican al estudio de la topologia
no distinguen una rosquilla de una taza de café:

o = &5 &

en efecto, hemos pasado de la rosquilla a la taza sin realizar ni roturas ni cortes: ha sido
una transformacion topologica.

La topologia es pues matemdtica cualitativa, matematica sin nimeros: trata de pro-
piedades cualitativas intrinsecas de los espacios, que son independientes de su tamafio,
posicién y forma.



6 Introduccion

Los espacios métricos son los primeros ejemplos de espacios topoldgicos, los que
primero surgieron en el estudio cualitativo de espacios: generalizan las propiedades de
los espacios euclideos, donde sabemos medir la distancia entre dos puntos dados.

En este curso de topologia de espacios métricos, se trata de dar una introduccién a la
topologia, a través de la teoria de espacios métricos.

Este texto estd organizado en seis capitulos. El primero de ellos recopila aquellos
preliminares sobre teoria de conjuntos y ldgica matematica que son necesarios para una
buena comprension del texto.

Los siguientes cinco capitulos estudian las propiedades mds importantes de espacios
métricos: s6lo estin demostrados aquellos enunciados cuya prueba no es trivial, se han
incluido una gran cantidad de ejemplos y cada capitulo finaliza con una amplia coleccién
de ejercicios, donde los mas complicados estan marcados con el simbolo é.

La bibliografia indicada se refiere en su mayoria a textos sobre espacios métricos,
aunque aparecen también algunos libros clasicos dedicados a los espacios topoldgicos
en general. Los cinco textos recomendados (por tratarse de una bibliografia amplia) para
el curso van marcados con *: [D] y [HJ por estar en castellano, la obra [R]] por adaptarse
perfectamente al contenido de esta asignatura, [Se] y [SV] por tratarse de libros de reciente
aparicion... cualquiera de ellos serda un buen libro de consulta.

Leioa, septiembre de 2008



Capitulo 1

Conjuntos y aplicaciones

Nada soy yo,

cuerpo que flota, luz, oleaje;

todo es del viento

y el viento es aire siempre de viaje.

Viento
Octavio Paz (1914-1998)

1.1. Nociones de Logica

La Légica es una herramienta basica en Matematicas; damos aqui un breve repaso de
algunos conceptos fundamentales.

1.1.1. Simbolos y conectores

En Mateméticas, es fundamental la utilizacién de simbolos y conectores que sirven
para modificar o combinar sentencias.

Definicion 1.1. Los siguientes simbolos se llaman cuantificadores:
1) el cuantificador universal: ¥ (para todo);
2) el cuantificador existencial: 3 (existe).

Definicion 1.2. También es esencial el uso de los llamados conectores:
1) la negacion: no;

2) la conjuncion: A (y);



2 Capitulo 1. Conjuntos y aplicaciones

3) la disyuncion: V (0);
4) la implicacion: —> (si —, entonces);
5) la doble implicacion: <= (siy so6lo si, es equivalente a).

El manejo es sencillo, pero es preciso tener cuidado al utilizarlos. Por ejemplo, si 3
y 2 son propiedades relativas a los elementos de un conjunto X (definicion [I.11)), para
expresar que x cumple B, se escribird B (z). Y entonces:

Proposicion 1.1. El enunciado 3(x) V Q(z), significa una de las tres posibilidades (mu-
tuamente excluyentes) siguientes:

(i) B(x) y Q(x);
(ii) B(z) y no-Q(x);
(iii) no-P(x) y Q(z).
Proposicion 1.2. Un enunciado se niega de la siguiente manera:
1) no-(Vx € X,PB(z)) es lo mismo que decir que (3x € X : no-P(x)),
2) no-(3x € X : P(z)) equivale a (Vx € X, no-P(x)),
3)no(Ve € X, P(z) A Q(x)) es lo mismo que (3x € X : no-P(z) o no-Q(x));
4) no-(3x € X : P(z) = Q(x)) es equivalente a (Vx € X, P(z) 7= Q(x)).

Proposicion 1.3. Cuando aparecen varios cuantificadores en un enunciado, es indiferente
el orden en el que se escriben, siempre que los cuantificadores involucrados sean del
mismo tipo. Si P(x,y) es una propiedad relativa a los elementos x e y, entonces:

1) (Vx, Yy, B(z,y)) es lo mismo que decir que (Vy, Vz, P(z,y));

2) (3z, Jy : P(x,y)) es equivalente a (FyJy : Pz, y)) .

Contraejemplo 1.1. Hay que tener cuidado cuando se ven involucrados cuantificadores
de distinto tipo. Por ejemplo, el enunciado (Vz, 3y : P(z,y)) no equivale a la expresion
(Jy : Va,P(x,y)). En efecto, si X = Ny P(x,y) es la propiedad “x < 37, la primera
expresion se lee como que todo nimero natural posee otro mayor (que es cierta) y la
segunda significa que existe un nimero natural mayor que todos los demas (que es falsa).

Proposicion 1.4. El cuantificador existencial y el conector disyuncion se pueden inter-
cambiar en la escritura de un enunciado, asi como el cuantificador universal y el conector
conjuncion:
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1) (Vz,PB(x)) y (Vy, Q(y)) es lo mismo que (Vz,y, B(x) A Q(y)),
2) (Fz : P(z)) o (3y : Q(y)) es equivalente a (Fz,y : P(x) vV Q(y)).

Contraejemplo 1.2. En general, no se pueden intercambiar cuantificadores y conectores
en la escritura de un enunciado:

1) 1a expresion (Vz,B(z) V Q(x)) no equivale a (Vz,P(x)) V (Vo : Q(x)). En efecto,
si X = N, Py Q son las propiedades de “ser par” y “ser impar” respectivamente,
entonces la primera expresion se lee como que un nimero natural es par o impar
(que es verdadera) y la segunda dice que todo niimero natural es par o todo nimero
natural es impar (que es falsa);

2) la expresion (Jz : P(x)) A (Fz : Q(x)) no equivale a (3x : P(z) A Q(x)). En efecto,
tomando de nuevo el ejemplo de 1), la primera expresion se lee como que existe un
numero natural par y existe un niimero natural impar (que es cierta), y la segunda
significa que existe un nimero natural a la vez par e impar (que es falsa).

1.1.2. Los objetos del razonamiento

Definir una teoria matematica es establecer las reglas del juego sobre los objetos ma-

nipulados, los denominados axiomas.
Definicion 1.3. Un axioma es todo enunciado que:

1) sirve de fundamento para la construccion de una teoria;

2) se admite como cierto y no es por lo tanto objeto de discusion.
Cuando un unico axioma no basta para definir una teoria, se pide ademas:

3) que los diferentes axiomas usados no se contradigan y sean independientes los unos

de los otros.

Ejemplos 1.1. Algunos ejemplos de axiomas son los siguientes:

1) axioma de Euclides, que es la base de la Geometria Euclidea: dos rectas paralelas del
plano euclideo no se cortan;

2) axioma de eleccion: dado un conjunto X, existe una funcion (definicion (1.18)) de
eleccion, f: P(X) — {0} — X (definicién|1.14])), que asigna a todo conjunto A no
vacio, un punto distinguido f(A) = a € A;

3) lema de Zorn: sea un conjunto parcialmente ordenado (X, <) (definicién|1.31)), tal que

todo conjunto bien ordenado (definicidn (1.33)) admite una cota superior (definicién
1.34)); entonces (X, <) posee un elemento maximal (definicién|1.32));

4) axioma de Zermelo: todo conjunto puede ser bien ordenado.
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Observacion 1.1. 2), 3) y 4) son formulaciones equivalentes del mismo axioma.

Definicion 1.4. Una definicion es un enunciado que sirve para explicar o introducir una
nueva nocion.

Una vez conocidos los axiomas y algunas definiciones, el juego puede comenzar,
puesto que las reglas ya se conocen.

Definicion 1.5. Un feorema es un enunciado que se deduce:

1) directamente de los axiomas o

2) de los axiomas y los teoremas precedentes, y

con las reglas de deduccion que se llaman demostraciones, que aseguran su validez.

Definicion 1.6. A veces, se da Gnicamente el nombre de teorema a los verdaderamente
importantes, a los que han pasado a la historia con un nombre, 0 a los que precisan una
demostracion muy larga, dejando el nombre de proposicion al resto.

Definicion 1.7. Un lema es una proposicion preliminar a la demostracién de un teorema.

Definicion 1.8. Un corolario es una proposicion que se deduce inmediatamente de un
teorema, por una demostracion si no inmediata, cuando menos corta y fécil.

1.1.3. Condiciones necesarias y suficientes

Definicion 1.9. (La implicacion) Sean X un conjunto y ‘B y Q dos propiedades ma-
tematicas definiendo los conjuntos A = {z € X : P(z)} y B = {x € X : Q(z)}
respectivamente. Si A C B (definicién [I.12), todo elemento verificando 3, cumple tam-
bién 9. En este caso, se dice que P implica £, y se escribe 8 = Q. Se dice también
que ‘B es una condicion suficiente de L (para obtener £ basta con conocer 3) o que 2 es
una condicion necesaria de ‘3.

Definicion 1.10. (La equivalencia) En las condiciones de la definicién siA=2B
(definicién [I.12)), todo elemento verificando I3 cumple también 9 y viceversa. En este
caso, se dice que P es equivalente a Q, y se escribe f <= Q. Como A = B es idéntico
aA C By B C A, laequivalencia 3 <= £ significa las dos implicaciones f — Q
y 2 = P. Es decir, las dos propiedades equivalentes 3 y £Q caracterizan el mismo
conjunto. Observar que en tal caso B es una condicion necesaria y suficiente de Q.
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1.1.4. Los métodos de demostracion

Hay muchos métodos de demostracion, de los cuales citamos los mds importantes a
continuacion, usando la notacién de la definicion|1.9

(i) Método de la hipétesis auxiliar: para probar que 3 —> £, se supone B cierta.

Esta forma de razonamiento, la mas directa, es también la mas conocida. De manera
practica consiste en demostrar el teorema 9 = £, donde P es la hipdtesis y Q la
conclusion o tesis, suponiendo que se verifica B3 (la hipdtesis es cierta) y ayudandose de
los axiomas y de los otros teoremas de la teorfa demostrados anteriormente.

(ii) Disjuncion de los casos: para probar que 3 — £, se descompone ‘B en la
forma B, V - - -V B, v se prueba que para cada i € {1,...,n}, es P, = Q.

Es decir, se descompone el conjunto A de los elementos que cumplen P en una unién
disjunta (definicién|I.13)) de subconjuntos A4, - - - , A,,. Entonces, se prueba que para cada
1<i<nesA; CB;ycomo A=A, U---UA,,setendrd A C B.

Ejemplo 1.1. Probar que si n € N, entonces n(n + 1) es par.

Demostracion: Distinguimos dos posibilidades: si n es par, existe £ € N, tal que n = 2k,
y entonces n(n + 1) = 2k(2k + 1). Si n es impar, existe k € N, talque n = 2k + 1,y
entonces n(n + 1) = (2k + 1)(2k + 2) = 2(2k + 1)(k + 1), que es claramente par. |

(iii) Método de contraposicion: para probar que 3 —> 2, se demuestra el con-
trareciproco no-Q = no-‘L.

Es un primer método de prueba indirecta. Descansa sobre el hecho de que la inclusién
A C B es equivalente a decir que los conjuntos complementarios (definicién[I.13) verifi-
can la inclusion B¢ C A°.

Ejemplo 1.2. Probar que sin € N es tal que n? es par, entonces n es par.
Demostracion: Sin € N es impar, entonces n? es impar. |

(iv) Demostracion por reduccion al absurdo: para probar un enunciado ‘B, se
supone su negacion no-33, y se busca una contradiccion en la teoria en la que se tra-
baja.

Como evidentemente se admite que esta teoria no admite contradicciones, la suposi-
cién no-*P serd falsa, lo cual es equivalente a decir que ‘P es cierta. ;A qué contradiccion
se debe llegar? A contradecir un axioma, un teorema anteriormente probado o la propia
suposicioén no-*P.
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De modo similar, para probar que 8 = £ razonando por reduccién al absurdo, se
admite lo contrario, es decir, que no-(f = ), o lo que es equivalente, ¥ y no-Q. Y se
busca entonces encontrar una contradiccion.

(v) El contraejemplo: para probar que un propiedad matemadtica ‘3 es cierta para un
conjunto X, hay que probar que todos los elementos de X la verifican. Pero, se sabe que
la negacion de (Vo € X, B(z)) es (Fr € X, no-P(x)). Asi, para probar que esta formula
es falsa, basta con encontrar un elemento de X que no verifique *J3: esto es lo que se llama
dar un contraejemplo.

Ejemplo 1.3. Si x € R, jes cierto que si x < x?, entonces es x > 12
Demostracion: La respuesta es falsa, tomando x = —2. |

(vi) La demostracion por recurrencia: este tipo de demostracion esta ligada a la
definicion del conjunto de los enteros naturales. Es una técnica util para probar que una
propiedad B(n) es cierta para todos los enteros naturales n, o para los que son iguales
o superiores a un cierto ny. Sean ng un entero natural y B3(n) una propiedad matematica
que depende de un entero n. Para probar que P(n) se verifica para cada n > ny, basta
con probar que:

1) P(ng) es cierta,

2) demostrar, bajo la hipédtesis de que P(n) se verifica paran € {ng,ng + 1, ...k}, que
PB(k + 1) es cierta.

La etapa 1) es una simple verificacion y la 2) es, de hecho, el objeto de una demostracion.

Ejemplo 1.4. Probar que para cadan € N, 1 +---+n = @

Demostracion: Para n = 1, es cierto que 1 = w Si la propiedad se verifica para
ne{1,...,k},entonces: 142+ - -+ k+(k+1)=(1+2+ - +k)+(k+1)=2EL 4 (k4 1)=
(k+2)(k+1) i
—.

Observacion 1.2. Hay una forma débil de la demostracion por recurrencia: para probar
que PB(n) se verifica para cada n > ng, basta con probar que:

1) PB(no) es cierta,

2) demostrar, bajo la hipétesis de que B (k) se verifica para k > ng, que B(k + 1) es
cierta.

En este caso, para probar que B (k + 1) se verifica, nos apoyamos sélo sobre la hipétesis
de que P(k) es cierta.
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1.2. Teoria de conjuntos

Definicion 1.11. Un conjunto es una coleccion de objetos, llamados elementos o puntos.
Si = es un elemento de X, se denota por z € X. Andlogamente, z ¢ X denota la “no
pertenencia” de x a X. El conjunto vacio () es el conjunto sin elementos.

Son conjuntos importantes en Matemadticas N, Z, Q, R, - - - .

Se puede definir un conjunto:

1) por extension, nombrando todos sus elementos: por ejemplo, el conjunto de los niimeros
naturales pares es {2,4,6,8,--- };

2) a través de una propiedad ‘B3 valida en un universo i, que servird para caracterizarlo
{z € 4 :P(x)}. Por ejemplo, el conjunto de los nimeros naturales pares se puede
expresar por {z € N : x es multiplo de 2}.

Definicion 1.12. Dados A, B C X, se dice que A estd contenido en B, A C B, si para
cadaxr € A,esx € B.Y Aesiguala B,A=B,siAC By B C A.
Definicion 1.13. Si A, B C X, se definen:

1) la interseccion de Ay B,por ANB = {x € X : x € ANz € B}. Claramente,
ANB C A,B. Ay B se dicen disjuntos si AN B = ();

2)launionde Ay B,por AUB={x € X:x€ AVzx € B}.Esdecirx € AU B, si
se verifica una (y s6lo una) de las condiciones siguientes:

WHreAyxeB,
i)z e Ayx & B,
(i)r &€ Ayx € B.
Claramente, A, B C AU B;
3) el complementario de Aen X, por X — A = {z € X : x ¢ A}. Si no hay duda
de respecto a que conjunto se estd tomando el complementario, se suele denotar por
AS;
4) la diferenciade Ay B,por A— B=ANB‘={r e X :z€ ANz ¢ B}.
Proposicion 1.5. Las anteriores operaciones verifican las siguientes propiedades:
1) leyes idempotentes: ANA=A=AUA;,
2) leyes asociativas: (AUB)UC =AU (BUC)y(ANB)NC =AN(BNC);
3) leyes conmutativas: AUB =BUAyANB=BNA;
4) leyes distributivas: AN(BUC) = (ANB)U(ANC)y AU(BNC) = (AUB)N(AUC);
5)identidades: ANX =A=AUD, AUX =XyAN(=10;
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6) propiedades del complementario: AU A° =X, ANA° =), (A)=Ay X°=();
7) leyes de De Morgan: (AU B) = AN By (AN B)° = A°U B°.

Definicion 1.14. Se llama partes de X o conjunto potencia de X al conjunto de todos los
subconjuntos de X, y se denota por P(X) o0 2%. Es decir, A C X siy sélosi A € P(X).

Definicién 1.15. A x B = {(a,b) : a € AN b € B} es el producto cartesiano de A por
B. Sus elementos son pares ordenados.

Claramente, A x B # BX A.Y AXx B = (),siysélosi A = (6 B = (). Dos pares
ordenados (aq, b1), (az,be) € A x B, son iguales (a1,b1) = (az,be) siysélosia; = asy
bl = bg. Luego, (CLl, bl) # (CLQ, bg) si y solo si ai 7é ag O b1 7£ b2.

En general, dada una familia finita de conjuntos {Ay,--- , A,}, se define su producto
cartesiano por HAZ' =A; x--x A, ={(a1, - ,an) : a; € Aj;1 € {1,--- ,n}}. Si
=1
A; = Aparacadai € {1, - ,n}, el producto cartesiano se denota por A™.

Proposicion 1.6. El producto cartesiano verifica las siguientes propiedades:
I)AXx (BNC)=(AxB)N(AxC);
2)Ax (BUC)=(AxB)U((AxC);
3)siC #0DyAxC=BxC, entonces A = B;
4)Ax (B—C)=(AxB)—(AxC);
5)(AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND);
6) (Ax B)¢=(A°x B)U(A° x B)U (A x B°);
7)si B C C, entonces A x BC AxC(C;
8) (Ax B)N(C x D)= (Ax D)n(C x B);
9)si A, B,C'y D son conjuntos no vacios, entonces Ax B C C' x Dsiysolosi ACC
yB CD.

Definicion 1.16. Sea I # () un conjunto de indices. Se considera una familia de conjuntos
{A; : i € I}, y se dice que esta familia estd indicada por I. Los conjuntos A; no tienen
porque ser diferentes.

Definicion 1.17. Dada una familia indicada {A; : ¢ € I}, con A; C X, se define:
1) la interseccion generalizada ﬂAi ={reX:Viel,ve€ A}y
icl

2) la union generalizada UAi ={reX:Jieltalquex € A;}.

el
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Si el conjunto de indices  es finito, estas definiciones coinciden con las dadas en la
definicién Se cumplen también en este caso las propiedades distributivas, las leyes

de De Morgan (ﬂAZ> = UAZC y <UA1) = mAf, etc.

el iel il iel

1.3. Funciones y sus propiedades

Definicion 1.18. Dados dos conjuntos X e Y, una aplicacion o funcion f: X — Y, es
una correspondencia que asocia a cada z € X, un elemento y s6lo uno de Y, que se
denota por f(z).

Ejemplos 1.2. Algunos ejemplos de aplicaciones son:

1) la aplicacion identidad, 1x : X — X, definida por 1x(z) = z;

2) la aplicacion inclusion: si A C X, is: A— X, se define por i4(z) = x;

3) la aplicacion constante, c,,: X —Y, definida por ¢,, () = yo, donde y, es un punto
fijode Y

4) la i-ésima proyeccion coordenada, p;: Ay X --- x A, — A;, definida por la igualdad
pi((ay, -, an)) = as;

5) la inyeccion diagonal, d: X — X™, definida por d(x) = (x,- - , x);

6) la funcion caracteristica de un conjunto: si A C X, x4: X — {0, 1}, definida por

] 0 si zgA
XA(x)_{l si z€ A

7)dada f: X —Y y A C X, larestriccionde f a A, fla: A—Y, estd definida por
flaa) = f(a);

8)sig: A—Y y A C X, entonces f: X — Y esuna extensionde ga X, si f|4 = g;
una aplicacion puede tener varias extensiones;

9sif: A—Y yg: B—Y son dos aplicaciones, donde AU B = Xy f(z) = g(x),
para cada v € AN B, se puede definir la combinada de f y g, como la aplicacién
h: X —Y definida por

| flz) si ze A
h(x)_{g(a:) :i reB

Definicion 1.19. Dada una aplicacion f: X — Y, X se llama el dominio de f e Y es su
codominio. El grafo de f es el conjunto Gy = {(z, f(z)) : x € X} C X x Y, queen
muchas ocasiones se identifica con f.
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Definicion 1.20. Dos aplicaciones f: X — Y y g: Z— W son iguales, cuando coin-
ciden sus dominios (X = Z), sus codominios (Y = W)y f(z) = g(z), paracadaz € X.
Por ejemplo, si f: X — Y es una aplicaciony A C X, fy f| no son iguales.

Definicion 1.21. Dada f: X — Y, f(A) = {y € Y : Ja € Atalque f(a) =y} esla
imagen directa de A. f(X) se llama rango de la aplicacion.

Definicion 1.22. Si B C Y, f~Y(B) = {z € X : f(z) € B} es su imagen reciproca.

Proposicion 1.7. Dada f: X —Y, se verifica:
1) f(0)=0, f(X)CYysi A#0, entonces f(A) # 0;
2)si Ay, Ay C X,y Ay C Ay, entonces f(Ar) C f(Ag);

3)SiA; C Xparaie 1, f (UA,) = Uf(Az) yf (ﬂAz> - ﬂf(Az);

il iel icl icl
4)si A1, Ay C X, f(A1) — f(A2) C f(AL — Ay) y en particular f(X) — f(A2) C
f(X — Ag). Entre Y — f(As) y f(X — As) no hay en general ninguna relacion;

5) f710) =0, y puede existir ) # B C Y, tal que f~'(B) = 0;
6) /1Y) = X,
7) si By, By CY y By C By, entonces f~*(By) C f~Y(Bs);
8)si B; CY parai €I, f~! (ﬂBZ) =/ '(B)y f! (UBi) =Jr'm);
iel iel iel il
9)SiBy,By, CY, fY(By—By) = f1(By)— f(Bs), y enparticular, f~1(Y — By) =
X = fH(Ba);

10)si AC X, AC f1(f(A));
11)siBCY, f(f7Y(B))=f(X)NBC B;
I2)siACXyBcCY, f(An f~YB)) = f(A) N B.

Definicion 1.23. Dadas f: X —Y yg: Y — Z, se define la composicion de gy f, por

gof: X—Z,donde (go f)(xz) = g(f(x)), paracadaz € X.

Proposicion 1.8. Sean f: X —Y, g: Y —Z y h: Z— W aplicaciones, entonces:
1) la composicion de funciones es asociativa: ho (go f) = (hog)o f;
2)folx=fylyeg=y;
3)siC CZes(gof)H(C)=f g ' (O);
4)sif: X—Y yg:Y— X, engeneral, fog#go f.
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Definicion 1.24. Se dice que f: X — Y es sobreyectiva, si f(X) = Y, es decir, para
caday € Y, existe z € X, tal que f(z) = y. Y es inyectiva, si dados x1 # 5 en X, es
f(z1) # f(x2) (0 equivalentemente, si f(x;) = f(z2), entonces x; = 7).
Proposicion 1.9. Sea f: X — Y, entonces:
1) B= f(f~Y(B)) para cada B C 'Y, siy sélo si [ es sobreyectiva;
2)Y — f(A) C f(X — A) para cada A C X siy solo si | es sobreyectiva;
3)sig,h: Y —Zy f es sobreyectiva, entonces g o f = h o f implica que h = g;
4)sig: Y — Xy fog=1ly, entonces f es sobreyectiva;
5) A= f~Y(f(A)) para cada A C X, siy sdlo si | es inyectiva;

6) f <ﬂAl> = ﬂf(Ai) para cada familia indicada de conjuntos {A; C X }ier si'y
i€l i€l
solo si f es inyectiva;

7) si f es sobreyectiva, entonces para cada A C X es Y — f(A) = f(X — A) si y sdlo
si f es inyectiva;

8)sig,h: Z— X y f es inyectiva, entonces f o g = f o h implica que h = g;

9)sig: Y — X ygo f =1y, entonces f es inyectiva.
Definicion 1.25. f: X — Y es biyectiva si es sobreyectiva e inyectiva a la vez. En tal
caso, la correspondencia definida por f~': Y — X, donde f~!(y) = x siy sélo si
f(x) =y, es una funcion.
Proposicion 1.10. Sea f: X — Y, entonces:

1) si f es biyectiva, entonces ' también lo es;

2) si f es biyectiva, entonces f Lo f=1x, fof l=1yy (f*l)*l = f;

3)sig: Y —Xygof=1xy fog=1ly, entonces f es biyectivay g = f*;

4)si f: X—Y yg: Y — Z son biyectivas, entonces go f lo es y ademds (go f)™1 =

ftog™

1.4. Relaciones binarias

Definicion 1.26. Dado un conjunto X, una relacion binaria es R C X x X. ‘R se llama:
1) reflexiva, si para cada x € X, es (z,x) € R;
2) simétrica, si dado (z,y) € R, entonces (y, z) € R;
3) antisimétrica, si (x,y) € Re (y,x) € R implica que x = y;
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4) transitiva, si dados (x,y), (y, z) € R, entonces (z, z) € R.

Definicion 1.27. Una relacion de equivalencia es una relacion binaria reflexiva, simétrica
y transitiva. Se suele denotar por Ry en vez de (x,y) € fR.

Definicion 1.28. Dada R una relacion de equivalencia, se llama clase de x al conjunto
[z] = {y € X : 2Ry}. El conjunto cociente X /R, es el conjunto de todas las clases de
equivalencia.
Proposicion 1.11. Algunas propiedades son:

1) x € [z] (x se llama representante de su clase), luego [x] # (;

2) xRy si y solo si [x] = [y];

3) [x] # [y] si 'y solo si [z] N [y] = 0.
Definicion 1.29. Una particion de X es una familia P = {P, : i € I} de subconjuntos
no vacios de X, tales que:

O X =JP.y
iel
(i) si P; # P;, entonces P; N P; = ().
Lema 1.12. Es equivalente dar una particion de X que una relacion de equivalencia

sobre él.

Definicion 1.30. Existe una aplicacion candnica, p: X — X /%R, que asigna a cada ele-
mento z su clase de equivalencia p(z) = [z]. Se llama aplicacion cociente y es sobreyecti-
va. Una vez dada la aplicacién cociente, cada clase de equivalencia en X es precisamente

-1
p~(p(x)).
Definicion 1.31. Una relacién < sobre X es un orden parcial si es una relacion reflexiva,

antisimétrica y transitiva. Se dice también que X estd parcialmente ordenado. El orden
se llama rotal, si dos elementos cualesquiera de X son comparables por esta relacion.

Definicion 1.32. Si X estd parcialmente ordenado por <, entonces:
(i) a € X se llama elemento mdximo de X, siparacadax € X,esx < a;
(i1) a € X es un elemento maximal de X, si a £ x para cada x # a;
(iii) a € X se llama elemento minimo de X, si paracadaz € X, es z > a,
(iv) a € X esun elemento minimal de X, si x £ a para cada = # a.

Ejemplo 1.5. Si X = {a,b,c} con el orden parcial « < by a < ¢, entonces b es un
elemento maximal de X, pero no un méaximo.

Definicion 1.33. Un conjunto parcialmente ordenado en el cual todo A C X no vacio
posee un elemento minimo, se llama conjunto bien ordenado. Por ejemplo, (Z, <) no
esta bien ordenado.
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1.5. Propiedades de los nimeros reales

(R, <) es un conjunto totalmente ordenado, donde < denota el orden usual en R.

Definicion 1.34. Si A C R, se tiene:
1)siu € Restal que a < u para cada a € A, se dice que u es una cota superior de A;

2) la menor de las cotas superiores de A (es decir, u es cota superior de A y para cada z
cota superior de A es z > u) es el supremo de A, y se denota sup(A);

3)sil € Restal que a > [ paracada a € A, se dice que [ es una cota inferior de A;
4) la mayor de las cotas inferiores de A (es decir, [ es cota inferior de A y para cada z
cota inferior de A es z < [) es el infimo de A, y se denota inf(A).

Teorema 1.13. (Axioma de la cota superior) Si A C R estd acotado superiormente (es
decir, existe M € R, tal que M > a, para cada a € A), existe el supremo de A. Y en tal
caso, s = sup(A) siy sdlo si:

(i) paracadaa € A, esa < s,y

(ii) para todo € > 0, existe a. € A tal que a. > s — ¢.
Del axioma anterior, se deduce que:

Corolario 1.14. Si A C R estd acotado inferiormente (es decir, existe m € R, tal que
m < a, para cada a € A), existe el infimo de A. Y entonces, i = inf(A) si y sélo si:

(i) para cada a € A, esa > 1,y

(ii) para todo € > 0, existe a. € A tal que a. < i + €.

Teorema 1.15. R es arquimediano, es decir, el conjunto N no estd acotado superiormente.

Demostracion: Si lo estuviera, existiria ry € R, tal que n < ry para cada n € N. Pero
no = [ro] +1 €N, yng £ ro. |

Del teorema se deducen inmediatamente:

Corolario 1.16. (Propiedad arquimediana) Para todo v > 0, existe n € N, tal que
0<i<ua.

Corolario 1.17. (Densidad de los racionales) Dados dos niimeros reales © < 1y, existe
reQ tal que x <r <uy.

Demostracion: Por la propiedad arquimediana (corolario |1.16), existe ng € N tal que
L <y — a2 Elconjunto M = {m € N:z < nﬂo} es no vacio y estd bien ordenado,

ng
es decir, existe my € M tal que z < ™ y g > ™01 Eg inmediato probar que ademds
ng no

my
<y i
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Corolario 1.18. (Propiedad de los intervalos de encaje) Dada {|a,,b,] : n € N}, una
familia de intervalos cerrados y encajados (es decir, sin < m, es |ap,bn] C [an,bs])

entonces ﬂ [an, bn] # 0.

neN

Demostracion: Para cada m,n € N, es a,, < b, luego para todo m € N, b, es cota

superior del conjunto A = {a, }nen. Si p = sup(A), es claro que p € ﬂ [, by |
neN

1.6. Cardinalidad de conjuntos

Definicion 1.35. Dos conjuntos se llaman equipotentes, si existe una correspondencia
biyectiva entre ellos.

Definicion 1.36. X se dice finito si existe n € N, tal que X es equipotente a {1,--- ,n}.
X es infinito, si no es finito, lo cual equivale a decir que es equipotente a un subconjunto
propio de si mismo. X es numerable si es equipotente a N y es contable si es finito o
numerable.

Observacion 1.3. Dos conjuntos finitos son equipotentes si y s6lo si poseen el mismo
nimero de elementos. No sucede lo mismo si X es infinito: N es equipotente al conjunto
[P de los niimeros pares, y sin embargo P C N.

Lema 1.19. La relacion de equipotencia es una relacion de equivalencia.

Definicion 1.37. A cada clase de equipotencia se le puede asignar un nimero cardinal,
que es un objeto matematico w tal que existe un conjunto X con Card(X) = w.

Definicion 1.38. Un conjunto A es de potencia menor o igual que B, si existe una apli-
cacion f: A— B inyectiva, con lo cual Card(A) < Card(B) (equivalentemente, si
existe una aplicacién f: B — A sobreyectiva).

Definicion 1.39. Dados dos nimeros cardinales w; y wo, se dice que w; < ws, si existen
conjuntos X e Y con Card(X) = wy y Card(Y) = wq y tales que la potencia de X es
menor o igual a la potencia de Y. Se trata de una relacién de orden. Siw; < ws y wy # wo,
se dice que w; es estrictamente menor que wo.
Proposicion 1.20. Se verifican las siguientes propiedades:

1) si X es contable y A C X, entonces A es contable;

2) si X no es contable y X C Y, entonces Y no es contable;

3) si X es infinito, existe A C X, numerable y propio.
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Teorema 1.21. N x N es numerable.

Demostracion: Se define la siguiente relacion binaria: dados (my, ny), (mg,ny) € N x N,
(ml, nl) < (mg,ng) Si:

1) my 4+ 1y < Mg + 19, 0
2)m1+n1:m2+n2ym1<m2.

=< es un orden total, gracias al cual se pueden escribir los elementos de N x N en una lista.
La aplicacién f: N x N— Ndada por f(m,n) = :(m+n—1)(m+n—2)+m, asigna
a cada elemento (m,n) € N x N el lugar que ocupa en esta lista, y es por lo tanto una
biyeccion. |

Corolario 1.22. Del teorema se deduce:
1) el producto cartesiano de una familia finita de conjuntos contables, es contable;
2) la union de una familia contable de conjuntos contables es contable;

3) Z.y Q son numerables.

Demostracion: Para probar 3), basta con usar 2). Z = N U {0} U —N. Ademas, Q =

{% :m € Z,n € N} se puede escribir como la unién numerable Q = U A,,, donde

neN
An, ={% :m € Z}, que es equipotente a Z. |

Contraejemplo 1.3. R no es numerable.

Demostracion: Basta con demostrar que [0, 1] no es numerable. Si lo fuera, se escribiria
[0,1] = {2, }nen- Se construye una sucesion de intervalos encajados del modo siguiente:
x1 no puede pertenecer a los tres intervalos [0, %} [%, %] y [%, 1}. Sea I} = [ay, by] uno
de estos tres intervalos, tal que 1 ¢ I;. Se divide I; en tres intervalos de amplitud %:
la1,a1 + 3], [a1 + 5,01 + 2] y [a1 + §,b1]. De nuevo, existe uno de ellos I, C I, tal
que x5 ¢ I,. Se continda de manera inductiva, obteniendo una sucesién de intervalos
encajados {1, },en, cada I, de longitud 3% y tal que x,, € I,. Por la propiedad de los

intervalos de encaje (corolario|l.18)), existe p € ﬂ I,, C [0,1], 1o que es imposible. |
neN

El Card()) = 0, es el cardinal minimo. Sin embargo no existe un cardinal maximo,
ya que:

Teorema 1.23. (de Cantor) Para cada conjunto X, Card(X) < Card(P(X)).
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Demostracion: Si X = ), Card(P(X)) = 1, pues P(X) = {0}. Si X # (), es ob-
vio que Card(X) < Card(P(X)), porque la aplicacion h: X — P(X) definida por
h(z) = {z} es inyectiva. Supongamos que Card(X) = Card(P(X)), es decir, existe
una aplicacién f: X — P(X) biyectiva. Sea A = {x € X : = & f(z)} € P(X). Co-
mo f es sobreyectiva, existe zo € X tal que f(xg) = A. Si xy € A, esto significaria
que o ¢ f(zo) = A, lo cual es imposible. Luego, es xy ¢ A, lo cual significa que
xo € f(zo) = A, imposible de nuevo. |

En particular, Card(N) = Ry < Card(P(N)) = 2% (notacién que proviene de
la propiedad descrita en el ejercicio 9 del apartado . Puede probarse que 2% =
Card(R) = ¢, que se llama el cardinal del continuo. De aqui se concluye que X, < c.

Desde principios de siglo, se ha intentado en vano establecer si existe un nimero
cardinal R, entre Ry y c. Georg Cantor (1845-1918) hace la siguiente conjetura:

Teorema 1.24. (Hipotesis del continuo) c = Ny, es decir, no existe ningiin conjunto A,
tal que Xy < Card(A) < c.

Paul Joseph Cohen (1934-2007) establece en 1963 que la hipdtesis del continuo es in-
decidible: anadiendo como axioma su veracidad o su falsedad, los fundamentos de la
Matematica siguen siendo coherentes.

1.7. Ejercicios
1.- Con ayuda del lenguaje simbdlico, decidir si son correctas las siguientes deducciones:
a) Los gusanos reptan. Todo lo que repta se mancha. Luego, los gusanos estdn sucios.

b) Si aumenta la temperatura o cae un meteorito, los osos polares moriran de hambre. Se
sabe que los 0sos polares van a sobrevivir, por lo tanto, caerd pronto un meteorito.

c¢) Ninguna pelota de tenis es de cristal. Ningun objeto de cristal es indestructible. Luego,
ninguna pelota de tenis es indestructible.

d) Si se abandona la utilizacion de gasolina o se incrementa el uso de energia solar,
la contaminacién disminuird. Si se abandona el uso de gasolina, el pais entrard en
crisis. La utilizacién de la energia solar no aumentard, a no ser que no haya crisis.
Por lo tanto, la contaminacidon no va a disminuir.

e) Los profesores son sddicos. Algunos sddicos usan latigo. Por lo tanto, algunos profe-
sores usan latigo.
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f) Los caramelos son dulces. Ningun alimento dulce contiene sal. Luego, los caramelos
no contienen sal.

g) Los péjaros silban. Algunos habitantes de Euskadi son pdjaros. Luego, algunas cria-
turas de Euskadi silban.

h) Si no trabajo duro, me dormiré. Si estoy preocupado, no dormiré. Por lo tanto, si estoy
preocupado, trabajaré duro.

1) Las nubes son esponjosas. Algunos objetos esponjosos son rosas. Luego, algunas
nubes son rosas.

J) Los osos polares tocan el violin. Los violinistas no vuelan. Por lo tanto, los osos
polares no vuelan.

k) Las tortugas ven CSI-Las Vegas. Algunas criaturas de Gélapagos son tortugas. Por lo
tanto, algunos habitantes de Galdpagos ven CSI-Las Vegas.

1) Las polillas salen de noche. Algunos caminantes nocturnos son vampiros. Por lo tanto,
las polillas son vampiros.

m) Si Thor se enfada, hay tormentas. Estd comenzando una tormenta. Por lo tanto, Thor
esta enfadado.

n) Si en Marte hubiera grandes cantidades de agua, podria haber vida. No hay grandes
extensiones de agua en Marte. Por lo tanto, no hay vida en Marte.

i) Los buenos politicos son honestos. Juan es honesto. Juan seria un buen politico.

0) Algunas personas no beben café. Los matematicos son humanos. Por lo tanto, algunos
matemaéticos no beben café.

p) Ningtn elefante sabe tricotar. Yo no sé tricotar. Luego, soy un elefante.

q) Algunos poetas son nerviosos. Hay gente nerviosa que se come las ufias. Luego,
algunos poetas se comen las uiias.

r) Si hago estos ejercicios, aprenderé logica. Ya he terminado de hacerlos... {S€ 16gica!
2.- Negar los siguientes enunciados:

a) Los politicos son gordos y feos.

b) Hay un matematico que sabe sumar.

c¢) Algunas personas de Sevilla tienen paraguas.
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d) El Athletic de Bilbao ganard la Liga de futbol.

e) Nadie en Euskadi habla swahili.

f) Al menos dos faraones egipcios eran ciegos.

g) Como mucho, la mitad de los nimeros: 1, 2, 3, 4, 5, 6, son pares.
h) A veces, llueve en El Sahara.

1) Siempre hace frio en Groenlandia.

j) Ni Alejandro Magno, ni Julio César eran pelirrojos.
kKyre Aox € B.

hreAyzeB.

m)x € A, perox & B.

n) AC B.

fi) paracadat € I,es x € A;.

o) existe i € I, tal que = € A;.

3.- Sea X el conjunto de los estudiantes de la Facultad de Ciencia y Tecnologia de la
UPV/EHU, H el conjunto de los hombres, M el de la mujeres, C' el de los estudiantes que
van en coche a la Universidad, A el de los estudiantes que van en autobus a la Universidad,
E el de los estudiantes de Matemadticas y F’ el de los estudiantes de Fisicas. Describir los
siguientes conjuntos: X — H, X — M, X —-C, X -A X -FE X—-F,HNC,HNA,
HNE, HNF, MNC,MNA MNE, MNF,CNACNE,CNF,ANE,ANF,
ENnFMUH H-M,H-C,H—-—A H-E,H—-F,H-M,M—-H,M-C,
M—-AM-EM-F,C—-AC—-EC-F,A-C,A-M,A-H,A—-FE,A-F,
EFE-HFE-M,E-C,E—AyE—F.

4.- Cuatro compafieros han faltado a la clase de Matematicas en el Instituto. Delante del
Jefe de Estudios y en presencia de su profesor, se defienden del modo siguiente:

Pedro: “No he faltado.”

Elena: “Lo admito, he faltado, pero estaba con Juan.”

Juan: “Yo también he faltado; pero no estaba con Elena, sino con Pedro.”

Maria: “Yo estaba en clase, pero no he visto a Pedro.”

El profesor: “Estaba concentrado en mis cosas, pero he visto a Pedro en clase.”

(Puedes ayudar al Jefe de Estudios, sabiendo que sélo tres de estas sentencias son ciertas?
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5.- Traducir las siguientes frases del lenguaje natural en un lenguaje simbolico utilizando
una o varias propiedades ‘3. Negar cada enunciado y traducirlo al lenguaje natural:

a) No hay amor feliz.

b) Una puerta estd abierta o cerrada.

¢) Ser o no ser.

d) Las verdades son faciles de decir.

e) Prefiero la poesia a la novela histdrica.

6.- Probar la siguiente propiedad: Si x € Ry paracadae > 0, es |z| < &, entonces = = 0.

7.- Dado el conjunto A = {a, b}, ;son vélidas las siguientes expresiones?

(ac A, (Gi){a}ed; Gii)deA; @(v){a}eP(A); (v)0ePA).

8.- Sean A, B y C tres conjuntos finitos, de cardinales a, b y ¢, respectivamente. Sea
p=Card(ANB),q=Card(BNC),r = Card(ANC)ys = Card(ANBNC).
Calcular el cardinalde AUB, AUC, BUCy AU BUC.

9.- Se pide:
a) calcular P(X),si X = {1,2}, X = {0} y X = {1,2,3,4};
b) probar que si Card(X) = n, entonces Card(P(X)) = 2™;
c) probar que si A C B, entonces P(A) C P(B). (Es cierto el reciproco?
10.- Si A, B C X, probar que son equivalentes las siguientes expresiones:
()ACB; (i)ANB=A; (i) AUB=B;
(iv) B¢ C A, (V) ANDB¢=0; (viiBUA°=X.

11.- Probar las propiedades siguientes para conjuntos, dando un contraejemplo en el caso
de inclusion estricta:

a) AU (UBI> = JAUB); b AN (ﬂ&) = () (AN By);

iel iel iel iel

c)AU(ﬂBZ):ﬂ(AUBi); HAN()Bi= () (AnBy:

iel iel iel jeJ (i,5)eIxJ
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e) AZ-)u( Bj): (1 (AuB): D ) (AUB)C[)(AUB):;
i€l JjeJ

(i,5)eIxJ (i,5)el? iel

el el (i,j)el?

( Ai>u< BZ-> ((AiuB): W JAnB)c |J (4nBy):
( Ai) X ( Bi|= |J (AxBy):
iel jeJ (4,)eIxJ

Bj = ﬂ (Az X BJ),

= (i,j)eIxJ

k) ( Ai> X (ﬂBz :ﬂ(Ai x B;);

m) (ﬂA) (ﬂB) =i - By).

el J€J i€l jed

12.- Para cada uno de los siguientes conjuntos de indices I y cada familia dada de con-
juntos indicados por I, hallar los conjuntos pedidos:

a)si [ = R?yparacadap € I, S, = {p}, hallar US ;

pel

b)si [ = (0,00) y paracadax € I, C, = [0, z|, hallar UCI y ma;

zel zel

c)sil = ( ) y paracadar € I, B, es el circulo de radio r y centro (0, 0), hallar UB
rel
y ﬂBr;
rel

d)si I = (0,1) y paracadar € I, N, es el interior del circulo de radio r y centro (0, 0),

hallar N, y (\V::

rel rel
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e)sil=[1,2]yparacadaz € I, A, = [£, %], hallar | JA, y (A

xzel xel
f)si] =Nyparacadan € I, A, = (-1, 1), hallar UA” y ﬂAn;
nel nel
g)si ] =Nyparacadan € I, B, = (1,1], hallar | | B, y [)Bu:
nel nel
h)si I = Nyparacadan € I, C,, = (—n,n), hallar UC" y ﬂCn.
nel nel
13.- Dados A, B C X, probar:
a) XAnB = XA-XB5 b) XauB = Xa + XB — XanB>
C) XA-B = XA — XAnB; d) xac =1 — xa.

14.- Sean f: X — Y y g: Y — Z dos aplicaciones. Probar:
a) si f y g son sobreyectivas, entonces g o f también lo es, pero el reciproco no es cierto;
b) si g o f es sobreyectiva, entonces g también lo es, pero el reciproco no es cierto;
c) si g o f es sobreyectiva y g es inyectiva, entonces f es sobreyectiva;
d) si f y g son inyectivas, entonces g o f también lo es, pero el reciproco no es cierto;
e) si g o f es inyectiva, entonces f también lo es, pero el reciproco no es cierto;
f) si g o f esinyectivay f es sobreyectiva, entonces g es inyectiva.
15.- Sea f: X —Y; probar:
a)siexiste g: Y — X, talque go f = 1y, entonces f es inyectiva;
b) si existe h: Y — X, tal que f o h = 1y, entonces f es sobreyectiva;

c) f es biyectiva si y solo si existen g,h: Y — X, talesquego f = 1x, foh =1y y
entalcaso h = f~1 = g.

16.- Sean dos conjuntos X, Xo y paracadai € {1,2}, A; C X;.Seap;: X1 x Xo—X;
la i-é€sima proyeccion coordenada. Probar las siguientes propiedades:

a) Ay x Xo = py (A1), X1 X Ay = py ' (Az) y Ay X Ay = pr (A1) Npy ' (As);
b)si A C X; x Xy, entonces A C p1(A) X pa(A);
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C) Pi (A1 X AQ) = Az ('L c {]_, 2})
17.- Sean f, g: R— R, dadas por:

22 si x>0

f(x):{ 2 st <0 y 9(x) =
Se pide:

{\/E si.o x>0

r si z<0

a) estudiar las funciones f o g, fo f, go g, go f, si tienen sentido;
b) estudiar el cardcter sobreyectivo e inyectivode f, g, fogygo f;

¢) calcular f(—5,5], g(—5,5], f~1(—5,5] y g~ }(—5, 5].

18.- Hacer lo mismo que en el ejercicio anterior para las funciones: f: Z2 —Zy q: Z— 7>
dadas por: f(z,y) =2 +yy g(z) = (v, —2x).

19.- Sea f: R— R, dada por:

2 s1t z<0
flz) = 1 si 0<2x<2
r—1 si x>2

Se pide:

a) estudiar si f es inyectiva o sobreyectiva;
b) calcular f((1,3)), f([=2,2]). f71((0, 1)), f~H([~4, 4]):
¢)sig: R— Reslaaplicacion g(z) = |z|, determinar fog y calcular (fog)~'((—2,5]).

20.- Probar que la aplicacién f: R — {2} — R — {1}, definida por: f(z) = Z£2 es
biyectiva y calcular f~*.

21.- Calcular f(A;) y f~4(B;) (i € {1,2}), para f: R— R, donde:
a) f(z) = 2% Ay = (0,2), B = (0,4) y By = (—1,0);
b) f(x) = %, Ay = (0,2), Ay = 0, By = (0,16] y By = (—1,0];
¢) f(z)=1L(paraz >0), A, =N,Bi={zcR:2>2}yB,=N;
d) f(z) = 2* — 3z, A; = [0,00), By = (0,2) y By = {2}.

22.- Dados z,y € R, utilizando el caricter arquimediano de R, probar:

a)sixzx>0ey > 0,existe n € N, tal que nx > vy;
b)siz > 0,existen € N, tal que 0 < 1 < z;

c)six > 0,existen € Nytalquen —1 <z < n.



Capitulo 2

Espacios métricos

Tablas, plumas y mdquinas,
todo a multiplicar,

caricia por caricia,

abrazo por volcdn.

La voz a ti debida
Pedro Salinas (1892-1951)

2.1. Definicion de espacio métrico

2.1.1. Definicion de distancia

Un espacio métrico es un conjunto en donde se introduce la nocién de distancia entre
sus elementos. Se intenta generalizar lo que sucede en el plano o el espacio: aqui cono-
cemos perfectamente lo que es la distancia entre dos puntos. El problema, siendo X un
conjunto abstracto, es definir lo que se entiende por distancia entre dos de sus elementos
cuya naturaleza especifica desconocemos. Para abstraer el concepto de distancia, hay que
captar lo esencial de dicha nocidn, lo que da lugar a la siguiente definicion:

Definicion 2.1. Dado un conjunto X ## (), una métrica o distancia sobre X es una funcién
d: X x X — R, verificando:

(i) positividad: para cada x,y € X, es d(x,y) > 0,
(ii) propiedad idéntica: dados z,y € X, d(x,y) = 0siy sélosiz =y,
(iii) simetria: para cada z,y € X, d(z,y) = d(y, z),

23
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(iv) desigualdad triangular: para cada x,y, z € X, d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).

La expresion d(z,y) se lee como distancia de x a y, y el par (X, d) se denomina
espacio métrico.

Definicion 2.2. En la definicién 2.1] si se debilita la condicién (ii) reemplazandola por
(ii)* para cada z € X, d(z,z) =0,

estamos contemplando la posibilidad de que existan z # y en X con d(x,y) = 0. En-
tonces d recibe el nombre de pseudométrica.

Sobre un mismo conjunto pueden definirse distintas métricas, que dan lugar a diferen-
tes espacios métricos, como se comprueba en los siguientes ejemplos.

Ejemplos 2.1. Los primeros ejemplos de espacios métricos son:
1) (X, dg;s) donde dg;s es la métrica discreta sobre X :

0 si z=y
ddis<xay):{1 si x4y

2) el par (R, d,), donde d,(x,y) = |z — y|, se llama la recta real y d, es la distancia
usual o euclidea;

3) sean (X1,d), ..., (Xp,d,) una familia finita de espacios métricos. Vamos a definir
lo que se denomina el espacio métrico producto de tres maneras diferentes. Sean
X=Xix---xXpyx=(21,...,2,),y = (Y1,---,yn) € X. Podemos definir
tres distancias sobre X:

a) dmax: X X X — R definida por dyax(x, y) = max{d;(z;,y;) : 1 <i < n};

b) dum : X x X — R definida por dyym(z,y) = Y _di(zs, 4:);
=1

¢) dy: X x X — R definida por d,(z,y) = de(mi, y:), es la distancia eu-
=1

clidea. La unica propiedad de métrica no trivial para d, es la desigualdad

triangular, que en este caso recibe el nombre de desigualdad de Minkowski.

Para demostrarla, es preciso probar algunos resultados previos:

Lema 2.1. (Desigualdad de Cauchy-Schwartz) Dadas dos familias de niimeros reales
{a; 30, {b:},, se cumple:

n

i=1 =1

=1
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Demostracion: Suponemos que E a? # 0 # E b?; en caso contrario, para todo i serfa

i=1
a; = 0 = b;, y la desigualdad serla tr1v1al Sean a, 3 € R, entonces:

n

0< Z aa; — Bb;)? Z (a?af + 5°b; — 2afa;b;)

=1

es decir, QQﬁZ&ibi < aQZa? + 622@2. Tomando a =
= =1 =1

queda probado el resultado.

Lema 2.2. (Desigualdad de Minkowski) En las condiciones del lema[2.1] es

Sty < |Sat | 3w
=1 =1

=1

Demostracion: Lo que se desea probar equivale a demostrar que

al—i—b< a—l— b: + 2 as; bi’
RORTES SRS SEEAD 2D

Zb?, que es el lema|2.1 |

=1

Observacion 2.1. Comprobar la desigualdad triangular del ejemplo 3c), equivale a
probar que

Zd?(ﬂfiazi)ﬁ ng(ﬂfi,?/i)—i‘ Zd?(yiazi);
i=1 i=1 i=1

para ello basta con tomar a; = d;(z;,v;) y b; = d;(y;, z;) en la desigualdad de Minkowski
(lema[2.2) y utilizar la desigualdad triangular para las métricas d;, 1 < i < n.

Las tres métricas del ejemplo |2.1|3) estdn muy relacionadas, en el sentido dado en la
siguiente definicion:
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Definicion 2.3. Sea X un conjunto no vacio y di, d dos métricas sobre X. Se dice que
dy es métricamente equivalente a ds, si existen o, 3 > 0 tales que 0 < o« < 3y para cada
r,y € Xes

ady (z,y) < do(z,y) < Bdi(z,y).

Lema 2.3. La relacion “ser métricamente equivalente a” es una relacion de equivalencia
sobre el conjunto de todas las métricas sobre X.

Gracias a este lema, decimos sencillamente que d; y ds son distancias métricamente
equivalentes 'y que (X, dy) y (X, d2) son espacios métricamente equivalentes.

Proposicion 2.4. Las métricas dp sy, dsum y dy del ejemplo 3 ) son métricamente equi-
valentes, y cualquiera de los tres espacios asociados se llama espacio métrico producto
de la familia {(X;,d;) : 1 <i <n}.

Demostracion: dys(,y) < dsum(z,Y). Y dsum(z,y) < ndmsx(z,y). Luego dpsx ¥

dsum son métricamente equivalentes. Por otro lado, dsx(z,y) < du(x,y). Y dy(x,y) <
Vs (2, y). Luego disy y dy son métricamente equivalentes. Por tratarse de una relacion
de equivalencia, se deduce que dg,, y d, son también métricamente equivalentes. |

Ejemplos 2.2. En particular, sobre R" puede definirse la métrica producto inducida por la
usual sobre la recta (denotamos los puntos por z = (z1,...,2,),y = (Y1, ...,Yn) € R™):

a) dmsx: R" X R" — R definida por dpsx (7, y) = max{|z; —y;| : 1 <i < n};
b) deym: R” x R" — R dada por dyym(, y) Zm il

¢) la distancia euclidea d,: R" x R" — R definida por dy(z,y) = /Z\xl y;|*. El

par (R", d,) se llama espacio euclideo de dimension n.
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Proposicion 2.5. Sean (X, d) un espacio métrico y x,y, z,w € X. Entonces
En particular, es |d(z, z) — d(y, 2)| < d(x,y).

Demostracion: Aplicando dos veces consecutivas la desigualdad triangular, se tiene que
d(z,z) < d(z,y) + d(y,w) + d(z,w), luego d(z,z) — d(y,w) < d(z,y) + d(z,w).
Del mismo modo, d(y,w) < d(y,x) + d(z, z) + d(w, z), luego d(y,w) — d(z,z) <
d(y,z) + d(w, 2). |

2.1.2. Distancia entre conjuntos

Dados (X, d), ) # A C X y x € X, la familia de nimeros reales {d(x,y) : y € A}
estd acotada inferiormente por 0. Por lo tanto, existe inf{d(z,y) : y € A} > 0, se denota
por d(z, A) y se llama distancia de x a A.

Ejemplo 2.1. Si x € A, es claro que d(x, A) = 0. El reciproco no es cierto: en (R, d,), si
A=(0,1)yz=0,esz & A, pero d,(A,z) = 0.

Proposicion 2.6. Sean un espacio métrico (X,d), ) # A C X y xg,y0 € X. Entonces,
es |d(zo, A) — d(yo, A)| < d(z0, Yo)-

Demostracion: Para cada © € A es d(zg,x) < d(zo,y0) + d(yo,z), por lo tanto es
d(xg, A) < d(zo,y0) + d(yo, x) para cada x € A. Asi, d(xg, A) — d(xo,yo) €s una cota
inferior de la familia {d(yo, z) : * € A}, con lo que d(x¢, A) — d(x¢, yo) < d(yo, A). De
modo similar se demuestra la desigualdad d(yo, A) — d(o, yo) < d(xo, A), con lo que se
obtiene el resultado deseado. |

Dados (X,d) y 0 # A, B C X, la familia de nimeros reales {d(a,b) : a € A,b € B}
estd acotada inferiormente por 0. Por lo tanto, existe inf{d(a,b) : a € A,b € B} >0, se
denota por d(A, B) y se llama distancia de A a B.

Ejemplo 2.2. Si AN B # 0, es claro que d(A, B) = 0. El reciproco no es cierto: en
(R, d,), los conjuntos A = (0,1) y B = (—1,0) son disjuntos, pero d, (A, B) = 0.

Proposicion 2.7. Dados (X,d) y () # A,B C X, d(A,B) = inf{d(A,y) : y € B} =
inf{d(z, B) : x € A}

Demostracion: Seax € A. Paracaday € Bes d(A, B) < d(z,y). Luego d(A, B) es cota
inferior de la familia {d(z,y) : y € B}, yasi d(A, B) < d(z, B). Luego, paracadazx € A
esd(A, B) < d(z, B),conloque d(A, B) es cota inferior de la familia {d(z, B) : © € A},
y entonces d(A, B) < inf{d(z,B) : € A}. Por la definicién de d(A, B), para cada
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e>0,existexr. € A, y. € Btalque d(A4, B)+¢ > d(z.,y.). Como d(z., B) < d(xc,y.),
es d(xz., B) < d(A, B) + ¢ para cada ¢ > 0. Como inf{d(z, B) : v € A} < d(z., B),
concluimos que para cada ¢ > 0 es inf{d(z,B) : © € A} < d(A, B) + ¢, es decir,
inf{d(z,B) : x € A} < d(A, B). |

2.1.3. Isometrias

Definicion 2.4. Sean (X, d) e (Y, p) espacios métricos. Una isometria entre (X, d) e (Y, p)
es una aplicacién biyectiva f: (X, d) — (Y, p) que preserva la distancia, es decir, para
cadaa,b € X, esd(a,b) = p(f(a), f(D)). Se dice que (X, d) es isométrico a (Y, p).

Proposicion 2.8. La relacion “ser isométrico” es una relacion de equivalencia sobre la
familia de espacios métricos.

Asi, podemos hablar sencillamente de espacios métricos isométricos. Dos espacios
métricos isométricos pueden diferir en la naturaleza especifica de sus puntos, pero son
indistinguibles en cuanto a su comportamiento como espacios métricos.

2.2. Bolas abiertas y cerradas. Esferas

Definicién 2.5. Sea (X, d) y r > 0. Se llama:
1) bola abierta de centro z y radio r, al conjunto B(x,r) = {y € X : d(x,y) <r};
2) bola cerrada de centro x y radio r, al conjunto B(z,7) = {y € X : d(z,y) <r};
3) esfera de centro x y radio r, al conjunto S(z,r) = {y € X : d(x,y) =r}.
Ejemplos 2.3. Damos algunos ejemplos de bolas en algunos espacios métricos:

(i) en (X, dgs), B(z,1) = {z}, B(z,2) = X, B(z,1) = X, B(x, 3) = {z}, S(z,1) =
X —{z}yS(z,2) =0

(ii)en (R,dy), B(z,r) = (x—r,x+7), B(z,7) = [v—r,2+7r]y S(a,r) = {x—r 2+1};

(iii) en (R™, dpmsx), labola B(z,r) = (1 — 1,21 +7) X -+ X (x,, — 1,2, + 1) es el cubo
de dimensién n, centrado en x y arista 2r;

(iv) en (R™, dgym ), la bola B(z, ) es el cubo de dimensién n centrado en x, de arista 2r
y girado 45 grados;

(v)en (R",d,), B(x,r) es la bola abierta de dimensién n, centrada en x y de radio 7.
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Proposicion 2.9. En un espacio métrico (X, d), se cumplen las siguientes propiedades:
(i) para cadax € X yr > 0, es B(x,r) # 0 # B(x,7); pero S(x,r) puede ser vacia;

(i) si0 < r < s, es B(z,7) C B(w,s), B(x,r) C B(x,s), B(z,7) C B(z,s) (sir < s)
yS(z,r)NS(z,s)=0sis#r;

(iii) B(z,r) U S(z,7) = B(x,r) y B(z,7) N S(z,7) = 0;

(iv)siry,...,rn >0, B(z,r)N---NB(x,r,) = B(x,7)y B(z,r)N---NB(x,r,) =
B(x,r), donde r = min{ry,...,r,}

Observacion 2.2. La interseccion arbitraria de bolas no tiene porque serlo; por ejemplo,

11
en (R, d,) ﬂB( ) ﬂ <——,—) = {0}, que no es una bola.
neN

n'n
neN

Teorema 2.10. (Propiedad de Hausdorff) En un espacio métrico (X,d), dos puntos dis-

tintos se pueden separar por bolas abiertas disjuntas.

Demostracion: Sean = # y. Entonces d(z,y) = r > 0. Las bolas B(xz,5) y B(y, 5) son
obviamente disjuntas. |

2.3. Conjuntos abiertos y cerrados

2.3.1. Conjuntos abiertos

Definicion 2.6. En (X, d), un subconjunto A se dice abierto, si para cada a € A, existe
r, > 0 (que depende sélo de a) tal que B(a,r,) C A.

Teorema 2.11. En un espacio métrico (X, d), los conjuntos X y () son abiertos.

Teorema 2.12. En un espacio métrico (X,d), para cada x € X yr > 0, la bola B(x,r)
es un conjunto abierto.

Demostracion: Seay € B(x,r)y s =d(z,y) <r;es B(y,r —s) C B(x,r). |

Ejemplos 2.4. Algunos ejemplos de conjuntos abiertos son:
(i) en (R, d,), los intervalos abiertos son conjuntos abiertos;

(ii) en (X, dgis ), cualquier conjunto es abierto.
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Teorema 2.13. En (X, d), sea {A;};c; una familia de conjuntos abiertos. Entonces

(i) UAi es abierto;

el

(ii) si I es finito, entonces ﬂAi es abierto.
iel

Demostracion: (i) Si xz € UAZ" existe 7 € [ tal que x € A;. Como A; es abierto, existe

i€l
r, > 0tal que B(z,7,) C A; C UAi'
i€l
(i) Si x € ﬂAi, paracadai € [ esx € A;. Paratodo i € I, existe r; > 0 tal que
iel
B(z,r;) C A;. Sir =min{ry,...,m,},es B(z,r) C ﬂAi. |

il

Observacion 2.3. En el teorema (ii), el conjunto de indices debe de ser finito: en
efecto, en (R,d,), si se toma / = Ny la familia de abiertos A, = (—2,1), entonces

ﬂ A,, = {0}, que no es abierto.

neN

Teorema 2.14. En (X, d), A es abierto si'y sélo si es union de bolas abiertas.

Demostracion: Por los teoremas y [2.13] la unién de bolas abiertas es un conjun-
to abierto. Y reciprocamente, si A es abierto, para cada a € A existe r, > 0 tal que

B(a,r,) C A.Es obvio que A = UB(a, Tq)- |

a€A

Observacion 2.4. No todo abierto es una bola abierta, por ejemplo, en (R, d,), A = Res
abierto y no es una bola abierta.

2.3.2. Topologia inducida por una métrica

Definicion 2.7. Sean un conjunto X y una familia 7 C P(X) verificando:
DO,X e,

2) si {A;}ier C T, entonces UAi €T,

el

3)si{A,..., A} C7,entonces A;N---NA, €.
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Se dice que 7 es una fopologia sobre X y el par (X, 7) se llama espacio topoldgico.
Como consecuencia de los teoremas y[2.13] se obtiene:

Proposicion 2.15. En (X, d), la familia 7y = {U C X : U es abierto} es una topologia
sobre X, llamada topologia métrica.

Ejemplos 2.5. Algunos ejemplos de topologias son:
(i) para (R™, d,), se tiene la topologia euclidea 7,,;
(ii) para (X, dais), Ta,,, = P(X) se llama la topologia discreta.

Definicion 2.8. Un espacio topoldgico (X, 7) se llama metrizable, si existe una métrica d
sobre X tal que 7y = 7.

Observacion 2.5. No todo espacio topoldgico es metrizable: por ejemplo, dado (R, 7iq),
donde 7i,q = {0, R} (la topologia indiscreta) no es metrizable, pues no se cumple la
propiedad de Hausdorff (teorema [2.10).

Definicion 2.9. Dos métricas d; y do sobre X se llaman topoldgicamente equivalentes,
si inducen la misma topologia sobre X, y en tal caso se dice que (X, d;) y (X, ds) son
espacios métricos topolégicamente equivalentes.

Lema 2.16. La relacion “ser topolégicamente equivalentes” es una relacion de equiva-
lencia en el conjunto de todas las métricas sobre X.

Lema 2.17. Con las notaciones obvias, (X,d;) y (X, ds) son topolégicamente equiva-
lentes si y sélo si para cada x € X yr > 0, existen s1,8y > 0 tales que Bg,(x,sy) C
Bdl (ZL‘, T) y Bdl (ZL’, 31) - Bd2 (l’, T)'

Lema 2.18. Si (X, dy) y (X, d2) son métricamente equivalentes, también son topoldgica-
mente equivalentes.

Observacion 2.6. El reciproco no es cierto: sobre N, las métricas discreta y usual son
topoldgicamente equivalentes (ambas inducen la topologia discreta), pero no son métri-
camente equivalentes.

Observacion 2.7. Cualquier propiedad enunciada para espacios métricos en términos de
conjuntos abiertos puede reformularse también para espacios topoldgicos: en este curso
se trata precisamente de dar un repaso de los conceptos topoldgicos mds importantes
restringiéndonos al caso particular de los espacios metrizables.
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2.3.3. Conjuntos cerrados

Definicién 2.10. Dados (X,d) y A C X, xz € X es un punto de acumulacion de A (o
punto limite), si para cadar > O es (B(z,r) — {z}) N A # 0.

Definicion 2.11. Sean (X, d) y A C X. Elderivado de A, A’, es el conjunto de los puntos
de acumulacién de A. Siz € A — A’ se dice que x es un punto aislado.

Definicién 2.12. Sean (X,d) y A C X. A se llama cerrado si A’ C A.
Ejemplos 2.6. Algunos ejemplos de puntos de acumulacién son:
(i) en (R, d,), (0,00) = [0,00), {L :n e N} = {0}, N =0yQ =R;
(i) en (X, dgis), paracada A C X es A’ = ().

Lema 2.19. Sean (X,d)y A C X. Si x € A’, entonces para cada r > 0, la interseccion
(B(z,7) — {x}) N A tiene infinitos puntos.

Demostracion: Supongamos que para r > 0 es (B(z,r) —{z}) N A = {z1,...,z,}.
Sirg = min{d(z,z;) : 1 < k < n}, entonces (B(z,ro) —{z}) N A = (), contra la
hipétesis. |

Corolario 2.20. En (X, d), si A C X es finito, entonces es cerrado.

Demostracion: En este caso, es claramente A’ = (). |

Teorema 2.21. En (X, d), A es cerrado siy sélo si X — A es abierto.

Demostracion: Si A es cerrado, seaxr € X —A.Como A’ C Ayx & A,esx & A'. Luego,
existe 1, > 0 tal que (B(x,r,) — {z})NA = 0, es decir, B(z,r,) —{z} C X — A, y por
lo tanto X — A es abierto. Reciprocamente, si X — A es abiertoy x € A’, supongamos
que = ¢ A. Existe r, > 0 tal que B(x,r,) C X — A, es decir, (B(z,r,;) — {z})NA =10,
contra la hipétesis. |

De los teoremas [2.11]y [2.21] se deduce:
Teorema 2.22. En (X, d), X y () son conjuntos cerrados.
Teorema 2.23. En (X, d), para cada x € X yr > 0, B(z,r) es un conjunto cerrado.

Demostracién: Basta con probar que X — B(x,r) es abierto: seay € X — B(z,7),
entonces d(x,y) > r. Parar, = d(z,y) — r,es B(y,r) C X — B(z,r). |
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Ejemplos 2.7. Algunos ejemplos de conjuntos cerrados son:
(i) en (R, d,), los puntos y los intervalos del tipo [a, b] son cerrados;
(ii) en (X, dgis), todo A C X es cerrado.
Usando el teorema [2.21] se deducen las propiedades duales del teorema[2.13

Teorema 2.24. En (X, d), sea {A;};cr una familia de conjuntos cerrados. Entonces

(i) ﬂAi es cerrado;

i€l

(ii) si I es finito, entonces UAi es cerrado.
iel
Observacion 2.8. En (ii), el conjunto de indices debe de ser finito: en efecto, en
(R,dy), si se toma I = Ny la familia de cerrados A,, = [+, 1], entonces U A, = (0,1],
neN
que no es cerrado.

Corolario 2.25. En (X,d), para cada x € X yr > 0, S(z,r) es un conjunto cerrado.

Demostracién: Es una consecuencia de la igualdad S(z,r) = B(z,r) — B(x, 7). |

2.4. Clausura, interior y frontera de un conjunto

2.4.1. Clausura de un conjunto

Definicién 2.13. En (X, d), si A C X, la clausura de A es el conjunto A = AU A’. Si
x € A, se dice que es un punto adherente de A.

Teorema 2.26. En (X,d), A C X es cerrado siy sélo si A = A.
Observacién 2.9. En particular, X = X y 0 = (.
Teorema 2.27. En (X, d), x € A siy sélo si para cadar > 0 es B(x,r) N A # 0.

Demostracion: Sea x € A. Si x € A, la condicién se cumple trivialmente. En caso
contrario, debe ser x € A’y entonces (B(z,r) — {z})NA # 0, y se concluye el resultado.
Reciprocamente, si para cada r > 0 es B(xz,r) N A # (), pueden suceder dos cosas:

()siz € A, esz € A4
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(i)siz ¢ A, es (B(z,r) —{z})N A= B(z,r) N A # () para cada r > 0, con lo que
re A CA i
Teorema 2.28. En (X, d), si A, B C X se verifica:
(i) si A C B, es A C B, es decir, la clausura preserva las inclusiones;
(ii) A es cerrado.

Demostracién: Veamos (ii), y para ello basta con ver que A C A. Sea x € A, es decir,
para cadar > Oes B(z,r) N A # 0. Seax, € B(x,r)NAys, =r—d(x,z,) > 0.
Como z, € Aes B(z,,s,) N A # (). Claramente, es B(z,,s,) C B(x,r), con lo que
B(z,r) N A #(,y se deduce que = € A. ]

Teorema 2.29. (Caracterizacion de la clausura) En (X, d), se cumple:
(i) si F es cerradoy A C F, es A C F;
(ii) A = ({F cerrado: A C F}, es decir, A es el menor cerrado que contiene a A.

Demostracion: (i) Si A C F, por el teorema (), es ACF, y como F’ es cerrado, se
deduce que A C F.

(ii) Si Fes cerradoy A C F,es A C F,luego A C ({F cerrado: A C F}. Ademds,
A es cerrado y contiene a A, luego A D ({F cerrado: A C F}. 1

Teorema 2.30. En (X, d), si A, B C X se verifica:
(i) AUB =AU B;

(i) ANB C AN B.
Demostracion: (i) Como é, B C AU B, por el teorema (iyes A,B C AU B. Por
otro lado, AU B C AU B (que es cerrado) y AU B es el menor cerrado que contiene a
AUB,luego AUB C AUB. o
(il) Como AN B C A, B, por el teorema ()esANB CA,B. |

Observacion 2.10. En (ii), la igualdad no es cierta en general: en (R,dy), si A =
(0,1)yB=(1,2),esANB=0yAnB={1}.

Ejemplos 2.8. Algunos ejemplos de clausuras son:
ien(R,d,),Q=R,R-Q=R,N=N;
(ii) en (X, dgis), paratodo A C X es A = A.
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2.4.2. Interior de un conjunto

Definicion 2.14. En (X, d), si A C X, z € A, se llama punto interior de A si existe
> 0 tal que B(x,r,) C A. El conjunto de los puntos interiores de A se llama interior

de Ay se denota por A. Es claro que AC A.

L 0
Teorema 2.31. En (X,d), si A C X, se cumple: X — A =X —AyX— A= X — A
Demostracion: Siz ¢ A, existe r > 0 tal que B(z,7)NA = (), es decir, B(z,7) C X — A,

—_— o
con lo que x €X — A. Por otro lado, si z €A, paracadar > 0es B(z,r) ¢ A, es decir,
B(z,r)N (X —A) #0,luegoz € X — A. |

Teorema 2.32. En (X, d), A C X es abierto siy sélo si A= A.

Demostracion: A es abierto si y s6lo si X — A es cerrado, es decir, X — A = X — A,

equivalentemente ;1: A, por[2.31|(ii). |

Observacion 2.11. En particular, X= X y ()= (.

Usando la dualidad con la clausura dada por el teorema y el teorema [2.28] se
demuestra facilmente:

Teorema 2.33. En (X, d), si A, B C X se verifica:
(i)si A C B, es ACB;
(ii) ;1 es abierto.
Teorema 2.34. (Caracterizacion del interior) En (X, d) se cumple:

(i) si U es abiertoy U C A, es U Cfol;

(ii) A= \J{U abierto: U C A}, es decir, A es el mayor abierto contenido en A.

¢} o
Demostracion: (i) Si U es abierto y esta contenido en A, por el teorema|2.33|(i) es UCA,
[}

y U =U por ser abierto.
(11) Como todo abierto contenido en A esta también contenido en su interior, se verifica

que A5 (J{U abierto: U C A}. Y como A es abierto contenido en A, es uno de los que
participan en la union, por lo que AC (J{U abierto: U C A}. |

Usando la dualidad con la clausura dada por el teorema y las propiedades del
teorema[2.30] se deduce que:
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Teorema 2.35. En (X, d), si A, B C X se verifica:

o 0 A
(ii) AU BCAU B.
Observacion 2.12. En (ii), la igualdad no es cierta en general: en (R, d,), si A =

0,1y B=[1,2l,es AU B=(0,2)y AU B= (0,2) — {1}.

2.4.3. Frontera de un conjunto

Definicion 2.15. En (X, d), si A C X, z € X se llama punto frontera de A si para cada
r>0es B(x,r)NA#0+# B(x,r)N (X — A). El conjunto de los puntos frontera de A
se llama frontera de A 'y se denota por fr(A).

Ejemplos 2.9. Algunos ejemplos de fronteras son:
(i) en (R,d,), fr((a,b]) = {a,b}, fr(Q) = R, fr(N) = N;
(i) en (X, dg;s), paratodo A C X es fr(A) = ().

Teorema 2.36. En (X,d), para A C X esfr(A) = ANX — A= A~ A
Corolario 2.37. En (X, d), si A C X, se cumple:

(i) fr(A) es un conjunto cerrado;

(ii) fr(A) = fr(X — A);

o

(iii) fr(A) C fr(A) y fr(A) C fr(A);
(iv) fr(X) = fr(0) = 0.

Demostracion: (iii) fr(A) —AnX-A=14 X—Z:ZDX—ACﬁﬂX—A:

fr(A). Del mismo modo, fr(jl) —ANX-A=ANX _A=AnX _ACAnNX —A=
fr(A). i

Observacion 2.13. En (iii) no se da en general la igualdad: en (R, d,), es fr(Q) = R,

[e)

pero fr(Q) = fr(0) = O = fr(Q) = fr(R).
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Teorema 2.38. En (X, d), si A C X se verifica:
(i) A es abierto si 'y sélo si AN fr(A) = (;
(ii) A es cerrado si'y sdlo si fr(A) C A.

Demostracion: (i) Si A es abierto, es A —A y Anfr(A) = An (A — A) = (. Recipro-

camente, si ANfr(A) =0,es ANX —A=0,conloque AC X—-—X—-—A=Ayse
deduce que A es abierto.
(i1) Se deduce usando (i) y por dualidad. |

El siguiente teorema nos permite dar una clara interpretacion del interior, la clausura
y la frontera de un conjunto:

Teorema 2.39. En (X, d), si A C X se verifica:

(i) A= A — fr(A) = A — fr(A);

(ii) A = AU fr(A) =A Ufr(A).

2.5. Subespacios de un espacio métrico

Dado (X,d) y A C X no vacio, la restriccion d a A x A, dy: A x A—R, es
una distancia sobre A, que se denota por d4. Se dice también que el par (A,d4) es un
subespacio de (X, d).

Es importante distinguir entre los espacios métricos (X, d) y (A, d,), intentando dar
una relacion entre los abiertos de ambos espacios:

Lema 2.40. En (X,d), si A C X yx € A, parar > 0 la bola en el subespacio es
Bu(z,r) = B(z,7) N A.

Obs_ervaci(')n 2._14. En (X, d), con las notaciones obvias, si A C X yz € A, parar > 0
es Ba(z,r) = B(x,r) N Ay Sa(z,r) = S(x,r)N A.

Teorema 2.41. En (X, d), sean B C A C X, entonces:
(i) B es abierto en (A, d ) siy solo si existe U abierto en (X, d) tal que B =U N A;
(ii) B es cerrado en (A, d ) siy sélo si existe F' cerrado en (X, d) tal que B = F N A.

Observacion 2.15. Puede suceder que B C A C X sea abierto (respectivamente, cerra-
do)en (A,d,) ynoloseaen (X, d). Por ejemplo, en (R, d,), para A = [0, 1):
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@) [0, %) es abierto en (A, d,), perono loes en (R, dy);
(i) [3,1) es cerrado en (A, d4), pero no lo es en (R, d,,).
Pero se cumple la propiedad:
Teorema 2.42. Sea (X, d)y A C X, entonces:

(i) todo subconjunto de A que es abierto en (A,d,) es también abierto en (X,d) siy
solo si A es abierto en (X, d);

(ii) todo subconjunto de A que es cerrado en (A, d ) es también cerrado en (X,d) siy
solo si A es cerrado en (X, d).

2.6. Diametro de un conjunto. Conjuntos acotados

Definicion 2.16. Sean un espacio métrico (X, d)y A C X. El didmetro de A es el nimero
d(A) = sup{d(x,y) : =,y € A} si este supremo existe y es infinito en caso contrario. Por
definicién, () = 0.

Observacion 2.16. §(A) estd definido si la familia de ndmeros reales {d(z,y) : z,y € A}
estd acotada superiormente.

Definiciéon 2.17. En (X, d), un conjunto A C X se llama acotado si 6(A) € R.
Ejemplos 2.10. Algunos ejemplos de conjuntos acotados son:
(i) en (R, d,), A estd acotado si lo estd superior e inferiormente;

(i) en (X, dqis), todo A C X estd acotado, ya que si A tiene méas de un punto, es

5(A) = 1.

Observacion 2.17. Si §(A) = r, no tienen porque existir dos puntos z,y € A tales que
d(xz,y) = r. Por ejemplo, en (R, d,), 6((0,1)) = 1, pero los puntos en (0, 1) distan entre
ellos menos que 1.

Teorema 2.43. En (X, d), si A, B C X son no vacios, se cumple:
(i)si AC B,es 6(A) <46(B);
(ii) si 6(A) = 0, entonces A se reduce a un punto;

(i) 6(B(z, 7)) < 0(B(z,r)) < 2r.
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Demostracion: (i) Si A o B no estan acotados, es inmediato. Supongamos entonces que
ambos conjuntos estan acotados, entonces {d(z,y) : z,y € A} C {d(x,y) : =,y € B},
y se deduce la propiedad. Observar que aunque la inclusion sea propia, puede darse la
igualdad: en (R, d,), 6((0,1)) =1 = §([0, 1]).

(iii) Si a,b € B(z,r), es d(a,b) < d(a,x) + d(z,b) < 2r. Asi, 2r es cota superior
de la familia {d(a,b) : a,b € B(z,r)}, y por lo tanto, §(B(x,r)) < 2r. Para la bola
cerrada, se hace de manera similar. La igualdad no se verifica en general: para (R, dg;s),
es 6(B(x,1)) = 0 < 2y 6(B(x,50)) = 1 < 100. Sin embargo, para (R",d) donde
d = dmax, dsum 0 dy, €s §(B(x, 7)) = 6(B(z,r)) = 2r. |

Lema 2.44. En (X, d), si A, B C X estdn acotadosy a € A, b € B, entonces para cada
r,y € AUBesd(z,y) <d(a,b)+ §(A) + d(B).

Demostracion: Hay tres posibles casos:
() siz,y € A,esd(z,y) < I(A) <d(a,b) + 6(A) + 0(B);
<d

(i) siz,y € B,esd(z,y) < d(B) < d(a,b) + 6(A) + §(B);

(i))siz € Aey € B,esd(z,y) < d(z,a)+d(a,b) +d(b,y) < 6(A)+d(a,b)+ I(B).
i

Teorema 2.45. En (X, d), la unién de cualquier familia finita de conjuntos acotados es
un conjunto acotado.

Demostracion: Sean A 'y B conjuntos acotados. Por el lema[2.44] fijados a € Ay b € B,
el nimero d(a,b) + 6(A) + §(B) es cota superior de la familia {d(z,y) : z,y € AU B},
por lo que existe §(A U B). |

Observacion 2.18. En el teorema [2.45] la unién debe ser finita: en (R, d,), para cada

x € R, {z} es un conjunto acotado, pero R = U {z} nolo es.
zeR

Teorema 2.46. En (X, d), un conjunto no vacio A C X es acotado si'y sélo si estd con-
tenido en alguna bola cerrada.

Demostracion: Si existen v € X y r > 0 tales que A C B(xz,7), A estd acotado por
estarlo B(x, ). Reciprocamente, sea A acotado y z € X un punto cualquiera. Sia € A,
sear = d(z,a) + J(A). Entonces, A C B(z,r). |
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2.7. Conjuntos densos y espacios separables

Definicién 2.18. En (X, d), un conjunto A C X se llama denso en X si A = X.
Ejemplos 2.11. Algunos ejemplos de conjuntos densos son:

(i)en (R,d,), Qy R — Q son densos;

(ii) en (X, dgis), A es denso siy sélosi A = X.

Teorema 2.47. En (X, d), A C X es denso si y sélo el vunico cerrado que contiene a A
es X.

Teorema 2.48. En (X, d), A C X esdenso siy sélo A corta a cualquier abierto no vacio.

o

Proposicion 2.49. En (X, d), para cada A C X los conjuntos AU(X —A)y (X —A)U A
son densos.

Definicion 2.19. (X, d) se llama separable si existe un subconjunto denso y contable.
A C X se llama separable si (A, d,) lo es.

Ejemplos 2.12. Algunos ejemplos de conjuntos separables son:
(i) (R, d,) es separable, ya que Q es denso;

(ii) (X, dg;s) es separable si y s6lo si X es contable.

2.8. Ejercicios

&1.- Si p es una pseudométrica sobre X y xz,y € X, se define una relacion binaria sobre
X por: x ~ y siy sélosi p(x,y) = 0. Se pide:
(i) probar que ~ es una relacién de equivalencia en X;
(ii) dados =1, T2, y1,y2 € X, tales que 1 ~ x93 € y; ~ Yo, probar que p(z1,y;) =
p(T2,Y2);

(iii)sean Y = X/ ~, [z], [y] € Y.Dadosa € [z] yb € [y], se define d([z], [y]) = p(a, D).
Probar que d es una métrica en Y, que se llama asociada a p.

2.-Seank € N, 1 <k <nyd: R" x R"—R, definida por d(z,y) = |zx — yx|, donde
x=(x1, - ,xp) ey = (Y1, ,Yn). (Es d una métrica en R"?

3.- Decidir si las siguientes funciones son métricas sobre R: dy (z,y) = |22 —9?|, do(z,y) =
1
s d3(l‘7y) = €‘x7y| y d4($,y) = el=—yl,

23 — y3
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4.- Dadas dy, - - - , d,, métricas sobre X, se pide:

(i) probar que d(x,y) = Zdi(x, y) es una métrica sobre X;

=1

(ii) demostrar que d(z,y) = 1111;12( d;(x,y) es una métrica sobre X;
<i<n

(iii) ¢define d(z,y) = 11211<n d;(x,y) una métrica sobre X?

5.- Sean (X, d) e (Y, p) espacios métricos y f: X — Y. Se pide:

(i)sea D: X x X — R definida por D(z,y) = p(f(z), f(y)); (cuando es D una métri-
caen X?

(i) si (X,d) = (Y,p) = (R,dy) y f: R— R es creciente; jes D métrica?
(iii) sea f(x) = 23 como en (ii); ¢es D equivalente a d,,?

6.- Sea (X, d) un espacio métrico. Para i = 1,2, sean las aplicaciones d;: X x X —R,
donde dy(z,y) = min{1,d(z,y)} y do(z,y) = l—i(dng)y)' Probar que d; y dy son métricas
acotadas sobre X.

7.- Sea S¢ el conjunto de las sucesiones convergentes de nimeros reales. Dadas las suce-

siones {Z, }nen, {Un fnen € So, se define d({x,,}, {y,}) = lim |z, — yn|; (es d métrica
n—oo

sobre S¢?

8.- Sea S, el conjunto de las sucesiones acotadas de nimeros reales (es decir, {x,,} € S
si y sélo si existe K > 0 tal que |z,| < K para cada n € N). Probar que la igualdad
d({xn},{yn}) = sup|x, — y,| define una métricaen S4.
neN
9-SeanR D A #DyB(A) ={f: A—R:3K >0 : Ve € A |f(z)] < K}el
conjunto de las funciones acotadas sobre A. Probar que la funcion d: B(A) x B(A)—R
dada por d(f, g) = sup|f(z) — g(z)|, es una métrica en B(A).
€A

&10.- Sea X = {f: [0,1] — R, f continua}. Probar que las siguientes aplicaciones son
1
distancias en X: d;(z,y) = / |f(x) — g(x)|dx y dy(z,y) = sup |f(z) — g(x)|.
0 z€[0,1]

SiY = {f:]0,1]—R, f integrables en el sentido de Riemann}, ;jes d; una distancia
sobre Y'?

11.- Sean la recta ampliada R = R U {—oo} U {oc} y la aplicacién f: R—[—1,1]

definida por f(z) = i siT ER, f(—=o0) = =1y f(co) = 1. Probar que la aplicacién

d(z,y) = |f(z) — f(y)| es una distancia sobre R.
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12.- Probar que las siguientes aplicaciones son métricas. En los espacios métricos obtenidos,
caracterizar las bolas, el interior, el derivado, la clausura y la frontera:

(i) d: R? x R?— R donde para z = (z1,72),y = (y1,y2) € R?,

d(z,y) = |22 =y st @1 =1
() {!xl—y1|+|x2|+\y2| si xy #

(il) d: R x R— R donde para z,y € R,

d(z.y) = v —yl si sg(x) = sg(y)
(@) { [z +yl+1 si sg(x) # sg(y)
(donde 0 se considera con signo positivo),
(iii)) d: R x R— R donde para z,y € R,
r+y si x x>0,y >0
o) ={ 2 Au.s>0y
y| en otro caso

(iv) d: [0,00) % [0,00) — R donde para z, y € [0, ),

T+y sl x
o) ={ Y 5T

(v) d: [0,1] x [0,1] — R donde para z, y € [0, 1],

2—x—y si x
d(l",y):{ g si xi?gj

(vi)d: Rx R— R donde paraz,y € Rya € R,

r+al+ly+al si v#y

(vii) d: R? x R? — R donde para x = (x1,73),y = (y1,92) € R?,

d(x y):{ \/(151—91)2—1-(1’2—3/2)2 si. 2?4 13 =7 + 13
) \/w%+m%+\/y%+y§ si x%+9€§7§yf+y§

(viii) d: N x N— R donde para z,y € N,

1+ si o#y
d(x,y):{ x—H(/) si r=yy
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(ix) d: [0,00) x [0,00) — R donde para z,y € [0, 00),

max{x, si x

(x) d: R? x R? — R donde para z = (21, 22),y = (y1,y2) € R?,

d(z,y) = { \/(xl —y1)? + (2 — y)? si T1yo = Y172
’ Vi + a3+ yi+ 3 stz # e

13.- Probar que hay exactamente dos isometrias de (R, d,) en (R, d,), que dejan fijo un
punto dado a € R.

14.- Probar que estas funciones son isometrias:
(i) si a € R™, la traslacion de vector a, t,: (R",d,) — (R",d,),dada port,(x) = a+z;

(ii) si p € R, la rotacion elemental de dngulo ¢, r,: (R?,d,) — (R?,d, ), dada por
ro(x1,22) = (21 cos(p) — z2sin(p), z1 sin(p) + z2 cos(p));

(iii) 1a aplicacion antipodal, a: (R",d,) — (R™, d,), dada por a(z) = —=.

15.- En el espacio métrico (X, d), paraa € X y r > 0, probar las propiedades siguientes:

(1)Ba7“ ﬂBas ﬂB(a,r—k%);

s>r neN
(i) {a} = (\Bla,s) = (B ( 1);
s>0 neN n
(iii) B(a,r) = UBas UB( r——)
s<r neN
JE— — /__'/O\\
(iv) B(a,r) C B(a,r); (v) B(a,r) CB(a,r);

(vi) fr(B(a,r)) U fr(B(a,r)) C S(a,r).

16.- Un espacio métrico (X, d) se llama discreto, si todo dtomo (subconjunto formado por
un unico punto) es abierto. Probar:

(i) (X, d) es discreto si y s6lo si todos los subconjuntos de X son abiertos;
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(ii) (X, d) es discreto si y s6lo si todos los subconjuntos de X son cerrados;

(iii) (X, dgis) es discreto. El reciproco no es cierto, es decir, existen espacios métricos
discretos (X, d) para los cuales d no es la métrica discreta;

(iv) si la interseccion arbitraria de abiertos es abierta, entonces (X, d) es discreto;
(v) si X es un conjunto finito, entonces (X, d) es discreto;
(vi)si Y C X, entonces (Y, dy) es discreto siy s6losi Y NY’ = (J;

(vii) dar un ejemplo de dos subconjuntos discretos de la recta real, cuya unién no sea
discreta.

&17.- Sean (X,d), 0 #AC X, r >0y V(A,r) = UB(J:, 7). Se pide probar:

zeA
O V((ANB,r) C V(A r)NnV(B,r);

(i) sis <7 V(A,s) C V(A7)

(i) V(AU B,r) = V(A,r) UV (B,r);

(iv)d(a, A) =inf{r >0:a € V(A,r)};

_ 1 _
(V) A= ﬂ Vv <A, ﬁ) Concluir que d(a, A) = 0siy sélosia € A.

neN

&18.- Sean (X, d) un espacio métrico y R una relacion de equivalencia sobre X verifi-
cando:

a) para cada x € X, el conjunto C, = {y € X : 29y} es cerrado en X,
b) si [x] # [y] € X/, todo representante a € [z], verifica que d(a, C}) = d(Cy, C,).
Para [z], [y] € X/R, se define 0([z], [y]) = d(C,, C,). Se pide:

(i) probar que ¢ es un distancia en X/R. Se dice que (X /R, ) es el espacio métrico
cociente de (X, d) por R;

(ii) sea p: X — X/ la proyeccion canénica. Probar que para cada =,y € X, se
cumple la desigualdad §(p(z), p(y)) < d(z,y). Hallar p(B(a,r)), sia € X;

(iii) si A es abierto en (X, d), probar que p(A) es abierto en (X/%R, ). Demostrar que
B C X /R es abierto en (X /R, §) siy sélo si p~!(B) es abierto en (X, d);
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(iv) probar que B C X/ es cerrado en (X/9R,0) si y s6lo si p~'(B) es cerrado en
(X, d);

(v)sea (X,d) = (R, d,) y larelacién sobre R dada por (xRy siy sélo si z — y € 27Z):

1) demostrar que se cumplen a) y b);

2) probar que existe un cerrado A en (R,d,), tal que p(A) no es cerrado en
(R/R,6);

3) sea la aplicacién f: R/R—S!' = {(x,y) € R*: 22 + y? = 1} definida por
f([z]) = (cos(zx),sin(x)). Probar que f estd bien definida y es biyectiva; ;cudl
es la distancia &, obtenida sobre S' al transportar § por f? Probar que ; es
equivalente a la distancia inducida por la distancia euclidea de R?.

19.- Sea el espacio métrico (X,d),a € Xy # A C X. Sid(a, A) = 2, probar que
existe 7 > 0 tal que d(z, A) > 1,siz € B(a,r).

20.- Sea (X, d) un espacio métricoy A, B C X. Probar:

(i) si A es abierto, paracada B C X, ANB =0siysélosi AN B = {;

(ii) si A es abierto, probar que paracada B C X,es ANBC ANByANB=ANDB;

(iii) probar que A es abierto si y s6lo si paracada B C X,es AN B C AN B.

&21.- Sea (X, d) un espacio métrico. Para cada A C X definimos a(A) =Ay B(A) = A
Se pide:

(i) si A es abierto (respectivamente, cerrado), probar que A C «(A) (respectivamente,
p(A) C A);

(ii) probar que para cada A C X, es a(a(A)) = a(A)y B(5(A)) = B(A);

o

(iii) encontrar conjuntos A en (R, d,) tales que sean distintos los conjuntos A, A, A,
a(A), B(4), a(A) y B(A);
(iv) si A, B son abiertos disjuntos, entonces a(A) y «(B) son también disjuntos.
22.- Sea (X, d) un espacio métrico. Dados A, By {A;}icr subconjuntos de X, probar:

(i)mAiC m AiYU Aj CUAz‘;

iel i€l el i€l
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(ii) si A C B entonces A’ C B'. Ademds, (ANB) c AnB,(AuB) =AUDB,

(A") C A’ (es decir, A’ es cerrado), (ﬂ Ai> C ﬂA; y UA; C (U Ai) :

i€l i€l iel iel
(i) | JA4i c | JAn[Aic(VAnA-BCA-By(Ay =A.
i€l iel el i€l
&23.- Sea (X, d) un espacio métrico y {A; };c; una familia de conjuntos en X tales que
existe un 0 > 0 tal que si ¢ # j, entonces d(A;, A;) > 0. Probar que U A; = UE

icl iel

&24.- Sea (X, d) un espacio métrico. Una familia {C; };c; de subconjuntos de X se llama
localmente finita si para cada x € X, existe r, > 0 tal que B(z,r,) N C; # () sélo para
un ndmero finito de ¢ € /. Se pide:

(i) probar que {B(0,n) : n € N} no es localmente finita en (R, d,), pero si lo es la
familia de sus complementarios;

(ii) dar una familia de conjuntos abiertos localmente finita en (R, d,,) cuya union sea R;

(iii) si {C;}ics es una familia localmente finita, probar que cada punto de X pertenece
a lo mds a un niimero finito de conjuntos C; (es decir, la familia es puntualmente
finita). Probar que no toda familia puntualmente finita es localmente finita;

(iv) si la familia {C;};c; es localmente finita, probar que U C; = Ua Concluir de
iel icl
aqui, que la reunion localmente finita de cerrados es cerrada.
25.- En (X, d), probar:
— 1
i i A C X, A - B y ;
(i) si N UB, )

neNzeA

(i1) todo cerrado puede expresarse como una interseccion numerable de abiertos;
(iii) todo abierto puede escribirse como una reunién numerable de cerrados.

26.- Dado un espacio métrico (X, d) y A, B C X no vacios, probar:
(i) d(A, B) = d(4, B);

(ii) A = B siy s6lo si paracada v € X, es d(x, A) = d(z, B).
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27.- Sea (X, d) un espacio métrico. Probar:
(i) si A no posee puntos aislados, entonces A tampoco los posee;
(i1) si X no posee puntos aislados, tampoco tendran puntos aislados los abiertos de X.

&28.- Sea X un conjunto numerable. Probar que puede definirse sobre él una métrica, tal
que ninguno de sus puntos sea aislado.

29.- Sea (X, d) un espacio métrico, donde X posee mds de un punto; ;pueden ser ) y X
los unicos abiertos?

30.- Sean los espacios métricos (X1, d;), - - , (X,, d,) y consideremos su producto carte-
siano (X = X X -+ X X,,, dpax). Probar:

o

o o e e _ -
DA X x A=A X XA, yA X+ x A, =A; x -+ X Ap;

(ii) Ay x - -+ X A, es abierto en (X, dsx) siy solo si A; es abierto en (X}, d;) para cada
1 € I (andlogamente para cerrados).

&31.- Sea (X, d) un espacio métrico. Se pide probar las siguientes generalizaciones de la
propiedad de Hausdorff (teorema|2.10):

(1) sixz # y € X, existen U y V abiertos disjuntos en X, talesque z € U,y € V'y
unv =0,

(ii) todo espacio métrico es normal: dados A y B conjuntos cerrados y disjuntos en X,
existen abiertos U y V' disjuntos talesque A C Uy B C V.

32.- Sea (X,d) y A la diagonal en el espacio métrico producto (X x X, D) (D es
cualquiera de las métricas producto definidas). Si el punto x = (z1,22) & A, probar
que D(xz,A) > 0.

&33.- Un espacio métrico (X, d) se llama ultramétrico, si para cada x,y,z € X, se
verifica la desigualdad d(z, y) < max{d(z, z), d(z, y)}. Demostrar:

(i) sid(x, z) # d(y, z), entonces d(x,y) = max{d(z, z),d(z,y)};
(ii) B(a,r) y B(a,r) son abiertos y cerrados a la vez;

(iii) siy € B(z,r), entonces B(z,r) = B(y,r); ;se tiene un resultado andlogo para las
bolas cerradas?

(iv) si B(z,7) y B(y,s) se cortan, entonces una de estas bolas contiene a la otra (lo
mismo para bolas cerradas);
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(v) si B(x,7)y B(y,r) son distintas y estdn contenidas en B(z, r), su distancia es r;
(vi) (X, dgis) es un espacio ultramétrico.
34.- Sea (X, d) un espacio métrico. Se pide:

(i)sea ) # A C X.Si (X,d) es separable, probar que A es separable (es decir, el
subespacio métrico (A, d ) es separable);

(ii) si A es separable, probar que A es separable;
(iii) si Ay, -+ , A, son separables, entonces A; U --- U A, es separable.

35.- Sea (X, d) un espacio métrico. Sea A C X tal que para cada a € A, existe ¢, > 0 tal
que B(a,e,) N A es contable. Si (X, d) es separable, probar que A es contable.

36.- Sea (X, d) un espacio métrico separable y ) # A C X. Se pide:
(i) probar que el conjunto de los puntos aislados de A es contable;
(ii) si A’ = (), probar que A es contable;

(iii) si A es discreto en X, probar que A es contable.

&37.- Se dice que (X, d) posee la propiedad de interseccion contable, si dada cualquier
familia {F;},c; de cerrados, tal que ﬂ F; # () para cada subconjunto contable J de I,
ieJ
entonces ﬂ F; # (). Probar que un espacio métrico (X, d) es separable si y sélo si posee
iel
la propiedad de interseccion contable.
38.- Si (X, d) es separable, probar toda familia de abiertos dos a dos disjuntos es contable.

39.- Sea (X, d) un espacio métrico. Si A, B C X, A es abierto y B es denso en X, probar
que A=ANBKB.

40.- Probar que la separabilidad en espacios métricos se conserva bajo equivalencias
métricas y topoldgicas y bajo isometrias.

&41.-Sea X = {f: [0,1] — R, f continua}. Se consideran las distancias d; y d, definidas
en el ejercicio 10. Con las notaciones obvias, se pide:

(i) sea f(x) = 2 para cada = € [0, 1]. Calcular By, (f,1);



2.8. Ejercicios 49

(i) seanr > 0y g € X definida por:

4 — 4z g

g(x) = { o

Probar que g € By, (f.7), pero g & B, (f, 1);

—_— N3

oz O
IAIN
IAIN

(iii) Deducir que d; y dy no son topoldgicamente equivalentes. Sin embargo, 74, C 74,.

42.- Dado (X, d), probar que X es una reunién contable de conjuntos acotados.

43.- Probar que dos bolas abiertas (respectivamente, cerradas) del mismo radio son isométri-
casen (R", d,).

44.- Sea (X, d) un espacio métricoy ) # A C X. Se considera el subespacio métrico
(A,da). Si B C A, probar:
() B =B N A, donde B” denota la clausura de B en (A,da);

[¢] OA OA OA
(ii)) BCB yB =(X —A—B)NA,donde B denota el interior de B en (A, da);

(iii) si B C A es cerrado en (A, d,), probar que B es cerrado en (X, d) siy sélo si
B C A.

45.- Sea (X, d) un espacio métricoy A, B C X talesque X = AU B.SeaC C AN B.
Probar que C es abierto en (X, d) siy sdlosiloesen (A,d4) yen (B,dp).

46.- Sea (X, d) un espacio métricoy A, B C X tales que X =A UB = AU B. Probar
que paracada C C X,esC=CNA UCNB .

47.- Sea (X, d) un espacio métricoy A, B C X, probar:

o o e
(i) si fr(A) Nfr(B) = 0, entonces A U B=AU B,

(ii) si fr(A) N fr(B) = ), entonces AN B = AN B;

(iii) si fr(A) N fr(B) = 0, entonces fr(A N B) = (AN fr(B)) U (fr(A) N B);
(iv) fr(AU B) C fr(A) U fr(B);

(v) si AN B = (), entonces fr(A U B) = fr(A) U fr(B);

(vi) fr(A) = 0 siy s6lo si A es abierto y cerrado a la vez;
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(vii) si Ay B son abiertos, entonces:

(ANnfr(B))u(Bnfr(A)) C fr(AnB) C (ANfr(B))U(fr(A)NB)U(fr(A)Nfr(B)).

48.- Sea (X, d) un espacio métricoy A C X abierto (respectivamente, cerrado). Probar:

o~ o e,
() fr(A)=0; (i) AU X — Aesdensoen X;

(iii) buscar un ejemplo en el que el conjunto de (ii) no sea denso;
(iv) probar que las condiciones (i) y (ii) son equivalentes.

49.- Sea (X, d) un espacio métrico, A C X y a € X, tales que AN B(a,r) # 0y
d(A) < r. Probar que A C B(a,2r).

&50.- Sean (X, d) un espacio métrico acotado y ®(.X') la familia de los cerrados no vacios
de X.Dados A, B € (X)), se define:

p(A, B) = méx{sup{d(a, B)}, ilelg{d(A, b)}}.

a€A

Probar que p define una métrica sobre ®(X). p(A, B) se conoce como la distancia de
Hausdorff entre Ay B. Probar que existe una isometria entre (X, d) y un subespacio
cerrado de (®(X), p).

51.- Probar que la acotacion en espacios métricos se conserva bajo isometrias y equiva-
lencias métricas, pero no bajo equivalencias topoldgicas.

52.-Sea (X,d)y A C X. Probar:

(i) 6(A) = 6(A), luego, A es acotado si y s6lo si A lo es;

(i) ;puede decirse lo mismode Ay A?

&53.- Probar que todo cerrado de (R", d,,), se puede escribir como la frontera de algin
subconjunto de R".

54.- Sea A un conjunto no vacio y acotado superiormente en (R, d,,), se pide:
(i) probar que si sup(A) ¢ A, entonces sup(A) € A’;

(ii) si A es abierto, entonces sup(A) € A.
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55.- En el espacio métrico (R, d, ), calcular el interior, el derivado, la clausura y la frontera
de los siguientes conjuntos: {0 < = < 1 : z posee representacion decimal con 0 en el

1
primer digito}, U (n+1 n) {2:0#£0L{:neNL{+L:mneN}
neN

{1,2,2,13... ,%,n,---},R,Q,N,Z,R—(@,Z+aZ(dondea§ZQ).
56.- Sea (R, d,) y el conjunto A = [0,1) U (1,3] U {5}. Se pide:

(i) probar que {5} es abierto y cerrado en (A, d,);

(ii) lo mismo para (1, 3J; (iii) calcular [0, 1)A y [0, 2)%;

(iv) probar que {5} no es aislado en (R, d, ), perosiloesen (A,dy).

57.- En (R?, d,), calcular el interior, el derivado, la clausura y la frontera de los siguientes
conjuntos: {(z1,x2) : x1(z1—1) = 0}, {(z1, 22) : 23 +23 > 0}, {(z1, 22) : 23 +23 > 2},
{(z1,22) : 1 < O}, {(x1,22) : 1 < 5,29 > 0}, {(x1,20) : 11 = %,n eN,0 <z <1},
{(z1,23) : xo = A\x1}, donde A € R.

58.- Sea (R?,d,) y A = {(z1,72) : |z1| < 1,|xa| < 2}. Probar que para (a;,as) € Ay
r > 24/5, se tiene que B4 ((ay,as),7) = A.

59.- Se pide calcular las siguientes distancias:
()en (R,dy),si A=NyB={n—2:ne N} calcular d,(4, B);

(i) en (R?,dy), si A = {(z1,22) : myze = 1,21 > 0} y B = {(71,22) : 71 = 0},
calcular d,, (A, B);

(iii) probar que tanto en (i) como en (ii), A y B son conjuntos cerrados y disjuntos.

&60.- Sea ([0, 1], d,). Se divide [0, 1] en tres intervalos de la misma amplitud, se elimina
el intervalo abierto central § = (3, 3) (que se llamard intervalo abierto de tipo 1) y se
conservan los intervalos cerrados Ay = [0, ] y Ay = [2, 1], que se llamardn intervalos
cerrados de tipo 1. Se divide cada intervalo cerrado de tipo 1 en tres intervalos de la misma
amplitud. Se eliminan de nuevo los intervalos abiertos centrales (intervalos abiertos de
tipo 2), & = (5, 2) y 01 = (%, ) respectivamente, y se conservan los intervalos cerrados
(de tipo 2) resultantes: Agg = [0, 5], Ao1 = [2,3], A = [3, 5]y A = [3,1]. Se
continda de este modo el proceso, obteniendo para cada n € N, 2" intervalos cerrados
A, ..., de tipon donde i; es 0 o 1. Cada intervalo cerrado de tipo 7 se divide en tres partes
de la misma amplitud, conservando dos intervalos cerrados A;,..; 0 Y A;,...;,,1 (lamados
intervalos cerrados de tipo n + 1) y eliminando cada intervalo abierto d;,...;, de tipon + 1
que queda entre ellos.
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— e =1
- . - . n=2
EE EEN Em Em n=3

mim mn mim mn n=4

Sean (), la reunién de los intervalos cerrados de tipony € = ﬂ C,. € se llama conjunto

neN
perfecto de Cantor o conjunto ternario de Cantor. Se pide probar:

(i) C,, es cerrado en [0, 1] para cada n;

(i1) € es un conjunto cerrado no vacio;

(iii) todo nimero x € [0, 1], admite un desarrollo triddico Zg—z donde a,, € {0,1,2},
n=1
y se representa del modo: z = 0.ajas - - - . Si x admite un desarrollo triddico que no

contiene la cifra 1, entonces este desarrollo es tinico. Probar que x € [0, 1] pertenece
a € s1y solo si x admite un desarrollo triddico que no contiene a la cifra 1. Concluir
que existe una biyeccién entre los conjuntos {0, 2} y €, y que por lo tanto € tiene
la potencia del continuo, es decir, es no contable (el conjunto de Cantor es grande
en el sentido conjuntista);

(iv) si se suman las longitudes de todos los intervalos abiertos eliminados en el proceso,
se obtiene la longitud del intervalo [0, 1] (el conjunto de Cantor es pequefio en el
sentido medible);

(v) € no posee puntos aislados en [0, 1];

(vi) €= ( (el conjunto de Cantor es pequefio en el sentido topoldgico).

&61.- Sea (R",d,). Un subconjunto A C R™ se llama convexo si para cada x,y € A, el
segmento que los une [x,y] = {z € R" : z =tz + (1 — t)y : t € [0, 1]}, estd contenido
en A. Se pide probar:

(1) la interseccion arbitraria de conjuntos convexos es un conjunto convexo (admitiendo
que 0 es convexo);
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(ii) si Ay B son convexos y A € R, los conjuntos A+ B={a+b:a€ Abe B}y
AA = {Xa : a € A} son convexos;

(iii) si A es convexoy ty,--- ,t, > 0, entonces t1A + - +t, A= (t; + - +t,)A
(donde t; A + -+ + t,,A = {tia1 + - - - + tppay, : a; € A}). Lo anterior puede ser
falso si A no es convexo;

(iv) si A C R", se llama envolvente convexa de A, co(A), a la interseccion de todos
los conjuntos convexos que contienen a A. Por (i), co(A) es el menor convexo que
contiene a A. Probar que si A # (), entonces la envolvente convexa es precisamente

co(A)={z eR": 2z = Ztiai,ai € A, t; >0, Zt" =1,m € N}.

i=1 i=1

m m
Cada expresion de la forma Ztiai, donde t; > Oy Zti = 1, se llama combi-
i=1 i=1
nacion convexa. Luego, co(A) es el conjunto de las combinaciones convexas de
elementos de A;

_ o
(v) si A es convexo, también lo son Ay A;

(vi) probar que si A es un conjunto convexo y simétrico respecto al origen de coorde-
nadas 0 € R” (es decir, A = {—x : = € A}), entonces A contiene a una bola
abierta centrada en 0;

(vii) si A es convexo, z cAe y € A, entonces {tz + (1 —t)y : t € (0,1]}  A. Deducir
que A=Ay A=A;
(viii) si A C R"”, se pide:
a) calcular co(A) si A = S(0,1);
b) probar que 6(A) = d(co(A));
c) si A es abierto, probar que co(A) es abierto;
d) si A es finito, probar que co(A) es cerrado;
e) si A C R es cerrado, probar que co(A) es cerrado;
f) A= {(x,y) € R?: 2 >0,y = 2%} es cerrado, pero co(A) no lo es;

(ix) sea A convexo en R". Se dice que a € A es un punto extremal de A, si A — {a} es
convexo o vacio. Probar:



54 Capitulo 2. Espacios métricos

a) si A es abierto, entonces no posee puntos extremales;

b) dar un ejemplo de cerrado convexo sin puntos extremales;

¢) calcular los puntos extremales de B(0,1) C R?;

d)siBC R"sea: B* ={a€ B:V[z,y CB:a¢€|x,y],esa=x6a=y}.
Probar que A* es el conjunto de los puntos extremales de Ay A* = (A— ;1)*

62.- Sea S = (R?* — S') U {(1,0)}. Probar que para cada recta R en R?, RN S es abierto
en (R, d,), pero S no es abierto en (R?, d,,).

(07_1)’

63.- En el plano euclideo (R?, d,), se consideran los puntos U = (0,1), V =
= (5,0). Sea

0 =(0,0), P=(1,0,Q = (2,0), R= (4,0, 5= (2+V5,0)y T
E={U,V,T}U[0,P)U(P,QJU[R,5)
(con esta notacion se indican los intervalos correspondientes sobre el eje de abscisas).

(i) Probar que B (Q,/5) es un cerrado en (E, dg), pero no es una bola cerrada;

(ii) probar que By (O, 1) es un abierto en (E, dg), pero no es una bola abierta.



Capitulo 3

Continuidad en espacios métricos

A veces en las tardes una cara

nos mira desde el fondo de un espejo;
el arte debe ser como ese espejo

que nos revela nuestra propia cara.

Arte poética
Jorge Luis Borges (1899-1986)

3.1. Aplicaciones continuas
Sean (X, d) e (Y, p) espacios métricos y f: (X, d) — (Y, p) una funcién.

Definicion 3.1. Si a € X, se dice que f es continua en a, si para cada ¢ > 0, existe
d = d(a,e) > 0 tal que para cada = € X verificando d(x,a) < 0, es p(f(x), f(a)) < e.

Observacion 3.1. Si (X, d) = (Y, p) = (R, d,), esta definicién es precisamente la usual
de continuidad del Analisis Real.

Lema 3.1. f es continua en a € X siy sdlo si para cada € > 0, existe 6 = 0(a,e) > 0
tal que f (Bx(a,0)) C By(f(a),e).

Definicion 3.2. Se dice que f es continua en X (o simplemente continua), si es continua
enaparacadaa € X.

Ejemplos 3.1. Algunos ejemplos de funciones continuas son los siguientes:
(i) si f: (X,d)— (Y, p) es constante, es continua;

(i) 1x: (X,d)— (X, d) es continua;

55
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(iii) si el espacio (X, d) es discreto (ejercicio 16 del apartado , para cualquier otro
espacio métrico (Y, p) y cualquier funcién f, es f: (X,d) — (Y, p) continua.

Observacion 3.2. f: (X,d) — (Y, p) no es continua en a € X si verifica cualquiera de
las dos condiciones equivalentes siguientes:

(i) existe g > 0, tal que para cada § > 0 existe x5 € X tal que d(zs,a) < 0 pero es

p(f(xs), f(a)) > eo;
(ii) existe €9 > 0, tal que paracadad > Oes f (Bx(a,0)) ¢ By(f(a),¢o).

Teorema 3.2. f: (X,d)— (Y, p) es continua si 'y sélo si para cada V' abierto en (Y, p),
f7YV) es abierto en (X, d).

Demostracion: Si V abierto en (Y,p) y a € f~1(V), es f(a) € V. Por hipétesis, existe
g, > 0tal que By (f(a),e,) C V. Como f es continua en a, existe § = d(a,&g,) > 0
tal que f (Bx(a,d)) C By(f(a),c,). Luego Bx(a,d) C f~' (By(f(a),&.)) C f~H(V),
y queda probado que f~!(V) es abierto en (X, d). Y reciprocamente, por hipétesis, para
cadaa € X ye > 0, el conjunto f~! (By(f(a),e)) es abierto en (X, d). Como a €
Y (By(f(a),e)), debe existir § > 0 tal que Bx(a,d) C f~(By(f(a),€)), conlo que
queda probada la continuidad de la funcion. |

Observacion 3.3. Las funciones continuas no transforman abiertos en abiertos: 1la funcién
f: (N,d,) — (R, d,) dada por f(n) = n es continua, pero f(N) = N no es abierto en
(R, d,).

Por dualidad entre abiertos y cerrados, puede probarse la siguiente propiedad:

Teorema 3.3. f: (X,d)— (Y, p) es continua si y sélo si para cada F cerrado en (Y, p),
f7YF) es cerrado en (X, d).

Observacion 3.4. Las funciones continuas no transforman cerrados en cerrados: la fun-
cién f: (Q,d,) — (R, d,) dada por f(z) = x es continua, pero f(Q) = Q no es cerrado
en (R, d,).

Teorema 34. f: (X,d)— (Y, p) es continua si y sélo si para cada subconjunto A C X
—X,  ——Y

es f(A") C f(A) .

Demostracion: Como f (A)Y es cerrado en (Y, p), el teorema|3.3|garantiza que f~* < f (A)Y>

es cerrado en (X, d). Como A C f~! ( f (A)Y> , la inclusion pasa a la clausura, es decir,

At c /! ( f (A)Y>, y se deduce que f (ZX) cf (A)Y. Reciprocamente, sea I’ cerrado
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X _—

en (Y, p); la hipétesis garantiza que f(f~'(F) ) C f(f—l(F))Y c F' = F. Toman-
do imdgenes reciprocas, se deduce que f*l(F)X C f7YF), y por el teorema se
concluye la continuidad de f. |

Observacion 3.5. La igualdad no es cierta en general en el teorema en efecto, la
funcién f: (Q,d,) — (R, d,) dada por f(z) = x es continua, y f(@Q) =f(Q =QCcC

Q" =R

Teorema 3.5. Sean f: (X,d)— (Y, p)yg: (Y, p) — (Z,0) aplicaciones entre espacios
métricos. Entonces:

(i) si f es continuaen ay g lo es en f(a), entonces g o f es continua en a;
(ii) si f es continuaen X y g lo es en'Y, entonces g o f es continua en X.

Definicion 3.3. f: (X,d) — (Y, p) es un homeomorfismo si es biyectiva, continuay f~!
es también continua. Se dice que (X, d) es homeomorfo a (Y, p).

Lema 3.6. La relacion “ser homeomorfo a” es una relacion de equivalencia sobre la
familia de todos los espacios métricos.

Observacion 3.6. Una aplicacion biyectiva y continua entre dos espacios métricos no
tiene porque ser un homeomorfismo: en efecto, como N y (Q son numerables, existe una
funcién biyectiva entre ambos f: N— Q. La funcién f: (N, d,) — (Q, d,,) es biyectiva
y continua (ya que (N, d,,) es un espacio discreto, ver ejemplo3.1|(iii)), pero la aplicacion

1 (Q,dy) — (N, d,) no es continua, ya que {0} es abierto en (N, d,), pero f~'{0}
no es abierto en (Q, d,).

Proposicion 3.7. La composicion de homeomorfismos es un homeomorfismo.

Proposicion 3.8. Los espacios (X, dy) y (X, dy) son topoldgicamente equivalentes si 'y
solo si 1x: (X, dy) — (X, dy) es un homeomorfismo.

Lema 3.9. Toda isometria es un homeomorfismo.

Observacion 3.7. Las isometrias preservan las propiedades métricas, mientras que los
homeomorfismos conservan las topoldgicas.
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3.2. Aplicaciones continuas y subespacios

Proposicion 3.10. Sea (X, d) un espacio métrico y A C X. La aplicacion inclusion
ia: (A, da)— (X, d) es continua.

Teorema 3.11. Sea f: (X,d) — (Y, p) continua. Entonces, para cada A C X, su res-
triccion a A, fla: (A,da) — (Y, p), es también continua.

Demostracion: Basta con tener en cuenta que fi = f o 4. |

El reciproco sdlo es parcialmente cierto:

Teorema 3.12. Sean f: (X,d)— (Y,p) y A C X, tal que f|s: (A,da)— (Y, p) es

continua. Entonces, f es continua en A.

Demostracion: Sea a €A, es decir, existe £, > 0 tal que Bx(a,g,) C A. Como f|4
es continua en a, para cada ¢ > 0, existe = d(a,e) > 0 tal que f|a(Ba(a,d)) C
By (f(a),e). Sisetomad = 6(a,e) < &4, es Ba(a,0) = Bx(a,6) N A = Bx(a,0d), con
lo que para cada ¢ > 0, existe 0 < 6 = d(a,e) < g, tal que f (Bx(a,0)) C By(f(a),e),
y se obtiene el resultado deseado. |

Observacion 3.8. En las condiciones anteriores, f no tiene porque ser continua en A: sea
la funcion caracteristica xjo17: (R, d,) — (R, d,,). La funcién es continua en (0, 1), pero
no en [0, 1]. Sin embargo, la restriccion Xo,170,1: ([0, 1], dw) — (R, d,,) es continua, al
ser una funcion constante.

Teorema 3.13. Sea f: (X,d) — (Y, p) continua, entonces f: (X,d) — (f(X), psx))
es también continua.

Definicién 3.4. Una aplicacion continua f: (X,d) — (Y, p) es un embebimiento si la
funcién f: (X,d) — (f(X), pfcx)) es un homeomorfismo. Asi, (X, d) puede pensarse
como un subespacio de (Y, p), y se dice que estd embebido en (Y, p).

Observacion 3.9. Dos espacios métricos pueden estar embebidos uno dentro del otro,
sin ser homeomorfos: por ejemplo (R, d,) se puede embeber en ([0, 1], d,), puesto que
(R, d,) es homeomorfo a ((0, 1), d,) (ver el ejercicio 30, del apartado y la inclusion
i: ((0,1),dy)— ([0, 1],d,) es claramente un embebimiento. Por otro lado, la inclusién
natural j: ([0, 1], d,) — (R, d,) es un embebimiento. Sin embargo, (R, d,) y ([0, 1], d,)
no son espacios homeomorfos. ;Por qué?

Teorema 3.14. (Principio de prolongacion de identidades) Sean f,g: (X,d)— (Y, p)
continuas y D C X denso. Si f|p = g|p, entonces f = g.
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(a & D). Parar, = p(f(a),9(a)), es By (f(a),5) N By(g(a), 3
continuas en a, para ¢ = ¢ existe 0 = 0(a,e) > 0 tal que f (B

y 9 (Bx(a,0)) C By(g(a), %). Ast, f (Bx(a,0)) N g (Bx(a,d)
en X, sabemos que Bx (a,d) N D # (), de donde existe d € Bx (
cual es imposible. |

Ejemplo 3.1. Sean f,¢: (R,d,) — (R,d,), donde f = 1y g = xq. Para el denso Q,
es flo =gloy f # g; como f es continua al ser una funcién constante, el teoremam
garantiza que g no puede ser continua.

3.3. Aplicaciones uniformemente continuas

Definicion 3.5. f: (X, d) — (Y, p) es uniformemente continua, si para cadae > 0, existe
d = d(e) > 0 tal que para cada x,y € X verificando d(x,y) < 0, es p(f(x), f(y)) < e.

Teorema 3.15. Si f: (X,d) — (Y, p) es uniformemente continua, es continua.

Observacion 3.10. El reciproco no es cierto: sea la funcion f: ((0,1],d,) — (R, d,)
definida por f(z) = 1. Entonces:

(i) f es continua en (0, 1]: paraa € (0,1] y ¢ > 0, existe § < min {%,5“2—2} tal que si

|z —a| <d,es |t — 1=
a

T

[z—a| _ 2 ea® _

|zlla] ™ @2 7

(ii) f no es uniformemente continua: si lo fuera, sean € y ¢ como en la definicion y
a < min{26,1,1};entonces a, % € (0,1], |a—%| < 4, pero|f(z)—f($)] =1 >e.

Teorema 3.16. La composicion de aplicaciones uniformemente continuas, es uniforme-
mente continua.

Observacion 3.11. La continuidad es una propiedad que se expresa en términos de abier-
tos. Esto no es verdad para la continuidad uniforme, donde la definicion (¢ — §) juega un
papel esencial: la continuidad uniforme es una propiedad adaptada a espacios métricos,
mientras que la continuidad es una nocién asociada a espacios topolégicos.

Proposicion 3.17. La funciones f,g: (X,d)— (R, d,) dadas por f(x) = d(z,a) y
g(x) = d(z, A) son uniformemente continuas, paraa € Ay A C X.

Demostracion: Para ¢ > 0, basta con tomar § = ¢y si d(x,y) < d,es |f(z) — f(y)| =
|d(x,a) — d(y,a)| < d(x,y), por la proposicion Para g, se deduce de manera similar
aplicando la proposicion [2.6] |
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Ejemplos 3.2. Algunos ejemplos de aplicaciones uniformemente continuas son:
(i) laidentidad 1y : (X, d) — (X, d) es uniformemente continua;
(i1) las aplicaciones constantes son uniformemente continuas;

(ii1) las isometrias son uniformente continuas, pero el reciproco no es cierto: la funcién
Ig: (R, dgis) — (R, dy,), es una biyeccion uniformemente continua, pero no es una
isometria;

(iv) para cualquier espacio métrico (Y, p) y cada funcién, f: (X, dqs) — (Y, p) es uni-
formemente continua. Esta propiedad no es cierta para cualquier espacio discreto:
para la aplicacién f: ({2 : n € N}, d,) — (N, d,), la funcién f(+) = n es contin-
ua, pero no es uniformemente continua.

Definicion 3.6. Dos espacios (X,d) e (Y, p) se llaman uniformemente homeomorfos,
si existe f: (X, d) — (Y, p) biyectiva, uniformemente continua y de inversa uniforme-
mente continua.

Lema 3.18. Dos espacios métricos uniformemente homeomorfos, son homeomorfos.

3.4. Ejercicios

1.- Responder a las siguientes cuestiones:

(i) si (X, d) es un espacio métrico discreto e (Y, p) es arbitrario, probar que toda apli-
cacion f: (X,d) — (Y, p) es continua;

(ii) en las condiciones de (i), describir las aplicaciones continuas f: (Y, p) — (X, d);
(iii) ¢ qué puede decirse de (X, d), si toda aplicacién f: (X, d) — (R, d,) es continua?

2.-Sean f,g: (X,d) — (R, d,) continuas. Probar que también lo son las funciones: f+g,
f.g, % (sig(z) # 0paracadax € X), c.f (c € R), | f|, max{f, g} y min{f, g}.

3.-Sean f,g: (X,d)— (Y, p) continuas, se pide:

(i) probar que el conjunto A = {x € X : f(z) = g(x)} es cerrado en (X, d). Concluir
que si D esdensoen (X,d)y f|p = g|p, entonces f = g;

(i) sea b € Y. Probar que el conjunto A = {x € X : f(x) = b} es cerrado en (X, d).
Concluir que si (Y,p) = (R,d,), entonces las raices de la ecuaciéon f(x) = 0
constituyen un conjunto cerrado en (X, d).
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4.- Sean (X, d) e (Y, p) espacios métricos y {A; : ¢ € I} una familia de subconjuntos no
vacios de X tales que X = UAZ" Sea f: (X,d)— (Y, p) tal que f|4, es continua para

icl
cada ¢ € I. Probar:

(i) si cada A; es abierto en (X, d), entonces f es continua;
(ii) si cada A; es cerrado en (X, d) y el conjunto I es finito, entonces f es continua;
(iii) comprobar que f no es continua en general.

5.-Sean A, B C Ry x € R. Definimos los conjuntos A + = = {a +z : a € A}y
A+B={a+0b:a€ Abe B}.Probar:

(i) si A es abierto (respectivamente, cerrado) en (R, d, ), entonces A + z es abierto (res-
pectivamente, cerrado) en (R, d,,);

(ii) si Ay B son abiertos en (R, d,), entonces A + B es abierto en (R, d,,). No sucede lo
mismo si se cambia el calificativo de abierto por el de cerrado.

6.- Probar que son continuas las funciones f, g: (R?, d,) — (R, d,), donde:
@) fz,y) =z +y;

(i) g(z,y) = wzy. Concluir que el conjunto A = {(x,y) € R?* : x > 0,2y = 1}, es
cerrado en (R?, d,,).

7.-Sea f: (X,d)— (Y, p). Probar que son equivalentes:

(i) f es continua;

o

oY =
(ii)yparacada BC Y, f~Y(B ) cf (B)*;

(iii) para cada B C Y, f*l(B)X c -YB).

8.- Sea f: (X,d)— (Y, p) una aplicacion continua y sobreyectiva. Probar que si D es
denso en (X, d), entonces f(D) es denso en (Y, p). Si F es denso en (Y, p), ¢es f~1(F)
denso en (X, d)?

d) siy solo si para cada

9.- Sea f: (X,d)— (R, d,). Probar que f es continua en (X,
{zr € X : f(z) > a} son

a € R, los conjuntos A, = {z € X : f(z) < a}y B, =
abiertos en (X, d).

10.- Sea (X, d) y A C X. Probar que la funcion caracteristica de A es continua en x si'y
solo si z ¢ fr(A). (Bajo que condiciones es x4 continua?
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11.- Sean f,g: (R,d,) — (R, d,) continuas. Probar que h: (R? d,) — (R?, d,) defini-
da por h(x,y) = (f(x),g(y)) es continua.

12.- Sean A y B cerrados, no vacios y disjuntos en un espacio métrico (X, d). Se pide:
(i) encontrar una funcién f: (X, d) — (R, d,) continua, tal que f(A) =0y f(B) = 1;
(ii) probar que existen abiertos disjuntos U y V talesque AC Uy B C V.

13.- Sean f,g: (X,d)— (Y, p) continuas y a € X. Probar:

(i) si f(a) # g(a), probar que existe r > 0, tal que f(Bx(a,r)) N g(Bx(a,r)) = 0; en
particular, si x € Bx/(a, ), entonces f(x) # g(x);

(ii) supongamos que para cada r > 0, existe z, € Bx(a,r) tal que f(x,) = g(x,).
Probar que f(a) = g(a). Concluir que si f,g: (R, d,) — (R, d,) son continuas y

flo = glo, entonces f = g.
14.- Sean f,g: (X,d)— (R, d,) continuas y a € X, tal que f(a) < g(a). Probar que
existe 7 > 0 tal que para cada x,y € Bx(a,r), es f(x) < g(y). (Como se expresa esta

propiedad si f es la funcion idénticamente nula? Concluir que si s > 0y a ¢ Bx(z,s),
existe r > 0 tal que Bx(a,r) N Bx(x,s) = 0.

&15.- Sean f: (X,d)— (Y, p)continua, BCYyA={xe X :p(f(x),Y—B)>0}.
Probar que para cadax € A, es d(z, X — A) > 0.

16.- Estudiar la continuidad de f, g: (X,d,) — (R, d,), donde X = {0} U{t},eny
@ f(0) =0y f(5) =n;

1 .
. _ 1y _ — si n espar
(11)g(0)—0yg(n)—{71 si n esimpar
17.- Sea f: R— R definida por:

z si x <2
22 siox>2

Estudiar la continuidad de las funciones: f: (R,d,) — (R, dais), f: (R, dais) — (R, p),
y f: (R, p)— (R, dy), donde p(z, y) = 2[z — y|.

18.- Sean las métricas sobre R, dadas por:

_ |z —y| si sg(z)
dl(x,y)—{ |t +yl+1 si sg(x)

N
» ®
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[ x4y i v#yx>0,y>0
dy(,y) = { |z —y| en otro caso

Estudiar la continuidad de las funciones: 1g: (R, d;) — (R,d,) y 1r: (R, d,) — (R, d;),
parai € {1, 2}. Hacer el mismo ejercicio para f = xo1 y 9(z) = § — L.

19.- Sean Ay B cerrados en (X, d), y los conjuntos C' = {z € X : d(z, A) < d(x, B)},
D={reX:dz,A)>dx,B)}yE={xreX:dx,A) =d(z,B)}. Probar:

(i) C'y D son abiertos y E es cerrado en (X, d);

(i) hallar C, Dy E, si (X,d) = (R?,d,) y Ay B son dos rectas (respectivamente, dos
circunferencias exteriores).

20.- Probar que una biyeccion de (R, d,) en (R, d,,) es continua si y sélo si es mondtona.

21.- Sean (X, d) un espacio métrico, f: (X,d) — (R, d,) una aplicacion continua y el
conjunto abierto U = {x € X : f(x) > 0}. Probar que para cada x € fr(U), es f(z) = 0.

&22.- Sea f: (R",d,) — (R™, d,) una funcion. Para cada a € R", se llama oscilacion
de f en a al nimero real w(f,a) = inf{d(f(B(a,¢))) : € > 0}. Se pide probar:

(i) f es continua en a si 'y s6lo si w(f,a) = 0;
(ii) para cada € > 0, el conjunto A, = {x € R" : w(f,z) > €} es cerrado en R™;

(iii) calcular w(g, x), para x € Ry la funcién g: R — R definida por

0 si z€Q
g@):{x si z€Q

&23.- Sea A un convexo (ejercicio 61 del apartado no vacio de R". Una aplicacion
f: (A dy) — (R,d,) se llama convexa, si paracada x,y € Ayt € [0, 1], es

ftz+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —1t)f(y).

Se pide probar:
(i) si f es convexa en A, entonces [ <Ztiai> < Ztif(ai), donde t; > 0, Zti =1
=1 =1 =1
ya; € A;

(ii) si A es abierto convexo, toda funcién convexa sobre A es continua sobre A;

(iii) dar un ejemplo en donde se pruebe que (ii) no es cierto en general si A no es abierto.
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24.- Probar que las bolas abiertas en el espacio euclideo de dimensién n son homeomorfas
entre siy asuveza (R",d,).

&25.-Sea f: (R",d,) — (R™, d,) una aplicacion lineal, es decir, sia,b € R"yt,s € R,
es f(sa +tb) = sf(a) + tf(b). Si ||z|| = du(x,0) es la norma de x, probar que son
equivalentes:

(i) f es continua; (i1) f es continua en 0;
(iii) existe ¢ > O tal que || f(x)|| < ¢||x||, para cada x € R™;
(iv) existe ¢ > O tal que || f(z) — f(y)|| < c||z — y||, para cada z,y € R™.

(
26.- Sea f: (X,d)— (Y, p) blyectlva Probar que f es un homeomorfismo si y sélo si
paracada A C X, se tiene f(A ) = f(A )Y.

27.- Sea f: (X,d)— (Y, p) un homeomorfismo y A C X, tal que AN A" = (). Probar
que f(A) N f(A) =
28.- Sea una funcién f: (X,d)— (Y, p) y D la métrica sobre X dada por D(z,y) =

d(xz,y)+p(f(x), f(y)). Probar que si f es continua en X, entonces la aplicacion identidad
lx: (X, D)— (X, d) es un homeomorfismo.

29.- Sea f: (X,d) — (Y, p) una funcién. Se pide probar:

(i) si f es continua, entonces su grafo G (definicién (1.19) es cerrado en (X X Y, dpax)-
El reciproco es falso;

(ii) sea p la restriccion a G de la proyeccion p; : (X X Y, dpax) — (X, d). Probar que
p es biyectiva y continua. Probar que f es continua si y s6lo si p es un homeomor-
fismo.

30.-Sea f: (R,d,) — ((—1,1),dy), donde f(z) = s I Probar que f es un homeomor-
fismo. Concluir que cualquier intervalo abierto (con la métrica de subespacio inducida por
la usual) es homeomorfo a la recta real.

31.- Sea f: (X,d) — (Y, p) un homeomorfismo. Estudiar si las siguientes propiedades
son verdaderas o falsas:

(i) X es acotado siy sélo si Y lo es;
(if) U C X es abierto en (X, d) siy sélosi f(U) es abierto en (Y, p);
(iii) ' C X es cerrado en (X, d) siy s6lo si f(F') es cerrado en (Y, p);

(iv) A C X es numerable si y s6lo si f(A) lo es;
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(v) D C X esdensoen (X,d) siysélosi f(D) esdensoen (Y, p);

o X /—’OR
(viysi A C X,z €A siysélosi f(z) €f(A);

(vii)si A C X,z € A'siysolosi f(z) € (f(A));
(viii)si A € X,z € A" siyslosi f(z) € F(A) .

32.-Sean f: (X,d)— (Y,p)y g: (Y, p)— (Z,n) continuas, tales que la composicion
go f:(X,d)—(Z,n) es un homeomorfismo. Probar que si f es sobreyectiva, entonces
fy g son homeomorfismos.

&33.- Probar que los espacios euclideos siguientes son dos a dos homeomorfos:
(i) el cilindro vertical X = {(z,y,2) € R®: 22 +y? = 1};
(ii) el cilindro Y = S! x R;
(iii) el plano privado del origen Z = R? — {(0,0)};
(iv) la corona circular W = {(x,y) € R? : 1 < 2? + ¢* < 2};

(v) la esfera privada de los polos norte y sur, U = S? — {P,Q}, donde P = (0,0,1) y
Q - (Oa 07 _1)’

(vi) el cono privado de su vértice V = {(z,y,2) € R? : 2% + y* = 2%,z > 0}.

&34.- Dar un homeomorfismo entre el primer cuadrante {(z,y) € R* : x > 0,y > 0} y
el semiplano {(z,y) € R? : y > 0}, como subespacios del plano euclideo.

&35.- Sea (R",d,) y A C R" un conjunto abierto, convexo y acotado, tal que 0 € A. Se
pide probar:

(i) para cada = € S(0, 1), existe un tnico y € fr(A) de la forma .z, donde A > 0;

(ii) si y = ¢(x), probar que la aplicacién ¢: (S(0,1),d,) — (fr(A), d,) es un homeo-
morfismo;

(ii1) deducir que la frontera de un subconjunto convexo, acotado, de interior no vacio de
(R™, d,), es homeomorfa a (5(0, 1), d,);

(iv) sea ¢: (R",d,) — (R, d,), definida por ¢(0) = 0y p(z) = ||z||¢ <H§_H> six # 0.
Probar que ¢ es un homeomorfismo;



66 Capitulo 3. Continuidad en espacios métricos

(v) deducir que un subconjunto convexo, abierto y acotado de (R", d, ), es homeomorfo
a la bola abierta (B(0, 1),d,) y por consiguiente a (R", d,);

(vi) deducir que un subconjunto convexo, cerrado y acotado de interior no vacio de

(R", d,) es homeomorfo a la bola cerrada (B(0, 1), d,);

(vil) probar propiedades similares para partes convexas, de interior no vacio y no aco-
tadas de R".

36.- Sea f: (R",d,) — (R™, d,) una aplicacién lineal y biyectiva. Probar que para que
f sea un homeomorfismo es necesario y suficiente que existan constantes «, 3 > 0, tales
que oz < ||f(2)]| < G|z, para cada = € R".

&37.- En este ejercicio se trata de definir la proyeccion estereogrdfica, una aplicacién
esencial en geometria y topologia:

(i) la circunferencia unidad en el plano euclideo es S' = {(z,75) € R? : 22 + 235 = 1}.
Dado (a1, a;) € S' — {(0,1)}, se considera la recta que pasa por (ai, as) y (0,1).

Esta recta corta al eje de abscisas en el punto 1212,

hi (8" ={(0,1)},dy) — (R, dy) por h(ai, as) = 1*.-. Probar que / es un homeo-
morfismo: es la proyeccion estereogrdfica,

0). Se define la aplicacion

(i1) Andlogamente, paran > 1, la esfera unidad en el espacio euclideo de dimensién n+1
se define por S" = {(z1,...,2,41) € R s 2 + ...+ 22, = 1}. Probar que la
aplicacion h: (S™ — {(0,...,0,1)},d,) — (R™, d,), dada por h(ay,...,ant1) =

( @ — -),esun homeomorfismo: es la proyeccion estereogrdfica.

I—ant1’ " T—any

&38.- Sea (X, d) un espacio métrico. Probar que existe una métrica acotada p sobre X,
de manera que la identidad 1x: (X, d) — (X, p) es un homeomorfismo uniforme.
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&39.- Sea f: (X,d)— (Y, p). Probar que es uniformemente continua, si y sélo si para
cada A, B C X tales que d(A, B) = 0 se tiene p(f(A), f(B)) = 0.

40.- Sean los espacios métricos (X1,d;), -+, (X,, d,). Consideremos su producto carte-
siano X = X7 X --- X X, ¥y dpsx 1a métrica del maximo. Se pide probar:

(i) las proyecciones p;: (X, dmax) — (X;, d;) son uniformemente continuas;

(ii) si U es abierto en (X, dpax), entonces p;(U) es abierto en (X, d;). (Esta propiedad
se debe a la continuidad de las proyecciones?

(iii) dado un espacio métrico (Y, p), probar que una funcién f: (Y, p) — (X, dmax) €8
continua si y sélo si para cada ¢ € I, las aplicaciones p; o f lo son.

&41.- Una funcién f: (X, d) — (Y, p) es lipschitziana, si existe un nimero real positivo
A tal que para cada z,y € X, se cumple p(f(z), f(y)) < Ad(z,y). Se pide probar:

(1) toda funcién lipschitziana es uniformemente continua. El reciproco no es cierto:
f:([0,00),dy) —([0,0), dy), dada por f(z) = \/x es uniformemente continua
y no lipschitziana;

(i1) las isometrias son aplicaciones lipschizianas. El reciproco no es cierto;

(ii1) las aplicaciones de la proposicion [3.17|son lipschitzianas.

42.- Sea (R?, d) donde d es la métrica definida por,

o du(x7y) si To = Y2
d($,y)—{ [z — |+ 1 si 2 F

¢Son continuas las proyecciones pi, p2: (R?,d) — (R, d,)? ;Y lipschitzianas?

43.- Sea f: ([0,00),dy) — (R, d,), tal que existe a > 0 verificando que f|0.a) ¥ f|[a,00)
son uniformemente continuas. Probar que f es uniformemente continua.

44.- Sea A C R. Probar que la funcién f: (A, d,) — (R, d,), dada por f(z) = z* es
uniformemente continua si A es acotado, pero no si A = R.

&45.- Se pide probar:

T

(i) la funcion f: (R —{0},d,) — (R, d,) dada por f(x) = fz] €8 continua, pero no es
uniformemente continua;

(ii) sea f: (X,d) — (Y, p) una aplicacion continua entre espacios métricos. Se supone
que existen a # b € X, tales que los conjuntos cerrados y disjuntos F' = f~1(a)
y G = f71(b) verifican que d(F,G) = 0. Probar que f no es uniformemente
continua.
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Capitulo 4

Completitud en espacios métricos

La luz de la aurora lleva
semilleros de nostalgias
y la tristeza sin ojos

de la médula del alma.

Alba
Federico Garcia Lorca (1898-1936)

4.1. Definicion de sucesion

Definicion 4.1. Una sucesion en X # () es una aplicacién f: N— X. Normalmente,
en vez de utilizar la notacién funcional, se utiliza la notacién con subindices f(n) = z,,
y se habla de la sucesién f o {z,}nen. El punto z,, se llama término de la sucesion y
Rg ({zn}nen) = f(N) es el rango de la sucesion.

Observacion 4.1. Destacamos a continuacion algunas propiedades relativas a sucesiones:

(1) la funcién f definiendo una sucesion no tiene porque ser inyectiva, y por lo tanto, en
una sucesion pueden existir términos iguales;

(i) no hay que confundir el rango con la propia sucesion: si X = R, la sucesién
{Zn}nen = {(=1)" }nen es la sucesion oscilante, cuyo rango es finito {—1, 1};

(iii) si f es constante, es decir, existe x € X tal que f(n) = x paracadan € N, se habla
de la sucesion constante igual a x y en este caso f(N) = {z};

(iv) si existe ng € N tal que para cada n > ng es x, = x, se habla de la sucesion
semiconstante igual a x (que es constante si ng = 1). El rango de una sucesiéon

69
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semiconstante es finito, aunque el reciproco no es cierto (por ejemplo, las suce-
siones oscilantes).

Definicion 4.2. Una subsucesion {y, },en de la sucesion {z, },en es otra sucesion defini-
da por y,, = T (), donde ¢: N— N es una funcion estrictamente creciente. Es decir, se
eligen elementos de la sucesion original, sin alterar el orden.

Lema 4.1. Si ¢: N— N es una funcion estrictamente creciente, es p(n) > n para cada
n € N

Lema 4.2. Toda sucesion es una subsucesion de si misma.

Demostracion: Basta con tomar como ¢: N— N la funcién identidad. |

Lema 4.3. Una subsucesion de una subsucesion de {x,}ncn sigue siendo una subsuce-
sion de {x,, }nen.

Demostracion: Es una consecuencia de que la composicion de funciones estrictamente
crecientes es una funcion estrictamente creciente. |

4.2. Sucesiones convergentes

Definicion 4.3. Sea {x, },cn una sucesion en (X, d). Se dice que = € X es limite de
{Zn}nen, si para cada e > 0, existe n. € N tal que para cadan > n. es x,, € B(z,¢). Se
dice también que {xz, } ,cn converge a x y se denota por {z,,} — =.

Lema 4.4. Si {z,} — x en (X,d), el rango de {x,}ncn estd acotado.

Demostracion: Para ¢ = 1, existe n; € N tal que para cada n > ny es d(x,,x) < 1. Sea
K = max{d(z,z1),...,d(z,z,,), 1}. Entonces, para cadan € Nes d(z,z,) < K, con
lo que R.g ({xn}neN) - B(ZL‘, K) I

Observacion 4.2. El reciproco no es cierto: en (R, d,,), la sucesion oscilante {(—1)"},,en
no converge, pero tiene rango acotado.

Lema 4.5. Sea {x,}en una sucesion en (X,d), tal que x,, € B(x,+). Entonces, {x,}
converge a x.

Teorema 4.6. Una sucesion convergente en (X, d) lo hace de manera tnica.
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Demostracion: Supongamos que {z, },en converge a dos puntos distintos, x # y. Sea
d(x,y) = r > 0. Por la propiedad de Hausdorff (teorema2.10), es B(z, 5) N B(y, 5) = 0,
lo cual contradice la convergencia. |

Observacion 4.3. Si {z,} — z en (X, d), se denota también como lim(z,,) = x.

Observacion 4.4. Algunos ejemplos de sucesiones convergentes son:

(1) en cualquier espacio métrico, una sucesion semiconstante converge hacia la constante
que se repite;

(i) si (X, d) es un espacio métrico discreto (ejercicio 16 del apartado [2.8), las tnicas
sucesiones que convergen son las semiconstantes;

(i11) las sucesiones oscilantes no convergen en ningun espacio métrico: en efecto dada la
sucesion {z, }nen, con x,, = x paran pary x, = y # x paran impar, si {z,} — z,
parae = 1d(x,y) deberfa ser z,, € B(z, ) para n suficientemente grande, es decir,
x,y € B(z,¢), 1o que es imposible.

Teorema 4.7. En (X, d), si {x,} — , cualquier subsucesion {x @} — .

Demostracion: Basta con utilizar el lema 4.1 |

Observacion 4.5. El reciproco no es cierto: en (R, d,), la sucesién{(—1)"},cn no con-
verge, pero la subsucesion de los términos pares {(—1)?"} — 1.

Observacion 4.6. Algunas observaciones referentes a la convergencia de sucesiones son:

(i) si en (X, d) el rango de la sucesion {z, },en es finito, existe una subsucesién cons-
tante {7, () }nen, luego convergente;

(ii) aunque {x,},en sOlo posea subsucesiones convergentes a un unico punto, no se
deduce que sea convergente: en (R, d,), la sucesién {1,2,1,3,...,1,n,...} sélo

posee subsucesiones convergentes a 1, pero ella no converge;

(i) si {x,, }nen posee dos subsucesiones convergentes a puntos distintos, entonces ella
no converge;

(iv) cualquier reordenacion de una sucesion convergente converge al mismo punto.

Lema4.8. En (X,d), si{x,} — vy Rg ({x, }nen) es infinito, es (Rg({x, }nen)) = {z}.
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Demostracion: Sea R = Rg ({, }nen). Como {z,,} — z, paracadac > 0, existe n. € N
tal que para cadan > n. es z,, € B(z, ). Como R es infinito, es claro que entonces debe
ser (B(x,e) — {x}) N R # (), para cada ¢ > 0, es decir, z € R’. Supongamos que existe
y# x,y € R.Sead(r,y) = ryeo = 3. Porlaconvergencia de la sucesion, existe ng > 0
tal que para cada n > ng es x, € B(x,£¢) y ademds (B(y, o) — {y}) N R # (. Pero, por
la propiedad de Hausdorff es B(z,e¢) N B(y, o) = 0, por lo que (B(y,c0) — {y}) N R
contiene como mucho los puntos {z1, ..., z,,_1}, en contra del lema2.19] |

Observacién 4.7. El reciproco no es cierto: en (R, d,), sea la sucesién {n=V"}, oy =
{1,2,1,4,1,6..., 515, 2n,... }. Es claro que (Rg({n"""" },en))’ = {0}, pero la suce-
sién no converge.

Teorema 4.9. En (X,d), x € A’ siy solo si existe una sucesion {x, }nen de términos
distintos dos a dos en A, tal que {x,} — .

Demostracion: Sea x € A’. Sabemos que para cada ¢ > 0, (B(z,e) — {z}) N A tiene
infinitos puntos. Asi, podemos afirmar que:

(i) parae = 1, existe z; € (B(z,1) — {z}) N A;

(ii) supongamos dados z1, . . ., x,_1 (distintos dos a dos) tales que parai € {1,...n—1}
esz; € (B(z, 1) — {z}) N A

Como (B(z, +)—{x})NA tiene infinitos puntos, se puede elegir z,, € (B(z, +)—{z})NA
de modo que x,, # z; parai € {1,...n —1}. Queda asi construida una sucesion {x,, },en
en A, de términos distintos dos a dos. Ademas, por la propiedad arquimediana, para cada
e > 0 existe n. > 0, tal que paran > n. es d(z, x,) < ¢, con lo que {z,,} — . Observar
que la sucesion construida no es unica. Reciprocamente, si los términos de la sucesion
son dos a dos diferentes, el rango de la sucesiéon Rg ({x,}nen) C A es infinito, con lo

que por el lema[4.8} es (Rg({2, }nen) = {2} C A", 1

Corolario 4.10. En (X,d), es x € A si 'y sélo si existe una sucesion {x, }nen en A tal
que {z,} — x.

Demostracion: Como A = A U A’, basta con notar que si z € A, la sucesion constante
igual a x converge a z, y aplicar en otro caso el teorema 4.9 |

Corolario 4.11. En (X,d), es A C X es denso si y solo si todo punto de X es limite de
una sucesion de puntos de A.

Corolario 4.12. En (X, d), es x € fr(A) si y sélo si existen dos sucesiones {, }nen en A
e {Yn}tneny en X — A, tales que {x,} — v e {y,} — x.
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Corolario 4.13. En (X, d), si A C X, se cumple:
(i) A es cerrado siy sélo si dada {x,},en en A tal que {x,} — x, esx € A;

(ii) A es abierto si'y solo si dada {x,} — © € A, existe na € N tal que paran > n es
T, € A

Ejemplo 4.1. En (R, d,), el conjunto A = (0, 1] no es ni abierto ni cerrado:
(i) A no es cerrado pues existe { £} ey en Atal que {2} — 0y 0 & A;
(ii) A no es abierto pues existe {1+ 1},cyenR— Atalque {1+1} -1yl e A

Teorema 4.14. La aplicacion f: (X,d)— (Y, p) es continua en x si'y sélo si para ca-
da sucesion {x,}nen en X con {x,} — x, la sucesion de las imdgenes verifica que

{f(zn)} = f(2).

Demostracion: Si f es continua, para cada ¢ > 0, existe § = d(z,e) > 0 tal que
f(Bx(z,6)) C By(f(z),e). Como {x,} — =z, para 0 existe ny € N tal que para
n > nges x, € Bx(x,0), conlo que f(z,) € By(f(x),e), y queda probado que
{f(zn)} — f(z). Reciprocamente, supongamos que f no es continua en z. Existe ¢ > 0
tal que para cada n € N existe z,, € Bx(x, =) — {x} de modo que f(z,) & By (f(x),¢).
Hemos construido de este modo una sucesion {z, } ey en X que converge a = (ver lema
4.5)), pero tal que { f(x,)}nen no converge a f(z). |

4.3. Sucesiones de Cauchy

Definicion 4.4. En (X, d), una sucesion {x,, },en se llama de Cauchy si para cada € > 0,
existe n. € N tal que para cada m,n > n. es d(x,,x,,) < &, es decir, los términos de la
sucesion se acercan entre si a medida que los indices crecen.

Si los términos de una sucesion se aproximan a un punto, entonces, se acercan entre si:
Teorema 4.15. En (X, d), si {z,} — x, entonces es de Cauchy.

Observacién 4.8. El reciproco no es cierto: en ((0,1],d,), la sucesién {1},en es de
Cauchy, pero no converge.

Teorema 4.16. En (X, d), si {x, } nen es una sucesion de Cauchy y posee una subsucesion
convergente {xn)} — x, entonces {x,} — x.
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Demostracion: Como {z,,)} — «, para cada € > 0, existe ny € N tal que para cada
n > ng es d(x,m), r) < 5. Y la condicién de Cauchy dice que € > 0, existe n; € N tal
que para cada m,n > ny es d(m, z,) < 5. Tomando n. = méax{ng,n,}, paran > n. es
d(x,xn) < d(z,Tpm)) + d(Tpm), 20) < €. |

Corolario 4.17. En (X, d), si {x,, }nen es una sucesion de Cauchy de rango finito, con-
verge.

Corolario 4.18. En (X, d), si {,, }new es una sucesion de Cauchy y (Rg({, }nen)) # 0,
entonces {, }nen converge.

Demostracion: Si x € (Rg({zy }nen)’, por el corolario4.10} existe una sucesion {y, }nen
en (Rg({xn}nen)) tal que {y,} — , que se puede elegir como una subsucesién de

{ }nen (observacion[4.6](iv)). Por el teoremad.16] es {z,} — . |

Teorema 4.19. El rango de una sucesion de Cauchy en (X, d) es un conjunto acotado.

Demostracion: Para ¢ = 1 existe n; € N tal que paracadan > n, es x,, € B(x,,,¢). Sea
K =max{1,d(z1,zn,),...d(x,, 1,2, )}. Entonces, Rg({xy, }nen) C B(zn,, K). |

Observacion 4.9. El reciproco no es cierto, como lo prueban las sucesiones oscilantes.

Teorema 4.20. Si f: (X, d) — (Y, p) es uniformemente continua y {x,, } nen es de Cauchy,
entonces { f(x,) }nen es de Cauchy.

Demostracion: La continuidad uniforme garantiza que para ¢ > 0 existe > 0 tal que si
d(z,y) < desp(f(z), f(y)) < e.Y lacondicion de Cauchy afirma que para § > 0 existe
ns € N tal que paran, m > nges d(x,, x,) < 0. Asi, es p(f(zm), f(x,)) < e. |

Observacion 4.10. Esta propiedad no es cierta para funciones continuas: en efecto, sea
f:((0,1],d,) — (R, d,) dada por f(z) = 1, que es continua, pero no uniformemente

continua. La sucesion {},cy es de Cauchy en ((0, 1], d,,), pero la sucesion de sus ima-
genes { f(+) = n}nen no es de Cauchy en (R, d,,), por no estar acotada.

4.4. Espacios métricos completos

Definicion 4.5. Un espacio métrico (X, d) se llama completo, si toda sucesion de Cauchy
es convergente. Asi, en este tipo de espacios, se puede averiguar si una sucesion es con-
vergente, sin necesidad de calcular su limite.
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Teorema 4.21. Si (X, d) es completoy A C X es cerrado, entonces (A, da) es completo.

Demostracion: Sea {z, }nen una sucesién de Cauchy en (A, d4). Como (X, d) es com-
pleto, {z,} — zen (X,d). Pero,z € A = A. |

Teorema 4.22. Si A C X y (A, d4) es completo, entonces A es cerrado en (X, d).

Demostracion: Sea x € A; existe {, }nen en A tal que {x,} — z. Luego, {2y }nex
es de Cauchy en (A, d,), por serlo en (X, d). Por completitud y unicidad de limite, es
necesariamente x € A. |

Corolario 4.23. Si (X, d) es completo, (A, d4) es completo siy sélo si A es cerrado.

Definicion 4.6. (X, d) posee la propiedad de Cantor, si dada cualquier familia numerable
de conjuntos {F, },en cerrados, no vacios y encajados (F, 1 C F,, paran € N), tales
que inf{0(F,) : n € N} =0, es ﬂFn £ ().

neN

Teorema 4.24. (Teorema de Cantor) (X, d) es completo si 'y solo si posee la propiedad
de Cantor. Ademds, estas intersecciones numerables de familias de cerrados encajados
se reducen a un punto.

Demostracion: Sea (X, d) completo y {F}, },,en una familia numerable de cerrados enca-
jados, no vacios y tales que inf{dJ(F,) : n € N} = 0. Para cada n € N sea z,, € F,.
Por la eleccién de los diametros, para cada ¢ > 0 existe n. € N tal que §(F),.) < e.
Luego, para cada m,n > n., al ser z,,,z, € F,_, es también d(x,,z,) < &. Asi,
hemos construido una sucesién {x, },en de Cauchy. Por la completitud, existe z € X
tal que {z,} — z. La subsucesion {xy, xy1,... } en F} converge también a x; asi para

cadak € Nesz € F, = Fpyaz € an Reciprocamente, sea {x, },en de Cauchy
neN

y R, = Rg{xp,xrs1,...}. Es Ry C Ry para cada k € Ny como {ﬂ, Thaty--- )

es de Cauchy, Ry estd acotado e inf{d(R,) : n € N} = 0. Si F,, = R,, la familia

{F, }nen es una familia contable de cerrados no vacios, encajada y como §(R,,) = §(R,)
es inf{d(F,) : n € N} = 0. Por la propiedad de Cantor, serd ﬂFn # () y ademads la

neN
interseccion se reduce a un punto, ya que si z,y € ﬂFn, d(xz,y) < §(F,) para cada
neN
n € N, con lo que d(x,y) = 0. Sea entonces an = {z}. Como para cada n € N es

neN
xe€F,=R,yx, € Ry, es d(z,,z) < 0(R,). Asi, como los didmetros tienden a cero,
para cada ¢ > 0 existe n. tal que para cadan > n., es d(x,,x) < ¢. |



76 Capitulo 4. Completitud en espacios métricos

Observacion 4.11. Los conjuntos de la definicién[4.6]deben ser cerrados y con la propiedad
de que sus didmetros tiendan a cero. En efecto, en (R, d,,):

(i) si F, = (0, %), { Fy, }ew es una familia de conjuntos (no cerrados), encajados y cuyos
didmetros tienden a cero, pero ﬂ F, =0

neN

(ii) si F,, = [n,00), {F, }nen es una familia de cerrados encajados, pero sus didmetros
no tiendena 0 y ﬂ F, = 0.

neN

Definicién 4.7. Sea el espacio métrico (X, d). Una aplicacion f: (X,d) — (X, d) se
llama contractiva si existe un nimero real k € (0, 1) tal que d(f(z), f(y)) < kd(x,y).

)
Proposicion 4.25. Cualquier aplicacion contractiva f: (X,d)— (X, d) es uniforme-
mente continua.

Teorema 4.26. (Teorema del punto fijo) Si (X,d) es un espacio métrico completo y
f:(X,d)—(X,d) es una aplicacion contractiva, existe un vnico punto x € X tal que

f(z) ==

Demostracion: Para cada z € X, al ser f contractiva, es

d(f"(x), f*(2)) < kd(f""H (@), [ (@) <o <KPH(f(2), @),

donde f"(x) denota el punto obtenido al aplicar f n veces a x. Como k € (0, 1), se deduce
que la sucesion {z,, = f"(z)}nen es de Cauchy, y por lo tanto, converge a xy € X.
Como f es continua, { f(x,) = " (z)} — f(xo); pero {f(z,) = f*(x)}nen €s una
subsucesion de {xz, },en, con lo que forzosamente es o = f(zg). Si existiera otro punto

Yo € X fijo para f, seria d(xo, yo) = d(f(z0), f(yo)) < kd(x0,y0) < d(x0, o), lo cual es
imposible. |

4.5. Ejercicios

1.- Sea (X, d) un espacio métrico y {x,, }nen, {¥n}nen dos sucesiones en X. Se supone
que {n € N : z, # y,} es un conjunto finito. Probar que ambas sucesiones poseen el
mismo limite o que ambas no convergen.

2.- Sea (X, d) un espacio métrico y {x,, },en una sucesion de términos distintos dos a dos.
Sea A el rango de la sucesién y f: A—— A una aplicacién biyectiva. Si lim(z,) = =z,
probar que lim(f(x,)) = x.

3.- Sea (X, d) un espacio métrico y {x,, }nen, {¥n fnen sucesiones en X . Probar:
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(i) lim(z,,) = x siy s6lo si lim(d(z,, z)) = 0 en (R, d,);

(ii) si lim(x,,) = z, entonces lim(d(x,,y)) = d(x,y) en (R, d,);

(iii) si lim(x,,) = x y lim(y,, ) = y, entonces lim(d(z,,y,)) = d(x,y) en (R, d,);
(iv) si lim(x,) = z, entonces lim(y,,) = x siy s6lo si lim(d(z,,y,)) = 0en (R, d,);

(v) si {2y, }nen es de Cauchy y lim(d(x,,y,)) = 0 en (R, d,), entonces {y, }nen €s de
Cauchy.

4.- Sea (R, d,) y {xn tnens {Un fnens {2n nen sucesiones en R. Se pide probar:
(i) si lim(z,) = z e y < x, entonces existe ny € N tal que para cada n > ng, es y < x,;

(ii) si lim(x,) = = # 0, entonces existe ng € N tal que para cada n > ny, z,, tiene el
mismo signo que x;

(iii) si lim(z,) = z, lim(y,) = y y © < y, entonces existe no € N tal que para cada
n 2 Ng, €8 Ty < Yn;

(iv) si lim(x,,) = z, lim(y,) = y y ¥, < y, para cadan € N, entonces x < y. Dar un
ejemplo en el que x = y;

(v)siparacadan € N, z, < y, < z,, lim(z,) = z y lim(z,) = =z, probar que
lim(y,) = x.

5.- Sea (R,d,) y {x,}nen una sucesién creciente y acotada superiormente. Probar que

lim(z,) = sup{z,}. Enunciar el resultado andlogo para una sucesi6n decreciente de

neN
nameros reales.

6.- Sean {,, },en € {yn }nen sucesiones convergentes en (IR, d,,). Estudiar la convergencia

de las sucesiones {z,, + Yn }nen, {Tn-Ynfnens {|n]}nen, {”y”—:}neN (y, # 0, para cada
n € N).

&7.- En (R, d,), se dice que {x, },en diverge, si para cada K > 0, existe nx € N tal que
sin > ng,es |xr,| > K. Se pide probar:

(i) si {z,, }nen diverge, no converge;
(ii) dar un ejemplo de sucesion real ni convergente ni divergente;
(iii) si {x,, }nen €s una sucesion creciente no acotada superiormente, entonces diverge;

(iv) si A C R es no acotado, existe {z, },en en A divergente;
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(V) si {x,, }nen €s una sucesion de rango no acotado, existe una subsucesién divergente;
(vi) toda subsucesion de una sucesion divergente, diverge.

8.- Sea {z, },en una sucesion en un espacio métrico (X, d). Probar que si {2, }nen,
{Zan+1}nen ¥ {Z3n}nen son convergentes, {z, },cn también lo es. ¢Bastaria con que

{Zan tnen ¥ {T2n+1}nen fueran convergentes?, (y {Zon nen ¥ {%3n }nen? Encontrar una
sucesion {x, },en en la recta real, no convergente, tal que {xy, },en converja para k > 2.

9.- Probar que son equivalentes en (X, d) los siguientes enunciados:
(i) todo subconjunto de X es completo;
(i) X es completo y discreto;
(iii) toda sucesion de Cauchy en X es semiconstante.

10.- Probar que (X, dg;s) es un espacio métrico completo.

11.- Sea (N, d), donde d(m,n) = |+ — +|. Probar que la sucesién {z, = n},ey es de
Cauchy, pero no converge: éste es un ejemplo de espacio métrico discreto no completo.
Sin embargo, el espacio X = N U {+o0} con la misma métrica (donde J%O = 0), es
completo.

12.- Sea (X, d) y d*(z,y) = min{1,d(z,y)}. Se pide probar:
(i) {xy, }nen es de Cauchy en (X, d) siy sélo silo es en (X, d*);
(i) si (X, d) es completo, entonces (X, d*) también lo es.
&13.- Sea X el conjunto de las sucesiones reales acotadas y la distancia d({z,, }, {y.}) =

sup|x,, — Y| Estudiar la completitud del espacio métrico (X, d).
neN

&14.- Sea X = C([0,1],R). Estudiar la completitud de l(l)s espacios métricos (X, d) y
(X.p). donde d(f.g) = sup |F(a) = g(a)|y p(£.) = [ 1F(e) = g(o).
15.- Sean (X, d) e (Y, p) espacios métricos. Se pide probar:

(i) Si (X, d) e (Y, p) son isométricos, X es completo si y s6lo si Y lo es;

(i) si (X,d) e (Y, p) son homeomorfos, no hay relacién entre la completitud de ambos
espacios;

(iii) si (X, d) e (Y, p) son métricamente equivalentes, X es completo siy s6lo si Y lo es;
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(iv) si (X, d) e (Y, p) son topolégicamente equivalentes, no hay relacién entre la com-
pletitud de ambos espacios.

16.- Sea (X, d) un espacio métrico y D un conjunto denso en X, tal que toda sucesién de
Cauchy en D converge en X. Probar que (X, d) es completo.

17.- Dados los espacios métricos (X1, d;), - - , (X, d,,), consideremos el espacio métrico
(X,d), donde X = X; x --- x X,, y d es cualquiera de las métricas producto dp,sx, dsum
o d,. Se pide probar:

(i) una sucesion converge en (X, d) si y sélo si las sucesiones coordenadas convergen en
los espacios factores respectivos;

(ii) una sucesion es de Cauchy en (X, d) si y sélo si las sucesiones coordenadas lo son
en los espacios factores respectivos;

(iii) (X, d) es completo si y sélo si cada uno de los espacios factores lo es.
18.- En (X, d) se pide probar:
(1) cualquier subsucesion de una sucesion de Cauchy, es de Cauchy;

(i1) una sucesion de Cauchy de rango finito es semiconstante, y por lo tanto convergente.
Concluir que si X es finito, entonces el espacio métrico (X, d) es completo.

19.- Probar que el espacio euclideo (R", d,,) es completo. Decidir cuales de los siguientes
subespacios euclideos lo son: N, Z, Q, I, R, R%, R", Q™.

%20.- En (X, d) se pide probar:
(i) si todo conjunto cerrado y acotado es completo, probar que (X, d) es completo;

(i) si todo conjunto infinito y acotado posee puntos de acumulacién, probar que (X, d)
es completo.

21.- Sea f: (X,d)— (Y, p) continua y (X, d) completo. Probar que si {x,},en es de
Cauchy en (X, d), entonces { f(z,,) }nen es de Cauchy en (Y, p). Dar un contraejemplo en
el caso en el que (X, d) no sea completo.

&22.- Sea {x,}nen una sucesién en un espacio métrico (X, d). Para cada n € N, sea
A, = {x,, : m > n}. Se pide probar:

(i) si {x,} — z, entonces x € ﬂA_n,
neN

(ii) {zn }nen es de Cauchy si y sélo si ing{é(An)} = 0.
ne
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&23.- Sea (X, d) un espacio métrico no completo. El objetivo de este ejercicio es el de
construir un espacio métrico completo, asociado de manera candnica a (X, d) y “cercano”
a él, en un sentido que se vera mds adelante. Sea C el conjunto de todas las sucesiones de
Cauchy en (X, d); se pide probar:

(i) 1a relacion binaria sobre R dada por {x,, }R{y, } siy s6lo si d(z,,y,) — 0en (R, d,)
(utilizar el ejercicio 3), es una relacion de equivalencia sobre R. Llamamos 7 a la
clase de {z,,} y X al espacio cociente X /%R;

(i) 0(Z, §) = m(d(xn, y,)) define una distancia en X ;

(iii) 1a aplicacién f: (X,d) — (X, 8) que lleva cada z € X en la clase de la sucesién
constante igual a x, es una isometria de X en una parte densa de X;

(iv) (X, 6) es completo.

Se dice que ()Z' ,0) es la completacion métrica de (X, d), que “puede pensarse” como un
subespacio denso en X (al ser isométrico a un subespacio denso de (X, 9)).

24.- En (X, d), probar que la union finita (respectivamente, la interseccion arbitraria) de
subconjuntos completos es completo.

25.- Para los espacios métricos del ejercicio 12 del apartado [2.8] caracterizar las suce-
siones convergentes y las de Cauchy y estudiar su completitud.

&26.- Sea (X, d) un espacio métrico acotado y (P(X), p) como en el ejercicio 50 del
apartado[2.8] Probar que (X, d) es completo si y sélo si (®(X), p) lo es.

&27.- En (X, d) se introducen los siguientes tipos de conjuntos (que necesitaremos para
el ejercicio 28), que son fopologicamente pequerios por poseer interior vacio:

Definicion 4.8. Un conjunto A se dice nada denso, si X — A es denso.

Definicion 4.9. Un conjunto A C X se dice de primera categoria o magro, si se puede es-
cribir como una unién contable de conjuntos nada densos. Y se dice de segunda categoria
si no es de primera.

Se pide demostrar:

(i) A es magrosiy s6losi A C U F,, donde F,, es cerrado de interior vacio;
neN

(i1) un subconjunto de un conjunto magro, es magro;

(ii1) la unién contable de magros es un conjunto magro;
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(iv) un conjunto numerable es magro si y sélo si ninguno de sus puntos es aislado;
(v) las rectas son conjuntos magros en el plano euclideo.

&28.- Probar el teorema de Baire: si (X, d) es un espacio métrico completo, cualquier
conjunto de primera categoria tiene interior vacio.

Este resultado es de particular importancia, sobre todo en la construccion de demostra-
ciones de existencia en Andlisis (como el teorema de la aplicacion abierta y el principio
de la acotacién uniforme).

$29.- Sea (X, d) un espacio métrico completo. Deducir los siguientes corolarios del teo-
rema de Baire:

(i) (X, d) es de segunda categoria;
(ii) cualquier conjunto abierto y no vacio en (X, d) es de segunda categoria;

(iii) la interseccion de cualquier familia numerable de conjuntos abiertos y densos es un
conjunto denso.

Los espacios métricos que verifican la propiedad enunciada en (iii) se llaman espacios de
Baire. Es decir, hemos probado que todo espacio métrico completo es de Baire.

&30.- En (X, d) se pide probar:

(i) si (X, d) es completoy X = U F,, donde F}, es un conjunto cerrado, existe n € N,
neN

tal que F,# 0;

(ii) si (X, d) es completo y X = U F,,, donde F;, es cerrado, entonces A = U F, es
neN neN
un abierto denso;

(iii) si (X, d) es completo y numerable, el conjunto de los puntos aislados de X es un
abierto denso;

(x) si (X, d) es completo y no posee puntos aislados, entonces X es no numerable.
&31.- Deducir las siguientes aplicaciones del teorema de Baire en (R, d,):

(i) todo cerrado numerable en N contiene una infinidad de puntos aislados, luego R es
no numerable y no magro;

(i1) Q y el conjunto de Cantor € son magros e I es de segunda categoria;
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(1i1) el conjunto de Cantor € no posee ningun punto aislado, luego no es contable (ya
lo sabiamos por la construccion del ejercicio 60 (iii) del apartado [2.8] pero es una
forma alternativa de demostrarlo);

(iv) no existe ninguna funcién f: (R, d,) — (R, d,) cuyos puntos de continuidad sean
exactamente los de Q. Sin embargo, si existen tales funciones cuyos puntos de
continuidad sean exactamente los de I, por ejemplo, la funcidn:

L si n eselmenorenterotal que z =2
flxy=4q 1 ", o n
0 si x esirracional

&32.- En este ejercicio se trata de demostrar que existe f: ([0, 1],d,) — (R, d,), una
funcion continua que no posee derivada en ningtin punto.

Es la tipica demostracion de teorema de existencia utilizando el teorema de Baire: se prue-
ba que algun elemento del espacio debe tener una determinada propiedad, comprobando
que el espacio es de segunda categoria y que el conjunto de los elementos que no poseen
dicha propiedad forma un espacio de primera categoria.

En el ejercicio 14 de este tema se ha demostrado que el espacio métrico (C([0, 1], R), d)
(donde d(f,g) = sup |f(z) — g(z)]) es completo (luego de segunda categoria segiin

0<z<1

el ejercicio 29 (ii)). Sea & el conjunto de las funciones en (C(]0,1],R), d) que poseen
derivada en algin punto. Se trata de probar que este conjunto es de primera categoria (ver
[WI], pagina 186): paran € N, sea

< n} .

Snz{fEC([O,l],R):EIxE [0,1—%] Vh € <OH es f($+h})L—f($)

Se pide probar:
(1) g C Uzozl Sna
(ii) el interior de &, es vacio,

(ii1) &, es cerrado.



Capitulo 5

Conexion en espacios métricos

Yo soy un hombre sincero
de donde crece la palma,
y antes de morirme quiero
echar mis versos del alma.

Yo soy un hombre sincero
José Marti (1853-1895)

5.1. Espacios y conjuntos conexos

Proposicion 5.1. En (X, d) son equivalentes las siguientes condiciones:
(i) existen abiertos U,V C X no vacios, disjuntos tales que U UV = X;
(ii) existen cerrados F,G C X no vacios, disjuntos tales que F' UG = X;
(iii) existe A C X propio (es decir, ) # A # X)) abierto y cerrado a la vez;
(iv) existe A C X propio con fr(A) = ();
(v) existe una aplicacion f: (X,d)— ({0, 1}, d,) continua y sobreyectiva.

Demostracion: (i) = (ii) Bastacontomar F =U =X -VyG=V =X —-U.

(77) = (i7i) Bastacontomar A = F = X — G.

(73i) = (iv) El conjunto A tiene frontera vacia por ser abierto y cerrado a la vez.

(iv) = (v) La aplicacién y 4: (X,d)— ({0,1},d,) es continua (al ser fr(A) = 0) y
sobreyectiva (al ser A propio).

(v) = (i) Bastacontomar U = f~1({0}) y V = f~1({1}). |

83
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Definicion 5.1. Si (X, d) verifica cualquiera de las condiciones equivalentes de la proposi-
cién se dice que es un espacio métrico disconexo. A los conjuntos de (i) o (ii) se les
llama una disconexion de (X, d).

Definicion 5.2. (X, d) es conexo si no es disconexo, es decir, intuitivamente estd formado
“de una unica pieza”. A C X se llama conexo si el espacio métrico (A, d,) lo es.

Lema 5.2. En (X,d), A C X es disconexo si'y solo si existen abiertos U y V en (X, d),
talesque UNA# DA VNAUNVNA=0yACUUYV.

Lema 5.3. En (X, d), A C X es disconexo siy sdlo si existen cerrados F'y G en (X, d),
talesque FNA# 0 #GNA FNGNA=0yAcC FUG.

La conexién es una propiedad absoluta, en el siguiente sentido:

Lema 5.4. Sean (X,d)y B C A C X. B es conexo en (A,dy) siy sélo si es conexo en
(X, d).

Ejemplos 5.1. Algunos ejemplos de espacios métricos conexos y disconexos son:

(i) en cualquier espacio métrico (X, d), los 4tomos (conjuntos formados por un tnico
punto) son conexos;

(i) si (X, d) es un espacio métrico discreto (ejercicio 16 del apartado 2.8), A C X es
conexo si 'y solo si se reduce a un punto;

(iii) en (R, d, ), son disconexos (0,1] U [2,5) y R — {0}.

Teorema 5.5. Sean (X,d)y A C X conexo. Si B C X es tal que A C B C A, entonces
B es conexo. En particular, la clausura de todo conjunto conexo es conexa.

Demostracion: Supongamos que B no es conexo. Por el lema[5.2] existen abiertos U'y V
en (X,d),talesque UNB#0#AVNB,UNVNB=0yBCUUV.ComoAC B
es conexo, debera ser UN A =0 6V N A = (). Supongamos que U N A = (), entonces
UN A = () al ser U abierto. Como B C A, serd U N B = (), lo que es absurdo. |

Observacion 5.1. El reciproco no es cierto: se vera en el teorema que Q no es conexo

en (R, d,), pero Q = R si lo es (teorema 5.14)).

Observacion 5.2. No existe un resultado andlogo al teorema para el interior o la
frontera:

(i) en (R?,d,), el conjunto A = B((1,0),1)UB((—1,0), 1), ya que las bolas son conexas
en cualquier espacio euclideo y usando los teoremas|5.6|y[5.14} y el corolario |5.18

Pero A no es conexo;
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(ii) en (R, d,), [0, 1] es conexo (proposicion|5.13), pero su frontera no lo es.

Observacion 5.3. La conexion no se comporta bien respecto a las operaciones de con-
juntos:

(i) en (R, d,), los conjuntos A = {0} y B = {1} son conexos, pero su union A U B =
{0,1} no lo es;

(i) en (R, d,), A = (0,1) es conexo (teorema [5.14)), pero su complementario R — A no
lo es;

(iii) en (R?,dy), A = {(z,y) € S' : 2 > 0} y B = {(x,y) € S* : x < 0} son conjuntos
conexos (son ambos homeomorfos a un intervalo cerrado, y basta con utilizar el

teorema y el corolario [5.18)), pero su interseccién AN B = {(0,1),(0,—1)} no
lo es.

Pero, existen resultados parciales:

Teorema 5.6. En (X, d), se verifica:

(i) si {C; : i € I} es una familia de conexos y existe ig € I tal que C; N Cy, # ) para
cada i € I, entonces UC’Z- es conexo,

el
(ii) si {C; : i € I} es una familia de conexos tales que ﬂCi # (), entonces UO" es
iel icl
conexo.
Demostracion: (ii) se deduce trivialmente de (i). Supongamos que C' = UC’i no es
iel

conexo, es decir, existen abiertos U y V en (X, d), talesque UNC # 0 # V N C,
UnvnC=0yC cUUV.Paracadai € [,esUNVNC; =0yC; CcUUV,yporla
conexion de C;, debe ser UNC; = () 6 V N C; = (). Supongamos que U N C;, = (), con lo
queCj, CV.Sean [y ={ic1:UNC;=0}yly={iel:VNC;=0}.Siie Iy,
es C; N Cy, € C; NV = (), contra la hipdtesis, asi que Iy = (). Entonces, para cada i € T
esUNC; =0, conloque UNC =, en contra de la hipdtesis. |

5.2. Componentes conexas

En todo espacio métrico existen conjuntos conexos, al menos los d&tomos (conjuntos
formados por un Unico punto). Se trata ahora de determinar los conexos “maximales” en
(X, d). El tamafio y ntimero de estos conexos dard una idea de “cuanto se aleja” X de ser
conexo.
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Definicién 5.3. Sean (X,d), v € Xy F(z) = {C € X : Cesconexoyz € X}.

Claramente, F(z) es no vacio, ya que al menos {z} € F(z). Como m C #0,el
CeF(x)

teorema garantiza que C'(z) = U C' es un conjunto conexo, llamado componente

CeF(x)
conexa del punto z.

Lema 5.7. C(z) es el mayor conexo que contiene al punto x.

Lema 5.8. En (X, d), el conjunto de las componentes conexas forma una particion del
espacio.

Demostracion: Es claro que X = U C(x), al ser z € C(x). Si C(x) N Cly) # 0, el

zeX
conjunto C'(x) U C(y) es conexoy z € C'(z) U C(y). Como C(z) es el mayor conexo
que contiene a z, debe ser C'(z) U C(y) C C(x), luego C(y) C C(x). Aplicando un
argumento similar para y, se deduce que C'(y) = C(x). |

Esta particion determina una relacion de equivalenciaen X: x ~ y siy sélosi x e y
pertenecen a la misma componente conexa, es decir, si y s6lo si C'(z) = C(y). Las clases
de equivalencia respecto a esta relacion son justamente las componentes conexas.

Lema 5.9. (X, d) es conexo si y sdlo si existe una vinica componente conexa.
Teorema 5.10. Las componentes conexas en (X, d) son conjuntos cerrados.

Demostracion: Sea C' una componente conexa. Por el teorema C' es también conexo,
y la propiedad de maximalidad implica que C' = C. |

5.3. [Espacios totalmente disconexos

Definicion 5.4. El espacio métrico (X, d) se llama rotalmente disconexo, si para cada
x € XesC(x)={z}.
Ejemplos 5.2. Algunos ejemplos de espacios totalmente disconexos son:

(i) en (R, d,), Q y N son totalmente disconexos;

(ii) si (X, d) es discreto y con mds de un punto, es totalmente disconexo.

Lema 5.11. (X, d) es totalmente disconexo si'y sélo si las componentes conexas se re-
ducen a puntos.
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5.4. Conexion en espacios euclideos

Definicion 5.5. Un intervalo I en R es un conjunto convexo, es decir, si a,b € I, para
cadace Rtalquea <c<b,escel.

Observacion 5.4. Asi, I C R no es un intervalo si existen a,b € I y a < ¢ < b, tal que
cé& .

Observacion 5.5. Son intervalos para a,b € R, (a,b), (a,b], [a,b), [a,b], [a,a] = {a},
(a,00), [a,00), (—0,b), (—o0,b] y R.

Proposicion 5.12. Si A es conexo en (R, d,), es un intervalo.

Demostracion: Supongamos que A tiene mas de un punto (si se reduce a un punto, la
propiedad queda probada). Sean a,b € A, a < by supongamos que existe a < ¢ < b,
tal que ¢ ¢ A. Entonces, U = (—o0,¢) y V' = (¢, 00) son abiertos en (R, d,), tales que
ANUADAANV, ANUNV =0y AcCUUV =R — {c}, en contra de la conexién
de A. |

Proposicion 5.13. El intervalo [a,b] es conexo en (R, d,), para a < b.

Demostracion: Si [a, b] no fuera conexo, por el lema existirfan /'y G cerrados en
(R, dy), tales que FN[a,b] # 0 # GN[a, b, FNGN[a,b] = Dy [a,b] C FUG).Como [a, b]
es cerradoen (R, d,), F'N[a, bl y GNla, b] son también cerrados en (R, d,,). Como FNla, b]
estd acotado superiormente por b, existe ¢ = sup{F N [a,b]} € F'N[a,b] = F N ]a,b).
Ademis, F' N [a, b] es abierto en ([a, b], d,) (yaque F' N [a,b] = (R — G) N [a,b]), luego
existe 0 > 0 tal que (¢ — J, ¢+ 0) N [a,b] C F N [a,b]. Supongamos que ¢ # b, entonces
existe d € [a,b], tal que ¢ < d < ¢+ 4§, yental caso d € F N [a,b], contra la definicion
de supremo. Asi, b = ¢, y por lo tanto b € F' N [a, b]. Un argumento similar prueba que
b € G N|a,b],conlo que se llega a una contradiccion. |

Teorema 5.14. A es conexo en (R, d,) si y sdlo si es un intervalo.

Demostracion: Sea A un intervalo en Ry a € A. Paracada x € A, sea I, = [z,a] si

x <ael, =[a,z] sia < x. La familia {I, : = € A} es una familia de conexos en
(R, d,) segin la proposicion |[5.13] Ademas, a € ﬂ I, con lo que por el teorema ,
€A
A= U I, es conexo. |
€A

Teorema 5.15. Para cadan € N, (R", d,) es conexo.

Demostracion: (R, d,) es conexo, pues R es un intervalo. Y R™ puede pensarse como
la unién de todas las rectas pasando por el origen de coordenadas. Basta con utilizar el

corolario[5.18]y el teorema 5.6 |
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5.5. Conexion y continuidad

Teorema 5.16. Sea f: (X,d)— (Y, p) continua y sobreyectiva. Si (X,d) es conexo,
(Y, p) también lo es.

Demostracion: Si (Y, p) no fuera conexo, existiria A C Y propio abierto y cerrado a la
vez. Entonces, f~!(A) seria propio, abierto y cerrado en (X, d), contra la hipdtesis. |

Corolario 5.17. Sea f: (X,d)— (Y, p) continua. Si A es conexo en (X,d), entonces
f(A) es conexo en (Y, p).

Corolario 5.18. Sea f: (X,d)— (Y, p) un homeomorfismo. (X, d) es conexo si'y sélo
si (Y, p) lo es.

Teorema 5.19. (Teorema del valor intermedio) Sean f: (R, d,)— (R, d,) continua y
a,b e R, a<by f(a) # f(b). Entonces, f toma cualquier valor entre f(a)y f(b).

Demostracion: Supongamos que f(a) < f(b). Como f([a,b]) es conexo, deberd ser un
intervalo, y en particular, [f(a), f(b)] C f([a,b]). |

5.6. Ejercicios

1.- En un espacio métrico (X, d), probar que son equivalentes:
(i) (X, d) es conexo,
(ii) para cada z,y € X; existe un conjunto conexo Cy, tal que z,y € Cyy;
(iii) para toda funcién continua f: (X, d) — (R, d,), f(X) es conexo;

(iv) toda funcién continua f: (X, d) — (R, d,) tal que f(X) toma valores negativos y
positivos, se anula en al menos un punto;

(v) toda funcién continua f: (X,d) — (Y, p) (donde (Y, p) es un espacio métrico dis-
creto) es constante;

(vi) todo subconjunto propio de X posee frontera no vacia.
2.- Sea (X, d) un espacio métricoy A C X conexo.Si B C X estalque ANB # 0y
AN (X — B) # 0, entonces se tiene A N fr(B) # 0.
3.- Sean Ay B subconjuntos conexos en (X, d). Se pide:

(i) probar que AUB es conexo siy sélo si (ANB)U(ANDB) # . Escribir explicitamente
el caso en que ambos conjuntos son cerrados (respectivamente, abiertos);
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(ii) aplicarlo al caso en que (X,d) = (R?,d,), A = {(z,y) : 0 <z < 1,y = sen (1)}
yB={(0,y9): -1 <y <1}
(iii) si () # fr(A) C B, probar que A U B es conexo.

4.- En (X, d), sean A 'y B subconjuntos cerrados (respectivamente, abiertos). Probar que
si AN By AU B son conexos, entonces A y B son conexos. Ver que la condicién impuesta
a Ay B es necesaria.

5.- En (X, d) conexo, probar:
(i) si (X, d) no es acotado, toda esfera es no vacia;
(i) para cada par de puntos z,y € X, existe z € X, tal que d(z, z) = d(y, 2);
(ii) si Card(X) > 2, entonces Card(X) > Card(R);
(iii) si f: (X,d)— (Y, p) es continua y no constante, entonces f(X) es no contable.

6.- Sean (X,d) y a,b € X. Se supone que existe A C X abierto y cerrado, tal que
a € Ayb ¢ A. Probar que ninglin subconjunto conexo de X puede contener a a y b
simultineamente.

7.- Decidir si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas en (X, d):

(i) Si A es conexo, entonces A y fr(A) son conexos;
(i) si A, B conexos, entonces A U By AN B son conexos;

(iii) si f: (X,d)— (Y, p) es continua y sobreyectiva, X tiene m componentes conexas
e Y tiene n componentes conexas, entonces m > n;

(iv) la imagen continua de un conjunto disconexo, es disconexa.

8.- Sea (X, d) un espacio métrico donde toda bola abierta es conexa. Probar que X es
conexo.

9.- Sea (X, d) y una familia de conjuntos conexos { A, },.cn, tales que A, N A, 11 # 0,
para cada n € N. Probar que su unién es conexa.

10.- En (X, d) un espacio métrico, probar:
(1) si A es conexo, no vacio, abierto y cerrado en X, entonces es una componente conexa;
(ii) si A es abierto y cerrado en X y C' es conexo, entonceses C C A6 C C X — A;

(iii) si C' es la componente conexa de x, entonces estd contenida en cada conjunto abierto
y cerrado que contiene a .

&11.- Sea f: (X,d)— (Y, p) una aplicacion continua entre dos espacios métricos. Se
dice que f es localmente constante si para cada x € X existe r, > 0 tal que f es
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constante en B(x,r,). Probar que si (X, d) es conexo y f es localmente constante, es
constante.

12.- La conexidn ;se conserva bajo equivalencias topoldgicas? ;bajo equivalencias métri-
cas? ;bajo isometrias?

13.- Si (X, d) posee una cantidad finita de componentes conexas, probar que son abiertas
y cerradas.

14.- Sea f: (X,d) — (Y, p) un homeomorfismo. Probar que la imagen de una compo-
nente conexa, es una componente conexa. En particular, (X, d) es conexo si y sélo si
(Y, p) lo es.

15.- Probar que el producto de espacios métricos es conexo si y sélo si cada espacio factor
lo es.

16.- Sea f: (X,d)— (Y, p) continua y (X, d) es conexo. Probar que el grafo de f, G}
(definicion (1.19), es conexo en el espacio producto (X x Y, d), donde d es cualquiera de
las métricas producto dysx, dsum O dy.

17.- Describir las aplicaciones continuas f: (R, d,) — (X, d), donde (X, d) es un espa-
cio métrico discreto.

18.- Utilizando el ejercicio 37 del apartado probar que los conjuntos siguientes son
conexos en el espacio euclideo correspondiente: S'—{(0, 1)}, S*, R", S"—{(0,...,0,1)},
S*yR™ —{(0,---,0)} (paran > 1).

19.- Probar que los siguientes conjuntos de (R?,d,) no son dos a dos homeomorfos:
A={(2,0):2eR}U{(0,y) 1y =1}, B={(2,0) : 2 € R}U{(0,9) : y = 0}y
C={(z,y):2” +y*=1}.

20.- Probar que no son homeomorfos los siguientes conjuntos de (R, d,): (0,1), (0,1] y
0, 1]. Ademds, ningdn subconjunto de la recta real es homeomorfo a (S!, d,).

21.- Probar que (Q,d,) y (Q, dgis) poseen los mismos conjuntos conexos. ¢ Son homeo-
morfos estos dos espacios métricos? ;Son topolégicamente equivalentes?

22.- Demostrar que en el plano euclideo A = {(z,y) : © € Qby € Q} es conexo y
B={(z,y):2€Qyy € Q}noloes.

&23.- Sea M,,(R) el conjunto de las matrices reales cuadradas n X n, que se identifica al
espacio euclideo R"™. Probar que el conjunto de las matrices inversibles G,, C M, (R), es
un abierto formado de dos componentes conexas.

24.- Probar que un polinomio real impar posee al menos una raiz real.
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25.- Dados A, B, I, J C R, donde [ y J son intervalos, se pide probar:

() si f: (A, dy) — (R, d,) es monétona y f(A) es denso en .J, entonces f es continua.
En particular, si f: (A, d,) — (R, d,) es monétonay f(A) es un intervalo, entonces
f es continua;

(i) si f: (I,d,) — (R,d,) es continua e inyectiva, entonces f es mondtona y es un
homeomorfismo de I sobre el intervalo f(1);

(i) si f: (I, dy) — (J, d,) es una biyeccion, entonces f es homeomorfismo si y sélo si
f es mondtona.

26.- Sea f: (X,d)— (R, d,) continua. Si Hél)l(l{f(ﬁl?)} <c< Hg?{f(as)}, demostrar el

conjunto X — {f~!(c)} es disconexo.

&27.- Sea f: ([0,1],d,) — (R, d,) continua tal que f(0) = f(1). Para cada n > 1,
probar que existe z € [0, 1], talque z + 1 € [0,1] y f(z + 1) = f(z).

28.- Probar que todo abierto de la recta real se puede escribir como una reunion, a lo sumo
numerable, de intervalos abiertos dos a dos disjuntos.

29.- Considerando los espacios euclideos correspondientes, probar:

(i)si A C Ry B C R? son homeomorfos, entonces B= ();

(ii) no existe f: (R? d,) — (R, d,) continua e inyectiva. Concluir que (R, d,,) y (R?, d,,)
no son homeomorfos.

30.- Probar que no existe f: ([0, 1], d,) — (R, d,) continua, tal que x € Q si y sélo si

flz) ¢ Q.
31.- Describir las funciones continuas f: ([0,2] U (4,6],d,) — ({0} U {+ : n € N}, d,,).
32.- Se consideran las letras mayudsculas como subconjuntos del plano euclideo:

ABCDEFGHIJILMNOPQRSTUVXZ,

desprovistas de extremidades. Se pide agruparlas por letras homeomorfas.

33.- Para los espacios métricos del ejercicio 12 del apartado [2.8] estudiar la conexién y
determinar la componente conexa de cada punto.

34.- Paran > 1,sea f: (S*,d,) — (R, d,) continua. Probar que existe z € S", tal que
f(@) = f(=x).

35.-Sean D = {(z,0) : =1 <z <1}U{(0,y): 0 <y <1}yg: (D,dy,)— (D,d,)
un homeomorfismo. Probar que ¢g(0,0) = (0,0) y que la restriccién de g al conjunto
{(—1,0),(1,0),(0,1)} es una permutacion de este conjunto.
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36.-Si A= {(r,y) eR?*:z €y >0}y B={(r,y) € R?: 2z € Q,y < 0}, probar
que AU B es conexo en (R?, d,).
&37.- Sea (X, d) un espacio métrico y las relaciones binarias R; y R, dadas por:
xRy siy solo si existe una parte conexa C' que contiene a ambos puntos;
2Ry s1y solo si todo abierto y cerrado conteniendo a x, contiene a y.
Se pide probar:
(1) R y Ao son relaciones de equivalencia sobre X ;

(ii) con las notaciones obvias, probar que [z]; = C(z) y [z]2 es la interseccién de todos
los conjuntos abiertos y cerrados que contienen a x. Observar que ambos conjuntos
son cerrados;

(iil) para cada z € X, [x]; C [z]2;

(iv)si A C R, [z]; = [z]2en (A, dy);

(v)sea C = AU B C R?, uni6n de los conjuntos A = {(X,y) :n e N,-1 <y <1}y
B ={(0,y): —1 <y <1,y # 0}. Probar que [z]; # [z]y en (C,d,).

38.- Probar las siguientes propiedades:

)siY = ({0} xR)UR x {0}y f: (R,d,) — (Y, d,) es continua y sobreyectiva,
entonces f~'((0,0)) debe contener al menos tres puntos;

(i) si f: (S',dy) —([0,1],d,) es continua y sobreyectiva, para cada ¢ € (0,1), el
conjunto f~!(c) debe contener més de un punto.

&39.- Si (X, d) es conexo y k € N, z se llama un punto de corte de orden k, si X — {x}
posee k componentes conexas. Se pide:

(1) probar que se trata de una propiedad que se preserva por homeomorfismos;

(ii) en la recta real, ;qué tipos de puntos de corte poseen los intervalos [0, 1], (0,1] y
(0,1)?

(iii) sin > 1, (R, d,) posee un punto de corte de orden 1, luego (R™,d,) y (R, d,) no
son homeomorfos.

&40.- La conexion es una propiedad dificil de manejar, al tratarse de una propiedad en
sentido negativo: un espacio es conexo si “no existe”” una separacion no trivial por abiertos
disjuntos. La conexién por caminos, que vamos a introducir y que estd muy relacionada
con la conexion, posee la ventaja de ser una propiedad algebraica y en sentido positivo.

Definicion 5.6. Un camino en un espacio métrico (X, d) es una aplicaciéon continua
o: ([0,1],d,) — (X,d). Si 0(0) = ay o(l) = b, se dice que o es un camino de a a
b.
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Definicion 5.7. (X, d) es conexo por caminos, si para todo par de puntos a,b € X existe
un camino que los une.

Probar que si (X, d) es conexo por caminos, es conexo. Comprobar que el reciproco no
es cierto:
sin(lJ
X

la curva seno topoldgico es el subespacio del plano
euclideo

A= (oo )0 { (s (1)) 0} I

Aes CcoOnexo, pero no €s conexo por caminos.

&41.- Veamos que existe un reciproco parcial de la propiedad enunciada en el ejercicio
40.

Definicion 5.8. (X, d) es localmente conexo por caminos, si para cada © € X existe
e > 0 tal que la bola B(x, ) es conexa por caminos.

Demostrar que si (X, d) es conexo y localmente conexo por caminos, entonces es conexo
por caminos. Es decir, la curva seno topoldgico no es localmente conexa por caminos.

&42.- Demostrar las siguientes propiedades:
(1) los espacios discretos no son conexos por caminos;
(ii) en (R, d, ), los conjuntos conexos y los conexos por caminos coinciden;
(iii) en (R™, d,) para A C R", se verifica
a) si A es conexo y abierto, es conexo por caminos;

b) si A es convexo, es conexo por caminos;

c) si A escontableyn > 1, R” — A es conexo por caminos;
(iv) la imagen continua de un espacio conexo por caminos, €s conexa por caminos;

(v) la unién de cualquier familia de conjuntos conexos por caminos con un punto en
comun, €S un conjunto conexo por caminos;

(vi) la clausura de un conjunto conexo por caminos, no es en general conexa por caminos.
&43.- Sea A C R" (n > 1). En (R", d,), se pide probar:
(i) si A es acotado, R™ — A tiene una componente conexa no acotada;

(ii) si A es convexo, es conexo. El reciproco no es cierto.
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&44.- Sea (P, d,) el espacio peine, es decir:
1
P = ([0,1] x {O})U{(x,y) ER*:2=06x=—neN0<y< 1}.

Se pide probar:
(i) P conexo por caminos y P — {(0,0)} es conexo;
(i) si A = {0} x (0,1), P— A es conexo y posee dos componentes conexas por caminos;

(i) si B= {0} x Iy C = (P — A) U B, C es conexo y posee una cantidad no contable
de componentes conexas por caminos.



Capitulo 6

Compacidad en espacios métricos

Entré en el patio que un dia
fuera una fuente con agua.
Aunque no estaba la fuente,

la fuente siempre sonaba.

Cancion 8
Rafael Alberti (1902-1999)

6.1. Espacios y conjuntos compactos

Definicion 6.1. Si X =# (), un cubrimiento de X (respectivamente, de A C X) es una
familiald = {A;}ic; C P(X), tal que X = UAi (respectivamente, A C UAi)'

iel iel
Definicion 6.2. Un subrecubrimiento de un cubrimiento U = {A;};c; de X es una sub-

familia V = { A, };c (es decir, J C I), que sigue cubriendo X. Si J es finito, se habla de
subrecubrimiento finito.

Definicion 6.3. En (X, d), sid = {A;};cs es un cubrimiento de X y A; es abierto para
cada i € I, se habla de un cubrimiento por abiertos.

Definicion 6.4. (X, d) es compacto si todo cubrimiento por abiertos de X posee un sub-
recubrimiento finito. Y A C X es compacto si (A, dy) lo es.

Observacion 6.1. Se trata de una generalizacion topoldgica del concepto de conjunto
finito: en (X, d), si A es finito, es claramente compacto. Vamos a ver que existen conjuntos
compactos infinitos, aunque sus propiedades los hacen semejantes a los conjuntos finitos.

95
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Ejemplos 6.1. Algunos ejemplos de espacios compactos son:

(i) (R, d,) no es compacto, ya que la familia de abiertos {(n — 1,n + 1)},cz cubre R,
pero no posee subrecubrimiento finito;

(i) si (X, d) es discreto (ejercicio 16, apartado , A C X es compacto si y sélo si es
finito;

(iii) ((0,1], dy) no es compacto, ya que la familia de abiertos {(+, 1]},en cubre (0, 1],
pero no posee subrecubrimiento finito

Por dualidad con el concepto de abierto, se obtiene la siguiente caracterizacion:

Teorema 6.1. (X, d) es compacto si y sélo si para cada familia de cerrados {F;};cy tal
que ﬂFZ = (), existe una familia finita {iy, . ..,i,} C I tal que F;; N---NF; = ().
i€l

n

Definicion 6.5. Una familia de conjuntos { A; };c; en X tiene la propiedad de interseccion
finita si para toda subfamilia finita {1, ...,4,} C Tes A;, N---NA;, # 0.

A partir de esta definicion, se obtiene una nueva caracterizacién de compacidad:

Corolario 6.2. (X, d) es compacto si'y sélo si para cualquier familia de cerrados { F; };c1
con la propiedad de interseccion finita, es ﬂﬂ # (.
icl

La compacidad es una propiedad absoluta, en el siguiente sentido:

Proposicion 6.3. A es compacto en (X, d) siy sdlo si para cualquier familia de abiertos

U = {U,}ier en (X, d) tales que A C UUi’ existe una subfamilia finita {i,, ... ,i,} C I
iel

talque AC U, U---UU,,.

Teorema 6.4. Si A es cerrado en (X, d) compacto, entonces A es compacto.

Demostracion: Seald = {U, };c; una familia de abiertos en (X, d) que cubren A. Entonces

X=X-4uU UUZ" Como X — A es abierto, hemos encontrado un cubrimiento por

i€l
n

abiertos del compacto X, por lo que existe {i1,...,i,} C I,talque X = (X—A)U U Ui,
k=1

y por lo tanto A C UUZk |

k=1
El siguiente resultado asemeja un compacto a un punto:

Lema 6.5. Sea A compacto en (X,d)y x & A. Existe ¢ > 0 tal que B(x,e) N A = ().
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Demostracion: Para cada a € A es a # x. La propiedad de Hausdorff (teorema [2.10)

garantiza que si d(a,z) = rq, es B(a, %) N B(x, %) = 0. Pero A C UB(a, %a), y al
acA

ser compacto, existe {ai,...,a,} C A, de modo que A C UB(ai, %) Si tomamos

i=1
e=min{% :1<i<n}esB(z,e)NA=0. |

Ejemplo 6.1. El lema anterior demuestra que (0, 1] no es compacto en (R, d,), ya que
0¢ Ayparacadac > 0es (—e,e) N (0,1] # 0.

Teorema 6.6. Si A es compacto en (X, d), entonces A es cerrado.

Demostracion: Si x ¢ A, por el lema6.3] existe £ > 0 tal que B(z,e) N A = 0, con lo
que z ¢ A. |

Teorema 6.7. Si A es compacto en (X, d), entonces A estd acotado.

Demostracion: Sea el cubrimiento A C UB (a,1). Como A es compacto, existe una
acA

familia finita {a;,...,a,} C A,talque A C UB(a,-, 1).Sia,be€ A,existen1 <i,7 <n
=1

tales que @ € B(a;,1) yb € B(a;,1). Entonces, d(a,b) < d(a,a;)+d(a;,a;)+d(a;,b) <

2 + d(a;, a ). Si k = méx{d(a;,a;) : 1 < 1,5 < n}, es claro que para cada a,b € Aes

d(a,b) < 2 + k. I

Teorema 6.8. La union finita y la interseccion arbitraria de compactos es compacta.

Observacion 6.2. La union arbitraria de compactos no es compacta: en (R, d,), {z} es
compacto, pero R = U {z} nolo es.

zeR

Observacién 6.3. Segin los teoremas [6.6] y un compacto A en (X, d) es cerrado y
acotado. Pero el reciproco no es cierto: en (IR, dg;s), R es cerrado y acotado, pero no es
compacto.
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6.2. Compacidad y continuidad

Las funciones continuas llevan compactos en compactos:

Teorema 6.9. Sea f: (X,d)— (Y, p) continua. Si A es compacto en (X,d), entonces
f(A) es compacto en (Y, p).

Demostracion: Sea V = {V;},c; una familia de abiertos en (Y, p) que cubren f(A).
Entonces, U = {f~(V;)}iesr es una familia de abiertos en (X, d) que cubren A. Co-

mo A es compacto, existe {i1,...,i,} C I, tal que A C Uffl(Vik), y por lo tanto
k=1

Corolario 6.10. Sea f: (X,d)— (Y, p) continua'y (X, d) compacto. Si A es cerrado en
(X,d), entonces f(A) es cerrado en (Y, p).

Demostracion: A es cerrado en el compacto (X, d), luego es compacto por el teorema
El teorema [6.9] garantiza que f(A) es compacto en (Y, p), y por lo tanto cerrado, segun el

teorema 6.6 |

Observacion 6.4. La compacidad es esencial en el corolario[6.10; f: (R,d,) — (R, d,)
definida por f(z) = 1= es continua, R es cerrado y f(R) = (0, 00) no lo es.

Teorema 6.11. Sea f: (X, d) — (Y, p) biyectiva y continua. Si (X, d) es compacto, en-
tonces f es un homeomorfismo.

Demostracién: El corolario afirma que f~! es continua. |

Observacion 6.5. La compacidad de (X, d) es esencial: 1g: (R, dgis) — (R, d,) es con-
tinua y biyectiva, pero no es un homeomorfismo.

Teorema 6.12. Sea f: (X,d)— (Y, p) continua. Si (X, d) es compacto, entonces | es
uniformemente continua.

Demostracion: Sea e > 0; paracadaz € X existe 0, = d(z,¢) > Otalque f (Bx(x,0,)) C

0y .
By (f(z),5). Pero, X = U Bx (ac, §>, por lo que existe {xy,...,2,} C X tal que
zeX

" Oy,
X = UBX <:ci, 7’) Sea )y = min { 5;1' 1< < n}; éste es el valor que satisface la
i=1
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condicién de continuidad uniforme: en efecto, sia,b € X y d(a, b) < dy, existe 1 <
tal que a € Bx(x;, (Sg—i), y entonces d(b, z;) < d(b,a) + d(a,z;) < &y + % .
Luego, a,b € Bx(x;,d,,), con lo que la continuidad de f garantiza que f(a), f(b) €
By ((x:), 5). y entonces es p(f(a), /(b)) < <. I

6.3. Compacidad secuencial

Definicion 6.6. (X, d) es secuencialmente compacto, si toda sucesion en (X, d) posee
una subsucesion convergente.

Ejemplo 6.2. ((0,1],d,) no es secuencialmente compacto, pues la sucesién {1},cn no
posee subsucesiones convergentes.

Definicion 6.7. (X, d) posee la propiedad de Bolzano-Weierstrass, si todo conjunto in-
finito A C X posee puntos de acumulacion.

Teorema 6.13. (X, d) es secuencialmente compacto si 'y solo si posee la propiedad de
Bolzano-Weierstrass.

Demostracion: Sea A infinito, {z, },cn una sucesion de términos distintos dos a dos en
A 'y supongamos que la subsucesion { ) nen converge a x € A: como es de térmi-
nos distintos dos a dos, es * € A’. Reciprocamente, supongamos que (X, d) posee la
propiedad de Bolzano-Weierstrass y sea {x,, },en. Si su rango es finito, existe una sub-
sucesion constante, que converge. En caso contrario, si A = Rg ({z, }nen), es A" # 0.
Para © € A’, existe {y, }nen en A, de términos distintos dos a dos, que se puede elegir
como una subsucesion de la primera, y que converge a . |

Teorema 6.14. Si (X, d) es secuencialmente compacto, entonces es completo.

Demostracion: Sea {x, },en una sucesion de Cauchy. Por hipétesis, existe una subsuce-
sioén {z ()} — 2 € X. El corolario garantiza que {z,} — x. |

Ejemplo 6.3. El reciproco no es cierto: (IR, dg;s) es completo y no es secuencialmente
compacto, pues la sucesion {%}HGN no posee subsucesiones convergentes.

Definicion 6.8. (X, d) es totalmente acotado o precompacto, si para cada ¢ > 0, existe
una familia finita de puntos {z5, ..., 25} C X, tal que X = B(a5,e) U--- U B(25,¢).

Lema 6.15. Si (X, d) es precompacto, es acotado.

Demostracion: X se puede escribir como una union finita de conjuntos acotados. |

Ejemplo 6.4. El reciproco no es cierto: (R, dg;s) es acotado y no es precompacto.
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Teorema 6.16. En (X, d), son equivalentes:
(i) (X, d) es compacto,
(ii) (X, d) es secuencialmente compacto,

(iii) (X, d) es precompacto y completo.

Demostracion: (i) = (ii) Sea A infinito y supongamos que A’ = (). Para cada z € X,
existe r, > 0 tal que (B(z,7r,) — {z}) N A = (. Como X = UBX(x,rm) y X es
zeX

compacto, existe {z1,...,z,} C X tal que X = UB x(z;,74,). Pero, por construccion,
i=1
Bx (x;,r,,) tiene como mucho un punto de A, lo que es imposible.

(ii) = (iii) Si (X,d) es secuencialmente compacto, ya sabemos que es completo.
Supongamos que existe £y que contradice la precompacidad de (X, d). Seaz; € X; existe
x9 € X tal que d(x1,z3) > &¢. Continuando de esta manera, dada {x1, ..., z, 1} elegida
de este modo, existe x,, € X tal que d(x;, z,) > €, si i < n. Queda construida de modo
recurrente una sucesion {z, }nen tal que d(z;, z,) > €g si 1 < i < n. Por la compacidad
secuencial, existe una subsucesion {z,(») }ncn convergente, luego de Cauchy: asi, existe
no € N tal que para m,n > ng es d(xcP (n)s x@(m)) < €9, lo cual es absurdo.

(iii) = (i) Supongamos que (X, d) no es compacto, es decir, existe un cubrimiento
por abiertos U = {U }ier, sin subrecubrimientos finitos. Sea {1, ..., z; } C X tal que
X = B(z{,1)U---UB(z,,, ). De entre estas bolas, existe al menos una que no puede
ser recubierta por una familia finita de los {U; };cs, sea B(x,, ,1). La precompacidad es
hereditaria (Ver ejercicio 17 del apartado , es decir, B(z? m17 1) es precompacto: sea
{«1,...,22 } C X tal que B(x,, ,1) C B(arg, $)U---UB(z2, 3). De entre estas bolas,
existe al menos una que no puede ser recubierta por una familia finita de los {Ui}ier, sea
B(a2,,.3)- Asi, se va construyendo una familia B(z¥, ,3) C --- C B(z}, ,1) de bolas
encajadas que no pueden ser recubiertas por una familia finita de los {U; };c;. Ademds,

6 (B(zF, ,+)) < 2. Sise considera Fj, = B(a%, , 1), tenemos una familia numerable

de cerrados encajados, cuyos didmetros tienden a cero. Por la completitud de (X, d), es
ﬂFk = {x0}. Sea iy € I tal que 9 € U;, y €0 > 0 tal que B(xp,e09) C Uj,. Sea
keN

ko € Ntal que = < &o. Entonces, B(z Lot o =) C B(zo,€0) C U, lo que contradice la
eleccion de estas bolas, que no podian estar contenldas en ninguna famlha ﬁnlta de los

{U;}icr: en efecto, B(zko L) c Fy, C B(xk g T ), ysix € B(zF Lo To L), entonces

mk ’k
d(z, xo) < d(x,xfo, )+ d( xg) < E < €. |

mk’

Ejemplo 6.5. La completitud es necesaria en las anteriores equivalencias: ((0, 1), d,) es
precompacto, pero no es secuencialmente compacto.
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Teorema 6.17. (Lema del recubrimiento de Lebesgue) Sea (X,d) un espacio métrico
compacto. Sea {U, };cr un cubrimiento por abiertos de X. Existe ¢ > 0 (llamado nimero
de Lebesgue del recubrimiento) fal que si A C X tiene didmetro menor que €, entonces
existe i. € I tal que A C Uj,_.

Demostracion: En caso contrario, para cada n € N, existe xz,, tal que B(x,, 2%) ¢ U, para
cadai € I. Se obtiene asi una sucesion {x, },en, que posee una subsucesion convergente
{zpm)} — x, por compacidad. Sea iy € I tal que v € U;, y A > 0 tal que B(z, A) C Uj,.
Por convergencia, existe ng € N tal que para cada n > ng es x4, € B(x, %) Pero
entonces para enteros tales que 5= < 3, es B(Zy(n), 5) C B(z, A) C Uy, |

6.4. Compacidad en espacios euclideos
Teorema 6.18. Si a,b € R, el intervalo [a, b] es compacto en (R, d,,).

Demostracion: Sea U = {U, };c; una familia de abiertos, tales que [a, b] C UUZ-. Sea
i€l

A ={x € la,b] : [a,z] esta contenido en una unién finita de los {U; }ics}-

A es no vacio, pues a € A. Ademas, si z; € Ay xy < x1,es x9 € A, al ser [a,xs] C
la, z1]. Por otro lado, six € Ay x < b, existe y > z tal que y € A: en efecto, existe
ip € I tal que z € U,,. Sear, > 0 tal que (v — .,z + r,) C U;, N [a,b]. Entonces,
la, x4 %] = [a, 2] U (z — r, z + ], que estd contenida en una unién finita de los {U; }ic;
(los que tiene que ver con [a, x]) y U;,. Sea ¢ = sup(A): por lo anterior, es ¢ = b. Sea
Jo € Italqueb € Uj yr, > 0tal que (b — 74,0+ 1) C Uj,. Como b = sup(A), b— 1
no es cota superior de A, luego existe x € A tal que b — r, < = < b. Pero, como se ha
visto antes, es entonces b — r, € A. Asi, [a,b] = [a,b — rp] U (b — 14, b] estd contenido en
una uniodn finita de {U; };¢;, y queda probada la propiedad. |

Teorema 6.19. (de Heine-Borel) En (R, d,), A es compacto si y sélo si es cerrado y
acotado.

Corolario 6.20. En (R",d,), A es compacto si'y sélo si es cerrado y acotado.
Demostracion: Basta con usar el ejercicio 7 del apartado y utilizar que todo conjunto

acotado estd contenido en un cubo de dimension n (producto de n intervalos). |

Lema 6.21. Si A es compacto en (R, d,), entonces sup(A), inf(A) € A.
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Teorema 6.22. (de Weierstrass) Sea f: (X,d)— (R, d,) continua y (X, d) compacto.
Entonces, f alcanza sus valores mdximo y minimo.

Demostracion: Como f(X) es compacto, es o = Inf(f(X)), 5 = sup(f(X)) € f(X).
Luego, existen a,b € X tales que o« = f(a)y 5 = f(b), es decir, f alcanza su minimo
absoluto en a y su mdximo absoluto en b. |

Teorema 6.23. (Caracterizacion de la compacidad) (X, d) es compacto si'y sélo si para
cualquier funcion f: (X,d) — (R, d,) continua, f alcanza sus valores extremos.

Demostracion: S6lo queda por ver una de las implicaciones: si X no es compacto, existe
A C X infinito tal que A" = (). Sea S = {a,}nen C A numerable. Entonces, es S’ = ().
Como para cadan € Nes a, ¢ 5, existe ¢, > 0 tal que (B(a,,,) — {a,}) NS = 0.
Sean m, n € N distintos tales que B(a,, ) N B(ay,, 2*) = () (si esta interseccion fuese
no vacia, y = un punto en ella, seria d(ay,, a,,) < d(an,x) + d(z,a,,) < £, donde ¢y =
min{e,, €, }, 1o que es absurdo). Sea s, < min{=, 1}y B, = B(z,,s,). La familia
{B, : n € N} es una familia de bolas cerradas dos a dos disjuntas; sea B la unién de
todas ellas, que es un conjunto cerrado. La funcién

f(ﬂv)—{n 0 si v¢B

(s, —d(z,z,)) si x € B,

Sn

es continua y como f(x,) = n, f no alcanza su maximo absoluto. |

6.5. Ejercicios

1.- Sea (X, d) un espacio métrico. Se pide probar:
(i) si A es compactoy b € X, existe a € A tal que d(a,b) = d(A,b);
(ii) si A es compactoy B C X, existe a € A tal que d(a, B) = d(A, B);
(iii) si A y B son compactos, existen a € Ay b € B tales que d(a,b) = d(A, B);
(iv) si A es compacto, existen a, b € A tales que d(a, b) = 0(A);
(v)si A C X y B es compacto, es d(A, B) = 0siy sélosi AN B # .
2.- En (X, d), se pide probar:
(i) si x € A compacto, existen abiertos disjuntos Uy V', talesquex € Uy A C V;

(ii) si A y B son compactos disjuntos, entonces d(A, B) > 0y existen abiertos disjuntos
UyV,talesque ACUyBCYV,;
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(iii) si Ay B son compactos, A ¢ B ¢ Ay d(A, B) =0, entonces fr(A) N fr(B) # 0.

3.-Sea (X,d) y A C X. ;Qué relacién existe entre los compactos de (X, d) y los com-
pactos de (A, d4)? En (Q, d,), probar que el conjunto FF = {z € Q: 2 < 2*> < 3,2 > 0}
es cerrado y acotado, pero no es compacto.

4.- Sea (X,d)y A C X.Si AN K es cerrado en (K, dx) para cada compacto K, probar
que A es cerrado.

5.- Sean (X, d), A C X compacto y r > 0. Probar que UE(m, 1) es cerrado.

z€A
&6.- Sean (X, d) y K compacto C V abierto. Existe » > 0 tal que U B(z,r) C V.
zeK

7.- Probar que el producto de espacios métricos es compacto si y s6lo si cada espacio
factor lo es.

&8.- Sean (X, d) e (Y, p) espacios métricos, (X x Y, D) su producto (D es cualquiera de
las métricas producto dpsx, dsum 0 dw) y f: (X, d) — (Y, p). Se pide probar:
(i) si X es compacto, para todo cerrado de (X x Y, D), su proyeccion sobre Y es cerrada;

(i) si (Y, p) = (R, d,), entonces X es compacto siy sélo si para todo cerrado de X x R,
su proyeccion sobre R es cerrada;

(iii) si X es compacto, f es continua si y s6lo si su grafo G'; (definicién (1.19) es com-
pactoen (X x Y, D);

(iv) si Y es compacto y G es cerrado en (X x Y, D), entonces f es continua;

(v) si para cada espacio métrico (X, d) y toda aplicacién f: (X, d) — (Y, p) tal que G
es cerrado en (X x Y, D), se verifica que f es continua, entonces Y es compacto.

9.- Sean (X, d) un espacio métrico compacto, y f: (X,d)— (X, d) continua tal que
d(f(z), fy)) < d(z,y) six # y. Probar que f posee un tinico punto fijo en X.

10.- Sea (X, d) compacto y f: (X,d)— (X, d) continua sin puntos fijos. Probar que
existe k > 0 tal que paracadaz € X, es d(z, f(z)) > k.

11.- Sea f: (X,d)— (Y, p), tal que la restriccién a cada compacto es continua. Probar
que f es continua.

&12.- Sea (X, d) compacto y f: (X,d)— (X, d) continua. Probar que existe un com-
pacto A C X no vacio, tal que f(A) = A.

13.- Sea {A;}c; una familia de cerrados de un espacio métrico (X, d) compacto, tal que

ﬂAi = (). Probar que existe ¢ > 0 tal que si B C X es un conjunto de didmetro menor
iel
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que &, entonces existe j € [ talque BN A; = ().

14.- Sea (X, d) un espacio compacto cuyas componentes conexas son abiertas. Probar que
existe a lo mds un nimero finito de componentes.

&15.- Sea (X, d) un espacio métrico tal que para cada métrica p topoldgicamente equiva-
lente a d, (X, p) es acotado. Probar que (X, d) es compacto.

16.- Para los espacios métricos del ejercicio 12 del apartado estudiar la compacidad.

&17.- En un espacio métrico (X, d), probar:
(i) todo subconjunto de un conjunto precompacto es precompacto;
(ii) la clausura de un conjunto precompacto es precompacta;
(111) la imagen uniformemente continua de un conjunto precompacto es precompacta;
(iv) todo conjunto precompacto es separable.
&18.- Sean (X, d) un espacio métrico, {x,, },en una sucesiony R = Rg ({x,, }nen). Pro-
bar:
(i) si lim(z,) = z, entonces R U {z} es compacto;
(i) si lim(x,) = =, entonces R es compacto. El reciproco es falso, pero si R es com-
pacto, existe una subsucesion de {z,, },en que converge;

(iii) si {,, }nen es de Cauchy, entonces R es precompacto. Y si R es precompacto, existe
una subsucesion de Cauchy de {z,, } nen;

(iv) (X, d) es completo si y sélo si todo conjunto precompacto posee clausura compacta.
Asi, en un espacio completo, todo conjunto precompacto posee derivado compacto;

(v) si todo acotado en X posee clausura compacta, entonces (X, d) es completo;
(vi) probar que (X, d) es compacto si y sélo si es completo y precompacto.

19.- Sea (X, d) un espacio métrico, donde existe r > 0 tal que B(z,) es compacta para
cada x € X. Probar que (X, d) es completo. Si A C X es compacto, demostrar que el
conjunto {z € X : d(x, A) < s} es compacto para cada s < 7.

20.- Probar que un espacio métrico donde toda bola cerrada es compacta, es completo.
Demostrar que en este tipo de espacios métricos, los conjuntos compactos son los cerrados
y acotados. Se puede aplicar esta propiedad a los espacios euclideos.

21.- Sean (X, d) compacto, f: (X,d) — (Y, p) continua'y {F}, } ,en una sucesién de cer-
rados encajados. Probar que f (ﬂFn) = ﬂ f(F).

neN neN

22.- Probar que (X, d) es compacto si y s6lo si para cada sucesion de cerrados encajados,
su interseccion es no vacia. Observar que no se impone la condicion de que los didmetros
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de los cerrados tiendan a cero: ésta es otra manera de probar que todo espacio compacto
es completo.

23.- Sea (X, d) y una familia { F} };c; de cerrados con la propiedad de interseccion finita.
Supongamos que existe ¢y € I tal que F;, es compacto. Probar que ﬂF, # 0.

iel
24.- Sea (X, d) completo, tal que para cada ¢ > 0, existe un recubrimiento finito de X,
por conjuntos de didmetro menor que . Probar que (X, d) es compacto.

25.- Probar que la precompacidad se conserva bajo equivalencias métricas e isometrias.
La compacidad se conserva bajo equivalencias topoldgicas, métricas e isometrias.

26.- En (X, d) se pide probar:

(i) si (X, d) es compacto y la clausura de cada bola abierta es la correspondiente bola
cerrada, probar que toda bola abierta es conexa;

(i1) dar un ejemplo de espacio métrico totalmente disconexo, donde también suceda esto;

(iii) en (R? dpsx)s sea A = {(2,9) : 0 <2 <1,y =062 =0,0 < y < 1}. Probar que
toda bola en A es conexa, pero no se verifica el fendmeno de (i).

&27.- Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Probar que (X, d) es conexo si y solo si
paracadac > Oy paracadaz,y € X, existe una familia de puntos {z¢, 1, -, z,} C X,
tales que xg = x, v, = yy d(z;, x41) < eparai € {0,1,--- ,n — 1}, es decir, existe
una e-cadena relacionando los puntos z e y.

28.- Si K es compacto, convexo y de interior no vacio en (R", d,,), probar que es homeo-
morfo a una bola cerrada.

29.- Estudiar la conexion, la compacidad y la completitud de los siguientes subespacios
del plano euclideo: A = {(z,y) € R? : x(x — 1) = 0}, B = {(z,y) € R? : ay = 1},
C={(r,y) eR?*:y=(x+1)> 6 x=0 6 y=0}

D={(e.y) €R: (0 422+ 32 < 1} U{(a,y) €R2: (2 —2)? + 42 < 1},
E={(v,y) eR?:y=2}yF={(x,y) € R?: x # 0}

30.- Sean (R, d,) y A, B C R cerrados. (Es A+ B cerrado? ;Y si Ay B son compactos?

31.- Sea (X, d) compacto y f: (X,d)— (R, d,) una funcién continua. Se supone que
para cada x € X es f(z) > 0. Probar que existe M > 0 tal que f(z) > M para todo
r e X.

32.- Sea f: (R,d,) — (R, d,) tal que para cada = € R, f~'(z) posee exactamente dos
puntos. Probar que f no es continua.
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& 33.- Otro concepto relacionado con cubrimientos por abiertos es el de paracompacidad,
que es una generalizacion de la nocion de compacidad esencial en el estudio de variedades
diferenciables.

Definicion 6.9. Si i/ y V son cubrimientos de X, se dice que U refina a )V, y se escribe
U = V,sicada U € U estd contenido en algin V' € V. Se dice también que U/ es un
refinamiento de V.

Definiciéon 6.10. En un espacio métrico (X, d), una colecciéon U de subconjuntos de X
se llama localmente finita si cada € X posee un entorno que corta sélo a una cantidad
finitade U € U.

Definicion 6.11. En un espacio métrico (X, d), una coleccién V de subconjuntos de X se
oo

llama o-localmente finita si V = UVn, donde cada V,, es una familia localmente finita.

n=1
Observar que aunque )V sea un cubrimiento o-localmente finito de X, las subcolecciones

V,, localmente finitas que lo componen no tienen porque ser cubrimientos de X.

Definicion 6.12. Un espacio métrico (X, d) se llama paracompacto si todo cubrimiento
por abiertos de X posee un refinamiento abierto o-localmente finito.

Demostrar el teorema de Stone: Todo espacio métrico es paracompacto (ver [W]], pagina
147).

& 34.- Las nociones de compacidad y de conexion son ambas herramientas potentes, pero
no tienen relacion entre ellas. Cuando se combinan dan lugar al concepto de continuo.

Definicion 6.13. K es un continuo en (X, d) si es compacto y conexo.
Las esferas de cualquier dimension S™ y las bolas en espacios euclideos son ejemplos de
continuos.
En (X, d), se pide probar:

(i) dada una familia { K; : ¢ € I} de continuos su interseccién ﬂKi €s un continuo;

iel
(ii) si K es un continuo tal que para cada par de puntos a,b € K es K — {a,b} no
conexo, entonces K es homeomorfo a la circunferencia unidad (S!, d,).
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