CORRESPONDENCIAS DE GRUPOIDES*

Marta MACHO STADLER
Universidad del Pais Vasco

A. Connes introduce en [C] la nocién de correspondencia en el contexto de la teoria de
algebras de Von Neumann. Se trata de un concepto de morfismo, que da lugar a la cono-
cida nocién de correspondencia entre C*-algebras. En [MRW], P.S. Mulhy, J.N. Renault y
D. Williams definen las equivalencias entre grupoides y prueban que si dos grupoides son
equivalentes, sus C*-dlgebras asociadas lo son, en el sentido de Morita. Pero esta nocién
es demasiado fuerte; aqui damos una definicién de correspondencia entre grupoides, debili-
tando las condiciones de equivalencia de [MRW], y probamos que una tal correspondencia
induce otra (en el sentido de A. Connes) entre las C*-dlgebras reducidas asociadas. De-
mostramos que un homomorfismo entre grupoides satisfaciendo determinadas condiciones,
puede pensarse como una correspondencia entre ellos, y da lugar a un elemento de Kas-
parov entre las C*-dlgebras asociadas. Nuestro interés fundamental es el de aplicar estos
resultados al estudio de foliaciones, donde aparecen en muchos casos los homomorfismos
entre los grupoides de holonomia (ver [M]).

1. CORRESPONDENCIAS DE GRUPOIDES

Sean G; (i = 1,2) grupoides Hausdorff, segundo numerables y localmente compactos. Sea
GEO) el espacio de unidades y s;,r;: G; — GZ(-O) las aplicaciones origen y extremo (que no
son necesariamente abiertas). Sea G, = s; ' (z), para = € GEO).

Sea Z un espacio localmente compacto, segundo numerable y de Hausdorft, p: Z — GEO)
una aplicacién continua y sobreyectiva y G1 * Z = {(71,2) € G1 X Z : s1(m1) = p(2)}.

Definicién 1.1.- Una accion a la izquierda de G1 sobre Z es una aplicacion continua de
G4 x Z sobre Z (si (v1,2) € Gy * Z, se denota por v;.z), con las siguientes propiedades:

(1) p(y1-2) =ri(n), si (n,2) € G+ Z,
(2) v1-(71-2) = (7{71)-2, si ambos lados de la igualdad estan definidos,
(3) p(z).z = z, para cada z € Z,

y se dice entonces que Z es un G1-espacio a la izquierda. Z se llama propio, si la aplicacién
®1: G« Z — Z x Z definida por ®1(v1,2) = (71.2, 2), es propia.

* Realizado en colaboracién con el Prof. Moto O’uchi de la Osaka Women’s University.



Anélogamente, queda definida una Gs-accién a la derecha sobre Z, tomando la aplicacion
continua y sobreyectiva o: Z — Géo) y ZxGo={(2,72) € Z X G2 : 12(72) = 0(2)}.

Definicién 1.2.- Con las notaciones anteriores, Z es una correspondencia de G en Go, si:

(1) existe una Gj-accién a la izquierda propia sobre Z y una Gy-accién a la derecha

propia sobre Z, y ambas acciones conmutan,
(2) p:Z — Ggo) es abierta e induce una biyeccién de Z/G5 sobre Ggo) :

La diferencia con la definicién de equivalencia de [MRW], es que aqui no se supone que las
: . : : . . . 0
acciones sean libres, que o sea abierta, ni que induzca una biyecciéon de G1\Z sobre Gg ),

SiV CZ,Sata(V) ={272€ Z:2€Vy(z7)€ Zx*Gsa} es su saturacion respecto a la
G-accién y (2) de la Definicién 1.2 se cumple, entonces Sato(V) = p~1p(V) y la aplicacién
cociente Z — Z/Gy es abierta. Ademads, si la Ga-accién es propia, entonces Z/Gy es un

espacio localmente compacto y Hausdorff.

Definicién 1.3.- Si A y B son C*-dlgebras, el par (F, ¢) es una correspondencia de A en
B, si satisface las siguientes propiedades:

(1) E es un B-mddulo de Hilbert a la derecha,

(2) ¢ es un *-homomorfismo de A en Lp(F).

Si ¢p(A) C Kp(E), entonces (F, ¢,0) es un médulo de Kasparov para C*-dlgebras trivial-
mente graduadas (A, B) y da lugar a un elemento [E] € KK (A, B). Todo *-homomorfismo
entre C*-dlgebras induce una correspondencia entre ellas!

Para i € {1,2}, sea A’ un sistema de Haar a la derecha de G;. Sea C.(G;) la x-algebra
de las funciones continuas con soporte compacto, donde el producto y la involucién estan
dados por:

(ab)(%)=/Ga(%%’_l)b(%‘)dkii(m(%) yooa*(y) = a(y ),

i

para a,b € C.(G;) y v; € G;. Para x € Ggo), se define una representacion 7; , de C.(G;)
sobre L?(G; z, \%) por:

(Fea@ () = [ aluri™ NN
para a € C.(G;), ¢ € L*(G; 4, \.) v Vi € G;». Se define la norma reducida por

lal| = sup |miz(a)ll,
mEGEO)



y la C*-algebra reducida, C(G;), del grupoide G; es la complecién de C..(G;) con respecto
a esta norma reducida.

Teorema 1.4.- En las condiciones anteriores, si Z es una correspondencia de G1 en G,
existe una correspondencia de C¥(G3) en C)(G1).

2. HOMOMORFISMOS DE GRUPOIDES

Sean los grupoides GG; como arriba y f un homomorfismo continuo de Gy en GG3. Denotamos
por f© la restriccién de f a Ggo), que es una aplicacion sobre G’go). El ntcleo de f,
H={mnedG :f(n)e Géo)}, es un subgrupoide cerrado de G y H®) = G&‘”. Existe una
accién natural a la derecha de H sobre GG1, que es propia al ser H cerrado. Se define la
aplicacion (r,s)g: H — H©) x HO por (r,5)g(v) = (ru(y), su (7)), para v € H, donde
rg y S son las aplicaciones extremo y origen de H, respectivamente. Entonces,

Teorema 2.1.- En las condiciones anteriores, si se verifican las propiedades:
(C1) la aplicacion cociente qp: G1 — G1/H es abierta,

C2) r:Gy — Ggo) es abierta,

entonces G1/H es una correspondencia de Gy en Gs.

La accién de Go sobre Z es libre (si z.72 = z, entonces v = o(z)). Asi, p: Z — GgO) es
un fibrado principal con grupo de estructura Gs.

Un homomorfismo entre grupoides no induce, en general, un homomorfismo entre las C*-

algebras asociadas, pero se verifica el siguiente resultado:

Teorema 2.2.- En las condiciones anteriores, si el homomorfismo f:G1 — Go verifica
(C1) a (C6), y la propiedad adicional

(C7) fO:GEO) o Ggo) es propia,
entonces existe una correspondencia (E,¢) de C:(Gsz) en C(G1), tal que el rango de ¢

estd contenido en Kcx(q,)(E). Por lo tanto, (E,¢,0) es un mddulo de Kasparov para
(Cx(G2),Cx(Gh)) y da lugar a un elemento de KK (C(Gs),Cx(Gh))).



3. EJEMPLOS
Con las notaciones anteriores, se tiene:

Espacios topoldgicos: Sea X; un espacio topolégico y tomemos el grupoide trivial G; = X;.

Entonces, f: X1 — X5 es continua y sobreyectiva y C}(G;) es la C*-dlgebra Cy(X;) de las
funciones continuas de X; nulas en el infinito. Notemos que f(©) = f, H = X; y X3 JH =
X1. Tenemos E = Cy(X7) y entonces, ¢ es el x-homomorfismo ¢: Cy(Xz2) — M (Co(X1))
(M(Co(X1)) es el algebra de los multiplicadores de Cy(X7)), definido por ¢(b) = b(f(x1)),
parab € Cy(X2)y 1 € X;. Sise cumple (C7), entonces f es propiay ¢(Co(X2)) C Co(X1).
Grupos topolégicos: Sea I'; un grupo topoldgico v G; = I';. Entonces, f:I'y — I's es
un epimorfismo y H = Ker(f). Por (C5), f es abierta. Por lo tanto, I'y/H y T'y son
grupos topologicos isomorfos, y entonces f puede pensarse como la aplicacién cociente
f:Ty — I'y/H. Como G’EO) = {e;} (e; es la unidad de T;), f(©) es trivial y se cumple
siempre (C7). Ademés, H es un grupo compacto por (C3). Se elige A\’ como una medida

de Haar a la derecha sobre I';.

Grupos de transformaciones: Sea I'; un grupo topolégico y X; un I';-espacio a la derecha.
Suponemos que G; = X; x I';. La estructura de grupoide sobre G; se define por r;(z;, g;) =
Ty $i(Tiy gi) = 29 ¥ (x4, 9i) (239, 91) = (i, 9i9.), donde se identifica GZ(-O) con X;. Por otro
lado, suponemos que existe una aplicacién f(°) de X; sobre X5 y un homomorfismo ¢ de I'y
sobre I tales que f(z,9) = (f((2), 0(9)) vy £ (zg) = f O (x)¢(g). Por (C5), f© y ¢ son
abiertas. Si 2 = Ker(yp), identificamos I'1 /= con I's. Entonces ¢ es la aplicacién cociente,
H =X, xZy Z = X; xT'5. La condicién (C3) se satisface si y sélo si la =Z-accién es
propia. Se definen p: Z — X y 0: Z — Xy por p(x1,92) = 21 v 0(z1,92) = fO(x1)go.
La Gi-accién y la Go-accién sobre Z se definen respectivamente por (xlgl_l,gl).(xl, g2) =
(z1917 ", 91-92) ¥ (@1,92)-(f O (21)g2, g3) = (21, 9293) para (x1,92) € Z, (x197 ', 91) € G1 y
(f©(x1)g2,93) € Ga.
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