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Introduccion

Como somos la delgada
disolucion de un secreto,

a poco que cede el alma
desborda la fuente de un suerio.

Apenas
Alfonso Reyes (1889-1959)

El objetivo de este curso es aprender a manejar el lenguaje y el formalismo matemaéticos
a partir de contenidos bésicos: teoria de conjuntos, funciones, relaciones binarias, combi-
natoria, aritmética, polinomios, desigualdades, nimeros complejos, etc.

Esta asignatura se imparte al mismo tiempo que otras mds especificas del primer curso
del Grado de Matematicas, y muchas de las técnicas que se van a aprender aqui se van a
ir usando dia a dia en otras materias.

Se trata en nuestro caso de insistir en el método matematico, en los procedimientos
de demostracion, a través de problemas fundamentales y muy variados, con el objetivo de
adquirir destrezas y “perder el miedo” a abordar problemas.

La gran variedad de temas tratados permitird entender mejor los métodos propios de
las matematicas, y adquirir habilidades ante los problemas que se planteen.

Veremos, en particular, que la estrategia general para abordar la resolucion de cualquier
problema matematico es la siguiente:

1) analizar casos particulares, como manera de comenzar y entender que dice el proble-
ma,

2) buscar patrones, modelos, pautas,

3) simplificar el problema si es posible, para intentar entender cual es cuestion clave,

7



8 Introduccion

4) generalizar si puede ayudarnos a percibir mejor de que se trata,

5) dibujar siempre que se pueda: con este sistema no se realizan demostraciones, pero
puede ayudarnos a captar la esencia del problema o darnos una clave para abordar
su solucion,

6) transformar el problema en otro que nos resulte mas adecuado, etc.

Lo importante es ser cuidadosos, plantear las cuestiones con rigor € intentar abor-
dar los problemas de diversas maneras... casi nunca se solucionan los ejercicios “a la
primera”, hay que aprender “a jugar” y esforzarse... os aseguro que vale la pena.

Leioa, septiembre de 2010



Capitulo 1

Lenguaje matematico

Son palabras que todos repetimos sintiendo

como nuestras, y vuelan. Son mds que lo mentado.
Son lo mds necesario: lo que no tiene nombre.
Son gritos en el cielo, y en la tierra son actos.

La poesia es un arma cargada de futuro
Gabriel Celaya (1911-1991)

1.1. Definiciones, notaciones, teoremas y demostraciones

Se da a continuacion un breve repaso de algunos conceptos fundamentales relaciona-
dos con el razonamiento matemaético.

1.1.1. Simbolos y conectores

En matematicas, es fundamental la utilizacion de simbolos y conectores que sirven
para modificar o combinar sentencias.

Definicion 1.1. Los siguientes simbolos se llaman cuantificadores:
1) el cuantificador universal: ¥ (para todo);

2) el cuantificador existencial: 3 (existe). Cuando la existencia es tnica, se suele denotar
por 3, o Jl.

Definicion 1.2. También es esencial el uso de los llamados conectores:

1) la negacion: no;
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2) la conjuncion: N (y);

3) la disyuncion: V (0);

4) la implicacion: = (si —, entonces);

5) la doble implicacion: <= (siy s6lo si, es equivalente a).

Aunque en la prictica no se suelen manejar, una manera sencilla de entender como
funcionan estos conectores es construir las denominadas fablas de verdad. Si i y £ son
dos sentencias y se denota por V 6 F respectivamente a su validez o falsedad, tenemos las
siguientes tablas:

P | no-P

A\ F

F A\
BIQ|[PAQ | PV | P=9 | P<—=21Q
V|V A% A% A% A%
VI|F F A% F F
F|V F A% A% F
F | F F F A% A%

El manejo de los conectores es sencillo, pero es preciso tener cuidado al utilizarlos.
Por ejemplo, si B y £ son propiedades relativas a los elementos de un conjunto X (defini-
cién 2.1)), para expresar que x cumple 3, se escribird P (z). Y entonces:

Proposicion 1.1. El enunciado 3(x) V Q(x), significa una de las tres posibilidades (mu-
tuamente excluyentes) siguientes:

(i) B(x) y Q(x);
(ii) B(x) y no-Q(x);
(iii) no-P(z) y Q(x).
Proposicion 1.2. Un enunciado se niega de la siguiente manera:
1) no-(Vz € X, P(z)) es lo mismo que decir que (3x € X : no-P(x)),
2) no-(3x € X : P(x)) equivale a (Vz € X, no-P(x));
3) no-(Vx € X, B(x) A Q(x)) es lo mismo que (3x € X : no-P(x) o no-Q(x));
4) no-(3x € X : P(r) = Q(x)) es equivalente a (Vx € X, P(z) 7= Q(x)).
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Proposicion 1.3. Cuando aparecen varios cuantificadores en un enunciado, es indiferente
el orden en el que se escriben, siempre que los cuantificadores involucrados sean del
mismo tipo. Si P(x,y) es una propiedad relativa a los elementos x e y, entonces:

1) (Vz, Yy, B(z,y)) es lo mismo que decir que (Vy, Yz, P(x,y));

2) (3x, 3y : P(x,y)) es equivalente a (Jy, Iz : P(x,y)) .

Contraejemplo 1.1. Hay que tener cuidado cuando se ven involucrados cuantificadores
de distinto tipo. Por ejemplo, el enunciado (Vz, 3y : P(z,y)) no equivale a la expresion
(Jy : Vo, P(x,y)). En efecto, si X = Ny P(x,y) es la propiedad “x < 37, la primera
expresion se lee como que todo nimero natural posee otro mayor (que es cierta) y la
segunda significa que existe un ndmero natural mayor que todos los demads (que es falsa).

Proposicion 1.4. El cuantificador existencial y el conector disyuncion se pueden inter-
cambiar en la escritura de un enunciado, asi como el cuantificador universal y el conector
conjuncion:

1) (Y, B(x)) y (Vy, Q(y)) es lo mismo que (Y, y, P(x) A Q(y));
2) (Fz : P(z)) o (3y : Q(y)) es equivalente a (Fz,y : P(x) vV Q(y)).

Contraejemplo 1.2. En general, no se pueden intercambiar cuantificadores y conectores
en la escritura de un enunciado:

1) la expresion (Vx, P(x) V Q(x)) no equivale a (Vx,P(x)) V (Vx : Q(x)). En efecto,
si X = N, Py Q son las propiedades de “ser par” y “ser impar” respectivamente,
entonces la primera expresion se lee como que un nimero natural es par o impar
(que es verdadera) y la segunda dice que todo numero natural es par o todo nimero
natural es impar (que es falsa);

2) laexpresion (3x : P(z)) A (3x : Q(x)) no equivale a (I : P(x) A Q(x)). En efecto,
tomando de nuevo el ejemplo de 1), la primera expresion se lee como que existe un
nimero natural par y existe un niimero natural impar (que es cierta), y la segunda
significa que existe un ndmero natural a la vez par e impar (que es falsa).

1.1.2. Los objetos del razonamiento

Definir una teoria matematica es establecer las reglas del juego sobre los objetos ma-
nipulados, los denominados axiomas.

Definicion 1.3. Un axioma es todo enunciado que:

1) sirve de fundamento para la construccion de una teoria;
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2) se admite como cierto y no es por lo tanto objeto de discusion.

Cuando un Unico axioma no basta para definir una teoria, se pide ademas:

3) que los diferentes axiomas usados no se contradigan y sean independientes los unos
de los otros.

Ejemplos 1.1. Algunos ejemplos de axiomas son los siguientes:

1) primer —de los cinco que son base de la geometria euclidea— axioma de Euclides: por
dos puntos se puede trazar una recta que los une;

2) axioma de eleccion: dado un conjunto X, existe una funcion (definicion [2.8) de
eleccion, f: P(X) — {0} — X (definicién [2.4), que asigna a todo conjunto A no
vacio, un punto distinguido f(A) = a € A;

3) lema de Zorn: sea un conjunto parcialmente ordenado (X, <) (definicién[2.27), tal que
todo conjunto bien ordenado (definicién [2.29) admite una cota superior (definicién
2.30); entonces (X, <) posee un elemento maximal (definicion [2.28));

4) axioma de Zermelo: todo conjunto puede ser bien ordenado.
Observacion 1.1. 2), 3) y 4) son formulaciones equivalentes del mismo axioma.

Definicion 1.4. Una definicion es un enunciado que sirve para explicar o introducir una
nueva nocion.

Una vez conocidos los axiomas y algunas definiciones, el juego puede comenzar,
puesto que las reglas ya se conocen.

Definicion 1.5. Un feorema es un enunciado que se deduce:
1) directamente de los axiomas o
2) de los axiomas y los teoremas precedentes, y
con las reglas de deduccién que se llaman demostraciones, que aseguran su validez.

Definicion 1.6. A veces, se da tnicamente el nombre de teorema a los verdaderamente
importantes, a los que han pasado a la historia con un nombre, o a los que precisan una
demostracion muy larga, dejando el nombre de proposicion al resto.

Definicion 1.7. Un lema es una proposicion preliminar a la demostracién de un teorema.

Definicion 1.8. Un corolario es una proposicion que se deduce inmediatamente de un
teorema, por una demostracion si no inmediata, cuando menos corta y fécil.



1.2. Demostraciones por reduccion al absurdo y por induccion 5

1.1.3. Condiciones necesarias y suficientes

Definicion 1.9. (La implicaciéon) Sean X un conjunto y ¥ y £ dos propiedades defi-
niendo los conjuntos A = {z € X : P(z)} y B = {z € X : Q(x)} respectivamente. Si
A C B (definicion [2.2), todo elemento verificando B3, cumple también Q. En este caso,
se dice que P implica 2, y se escribe f = 9. Se dice también que P es una condicion
suficiente de £Q (para obtener £Q basta con conocer 3) o que £ es una condicion necesaria

de ‘.

Definicion 1.10. (La equivalencia) En las condiciones de la definicion siA=20B
(definicién [2.2), todo elemento verificando 8 cumple también Q y viceversa. En este
caso, se dice que P es equivalente a , y se escribe 8 <= Q. Como A = B es idéntico
aA C By B C A, laequivalencia ‘B <= £ significa las dos implicaciones f = Q
y 2 = P. Es decir, las dos propiedades equivalentes 3 y £ caracterizan el mismo
conjunto. Observar que en tal caso ‘B es una condicion necesaria y suficiente de Q.

1.2. Demostraciones por reduccion al absurdo y por in-
duccion

Hay muchos métodos de demostracion, de los cuales citamos los més importantes a
continuacion, usando la notacién de la definicion|1.9

(i) Ley de la no contradiccion: no puede ser cierto a la vez 3 y no-*B.

(ii) Ley del tercio excluso: alguna de las dos sentencias siguientes debe ser cierta *3
0 no-.

(iii) Método de la hipotesis auxiliar (o implicacion directa): para probar que P} —
1, se supone ‘B cierta y se argumenta hasta llegar a .
Esta forma de razonamiento, la mas directa, es también la mas conocida. De manera
practica consiste en demostrar el teorema 8 —> £, donde P es la hipdtesis y Q la

conclusion o tesis, suponiendo que se verifica I3 (la hipdtesis es cierta) y ayuddndose de
los axiomas y de los otros teoremas de la teoria demostrados anteriormente.

Ejemplo 1.1. El cuadrado de un niimero impar es impar.
Solucion: En efecto, si o es impar, se escribe de la forma x = 2n — 1. Entonces 2% =

4n? — 4n +1 = 4(n* — n) + 1, que claramente es impar. |

(iv) Método “marcha atras” (o demostracion indirecta): para probar que p —
9, podemos plantear que significa la validez de Q.
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Ejemplo 1.2. Si z > 0, entonces = + % > 2
Solucion: Podemos argumentar del siguiente modo:

2 _ )2
x 2$+1ZO (x—1) >0,

1 1
T+ —2>2<—r+—-——-—2>0<
T T T T

lo que obviamente es cierto al ser x > 0. |

(v) Disjuncion de los casos: para probar que p — £, se descompone B en la
forma B, V - -V B, y se prueba que para cada i € {1,...,n}, es P, = Q.

Es decir, se descompone el conjunto A de los elementos que cumplen 3 en una unién
disjunta (definicién 2.3) de subconjuntos Ay, - - - , A,,. Entonces, se prueba que para cada
1<i<nesA;CByycomo A=A, U---UA,,setendrd A C B.

Ejemplo 1.3. Sin € N, entonces n(n + 1) es par.

Solucién: Distinguimos dos posibilidades: si n es par, existe £ € N, tal que n = 2k, y
entonces n(n + 1) = 2k(2k + 1). Si n es impar, existe £ € N, tal que n = 2k — 1,y
entonces n(n + 1) = (2k — 1)(2k) = 2k(2k — 1), que es claramente par. |

(vi) Método de contraposicion: para probar que 3 —> Q, se demuestra el contra-
rreciproco no-Q = no-P.

Es otro método de prueba indirecta. Se basa en el hecho de que la inclusiéon A C B
es equivalente a decir que los conjuntos complementarios (definicion [2.3) verifican la
inclusion B¢ C A°.

Ejemplo 1.4. Si n € N es tal que n? es par, entonces n es par.

Solucién: Sin € N es impar, entonces n? es impar (ejemplo |1.1)). |

(vii) Demostracion por reduccion al absurdo: para probar un enunciado B, se
supone su negacion no-33, y se busca una contradiccion en la teoria en la que se tra-
baja.

Como evidentemente se admite que esta teoria no admite contradicciones, la suposicion
no-*P3 serd falsa, lo cual es equivalente a decir que ‘3 es cierta. ;A qué contradiccion
se debe llegar? A contradecir un axioma, un teorema anteriormente probado o la propia
suposicién no-.

De modo similar, para probar que 8 = £ razonando por reduccién al absurdo, se
admite lo contrario, es decir, que no-(f = ), o lo que es equivalente,  y no-Q. Y se
busca entonces encontrar una contradiccion.
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Ejemplo 1.5. \/2 es irracional.

Solucién: Si v/2 fuera racional, existirian p € Zyq € N, tales que V2 = g como
fraccion irreducible. Entonces, p? = 2¢2, luego p es par, es decir, p = 2n conn € Z.
Luego, p? = (2n)? = 4n? = 2¢?, es decir, ¢> = 2n?, luego ¢ es par, lo que es imposible
porque la fraccion era irreducible. |

(viii) El contraejemplo: para probar que un propiedad matematica ‘3 es cierta para un
conjunto X, hay que probar que todos los elementos de X la verifican. Pero, se sabe que
la negacion de (Vz € X, B(z)) es (Fr € X, no-P(x)). Asi, para probar que esta formula
es falsa, basta con encontrar un elemento de X que no verifique ‘: esto es lo que se llama
dar un contraejemplo.

Ejemplo 1.6. Si x € R, jes cierto que si x < x?, entonces es x > 12

Solucion: La respuesta es falsa, tomando x = —2. |

(ix) La demostracion por induccion: este tipo de demostracién estd ligada a la
definicion del conjunto de los enteros naturales. Es una técnica util para probar que una
propiedad 3(n) es cierta para todos los enteros naturales n, o para los que son iguales
o superiores a un cierto ny. Sean ng un entero natural y B3(n) una propiedad matemadtica
que depende de un entero n. Para probar que P3(n) se verifica para cada n > ng, basta
con probar que:

1) P(ng) es cierta,

2) demostrar, bajo la hipétesis de que B (n) se verifica para k > ng, que P(k + 1) es
cierta.

La etapa 1) es una simple verificacion y la 2) es, de hecho, el objeto de una demostracion.

¢ Por qué es vilido este sistema de demostraciéon? Si llamamos S = {n € N : B(n)}, 1)
garantiza que ng € S. Queremos verque ' = {n € N:n >no} — S =0.Si T # 0,
como T estd bien ordenado (ver la definicién [2.29), posee un primer elemento, kg, es
decir, kg € T (kg # ng, yaqueng € S)y kg — 1 € T, es decir, kg — 1 € S. Por 2), es
(ko — 1)+ 1 = ko € S, en contra de lo supuesto.

n(n+1)
5 -

Ejemplo 1.7. Para cadan e N, 1+ ---4+n =

Solucion: Paran = 1, esciertoque 1 = @ Si la propiedad se verifica para k, entonces:

14244kt (B D=1+ 2+ -+ k)+(k + D)=RED 4 () 4 1)= B20D) g
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(x) La demostracion por induccion fuerte: en el método de demostracion por induc-
cion, para probar que B(k + 1) se verifica, nos apoyamos sélo sobre la hipétesis de que
B(k) es cierta. Pero no siempre es posible probar un resultado de este modo. Este nuevo
sistema afirma que para probar que 3(n) se verifica para cada n > ny, basta con probar
que:

1) P(ng) es cierta,

2) demostrar, bajo la hipédtesis de que B(n) se verifica paran € {ng,no+1,...,k}, que
PB(k + 1) es cierta.

Ejemplo 1.8. Paran € N, esa" — 1= (a — 1)(a" ' +a" 2+ ---+a>+a+1).

Solucion: Para n = 1, es cierto. Supongamos que es cierta paran € N,n < k. Se tiene
que

A" —1=(a+1)(a" —1) —a(a" —1).

La hipétesis de induccién dice que
A" —1=(a—1)(a" " +d" >+ - +a®+a+1)y

P —1=(a-1)(d"*+ad" P+ +a¥+a+1),

y sustituyendo:
A" —1=(a+1)(a" 1) —a(d" —1) =

(a+1)(a—1) (" +a" 2+ +a®>+a+1)—ala—1)(a" 2 +d" 3+ +a®+a+1),
sacando factor comin a a — 1, quedaria

a"t—1=(a+1)(a"—1)—a(ad** -1) =

(a=1) ((a+ V(@ +a" 2+ +a®+a+1)—a(@?+d"?+- +a*+a+1)) =
(a—D(@*+a" "+ +a*+a)+ (@ +d" P+ +d+at+1)-
(a—D(@ ' +ad" 2+ +d®+a)=(a— D"+ '+ +a®+a). |

En este ejemplo se ha usado tnicamente que la férmula es cierta para k' y k£ — 1. Pero hay
ocasiones en las que hace falta utilizar que la propiedad es cierta para todos los valores
menores o iguales a k.
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1.3. Ejercicios
1.- Con ayuda del lenguaje simbdlico, decidir si son correctas las siguientes deducciones:
a) Los gusanos reptan. Todo lo que repta se mancha. Luego, los gusanos estdn sucios.

b) Si aumenta la temperatura o cae un meteorito, los osos polares moriran de hambre. Se
sabe que los 0sos polares van a sobrevivir, por lo tanto, caerd pronto un meteorito.

c) Ninguna pelota de tenis es de cristal. Ningtin objeto de cristal es indestructible. Luego,
ninguna pelota de tenis es indestructible.

d) Si se abandona la utilizacién de gasolina o se incrementa el uso de energia solar,
la contaminacién disminuird. Si se abandona el uso de gasolina, el pais entrard en
crisis. La utilizacién de la energia solar no aumentard, a no ser que no haya crisis.
Por lo tanto, la contaminacién no va a disminuir.

e) Los profesores son sddicos. Algunos sadicos usan latigo. Por lo tanto, algunos profe-
sores usan latigo.

f) Los caramelos son dulces. Ningin alimento dulce contiene sal. Luego, los caramelos
no contienen sal.

g) Los péjaros silban. Algunos habitantes de Euskadi son pdjaros. Luego, algunas cria-
turas de Euskadi silban.

h) Si no trabajo duro, me dormiré. Si estoy preocupado, no dormiré. Por lo tanto, si estoy
preocupado, trabajaré duro.

1) Las nubes son esponjosas. Algunos objetos esponjosos son rosas. Luego, algunas
nubes son rosas.

J) Los osos polares tocan el violin. Los violinistas no vuelan. Por lo tanto, los osos
polares no vuelan.

k) Las tortugas ven CSI-Las Vegas. Algunas criaturas de Galapagos son tortugas. Por lo
tanto, algunos habitantes de Galdpagos ven CSI-Las Vegas.

1) Las polillas salen de noche. Algunos caminantes nocturnos son vampiros. Por lo tanto,
las polillas son vampiros.

m) Si Thor se enfada, hay tormentas. Estd comenzando una tormenta. Por lo tanto, Thor
estd enfadado.
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n) Si en Marte hubiera grandes cantidades de agua, podria haber vida. No hay grandes
extensiones de agua en Marte. Por lo tanto, no hay vida en Marte.

i) Los buenos politicos son honestos. Juan es honesto. Juan seria un buen politico.

0) Algunas personas no beben café. Los matematicos son humanos. Por lo tanto, algunos
matemadticos no beben café.

p) Ningtn elefante sabe tricotar. Yo no sé tricotar. Luego, soy un elefante.

q) Algunos poetas son nerviosos. Hay gente nerviosa que se come las ufias. Luego,
algunos poetas se comen las uiias.

r) Como chocolate si estoy deprimido. No estoy deprimido. Por lo tanto, no estoy comien-
do chocolate.

s) Como chocolate sélo cuando estoy deprimido. No estoy deprimido. Por lo tanto, no
estoy comiendo chocolate.

t) Si hago estos ejercicios, aprenderé l6gica. Ya he terminado de hacerlos... |Sé l6gica!

2.- Traducir las siguientes frases del lenguaje natural en un lenguaje simbdlico utilizando
una o varias propiedades ‘3. Negar cada enunciado y traducirlo al lenguaje natural:

a) Los politicos son gordos y feos.

b) Hay un matematico que sabe sumar.

c) Algunas personas de Sevilla tienen paraguas.

d) El Athletic de Bilbao ganard la Liga de futbol.

e) Nadie en Euskadi habla swahili.

f) Al menos dos faraones egipcios eran ciegos.

g) Como mucho, la mitad de los ndmeros: 1, 2, 3, 4, 5, 6, son pares.
h) A veces, llueve en El Sahara.

1) Siempre hace frio en Groenlandia.

j) Ni Alejandro Magno, ni Julio César eran pelirrojos.

kyre Aox € B.



1.3. Ejercicios 11

hre Ayzx e B.

m)x € A, perox ¢ B.

n) A C B.

i) paracadai € I,esx € A;.

o) existe i € I, tal que = € A;.

p) No hay amor feliz.

q) Una puerta esta abierta o cerrada.

r) Ser o no ser.

s) Las verdades son faciles de decir.

t) Prefiero la poesia a la novela historica.

u) Entre dos nimeros reales cualesquiera siempre hay un racional.

3.- Cuatro compaiieros han faltado a la clase de Matematicas en el Instituto. Delante del
Jefe de Estudios y en presencia de su profesor, se defienden del modo siguiente:

- Pedro: No he faltado.

- Elena: Lo admito, he faltado, pero estaba con Juan.

- Juan: Yo también he faltado; pero no estaba con Elena, sino con Pedro.

- Maria: Yo estaba en clase, pero no he visto a Pedro.

- El profesor: Estaba concentrado en mis cosas, pero he visto a Pedro en clase.

(Puedes ayudar al Jefe de Estudios, sabiendo que sélo tres de estas sentencias son ciertas?

4.- Demostrar las siguientes propiedades usando los métodos de induccién o de induccion
fuerte:

j)Paracadan € N,1+3+5+4---+ (2n — 1) = n*
ii) Para cada n > 126, es n'% < nl.
iii) Para cadan € N, es 13 + 2% + 3% 4 - - + n® = In?(n + 1)% Usar esta férmula para

probar que el cubo de cualquier nimero natural se puede expresar como diferencia
de dos cuadrados de nimeros naturales.
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iv) Paracadan € N, es

!
2-6-10-14-----(47@—2):@.

n!

Deducir que se verifican las dos desigualdades siguientes:
2"(n!)? < (2n)! < 22"(n!)?

. 3n)! ,
v) Para cada n € N, el cociente % €S un numero entero.

vi) ;Para que valores de n se cumple la desigualdad n! > n? Demostrar por induccién
la conjetura.

vii) Se llama sucesion de Fibonacci a la sucesion {ay, }nen definida del modo siguiente:
a; =as =1y a1 = a, + a,_1 paran > 2. Probar la férmula de Binet

o () - (55))

5.- Demostrar por reduccién al absurdo las siguientes afirmaciones:

i) Si n € Ny n? es miltiplo de 3, entonces n es miltiplo de 3.
i) v2 + V6 < V15.

iii) v6 — v2 > 1.

iv) Sin € Ny n? es par, entonces n es par.

v) Sin = k3 — k para algtin k£ € N, entonces n es mltiplo de 6.

6.- Se quiere probar que 8 = Q. Se sabe que £ es falso. ;Qué hay que probar para 13?



Capitulo 2

Conjuntos, aplicaciones y relaciones

La poesia es un arma cargada de mercurio,
—hay una minoria que la atrapa—.

Los demds que se aparien con la némina,
con el video, la coca, o la esperanza.

La poesia es un arma cargada de mercurio
Belén Reyes (1964-)

2.1. Operaciones con conjuntos

Definicion 2.1. Un conjunto es una coleccion de objetos, llamados elementos o puntos.
Si = es un elemento de X, se denota por z € X. Andlogamente, z ¢ X denota la “no
pertenencia” de x a X. El conjunto vacio () es el conjunto sin elementos.

Son conjuntos importantes los siguientes:
N={1,2,3,4,...,n,...}, los naturales o enteros positivos,

Z = {#£n :n € N} U {0}, los nimeros enteros,
Q= {]—) "pEL,q€E N} los racionales,
q

los nimeros reales R, los nimeros reales positivos R, R* = R — {0}, los nimeros
complejos C, etc.

Se puede definir un conjunto:

1) por extension, nombrando todos sus elementos: por ejemplo, el conjunto de los niimeros
naturales pares es {2,4,6,8,--- };

13



14 Capitulo 2. Conjuntos, aplicaciones y relaciones

2) a través de una propiedad ‘B3 vélida en un universo i, que servird para caracterizarlo
{z € 4 : P(x)}. Por ejemplo, el conjunto de los nimeros naturales pares se puede
expresar por {z € N : z es miltiplo de 2}.

Definicion 2.2. Dados A, B C X, se dice que A estd contenido en B, A C B, si para
cadax € A,esz € B.Y Aesiguala B, A= B,siAC By B C A.

Definicion 2.3. Si A, B C X, se definen:

1) la interseccion de Ay B,por ANB = {x € X : x € ANz € B}. Claramente,

S
ANBC A,B. Ay B se dicen disjuntos si AN B = (J;

2)launionde Ay B,por AUB={rx € X:x€ AVvzx € B}.Esdecirx € AU B, si
se verifica una (y sélo una) de las condiciones siguientes:
W)reAyx e B,
(i)r e Ayx & B,
(i)r g Ayx € B.

Claramente, A, B C AU B;

3) el complementario de Aen X, por X — A ={x € X : = ¢ A}. Si no hay duda de
respecto a que conjunto se estd tomando el complementario, se denota por A¢;



2.1. Operaciones con conjuntos 15

4) la diferenciade Ay B,por A— B=ANB‘={zeX:2€ ANz ¢ B};

5) la diferencia simétricade Ay B, por AAB = (A— B)U (B — A).

Proposicion 2.1. Las anteriores operaciones verifican las siguientes propiedades:
1) leyes idempotentes: ANA=A=AUA;
2) leyes asociativas: (AUB)UC =AU (BUC)y(ANB)NC=AN(BNC);
3) leyes conmutativas: AUB=BUAyANB=BNA;
4) leyes distributivas: AN(BUC) = (ANB)U(ANC)y AU(BNC) = (AUB)N(AUC);
5)identidades: ANX =A=AUD, AUX =XyAN0=10;
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6) propiedades del complementario: AU A° =X, ANA° =), (A)=Ay X°=();
7) leyes de De Morgan: (AU B)° = AN B°y (AN B)* = A°U B°.

Definicion 2.4. Se llama partes de X o conjunto potencia de X al conjunto de todos los
subconjuntos de X, y se denota por P(X) o 2%. Es decir, A C X siy s6losi A € P(X).

Definicion 2.5. A x B = {(a,b) : a € AANb € B} es el producto cartesiano de A por B.
Sus elementos son pares ordenados.

Claramente, A x B # BX A.Y A X B = (),siysélosi A = (6 B = (). Dos pares
ordenados (a1, b1), (az,be) € A x B, son iguales (a1,b1) = (az,bs) siysélosia; =asy
by = by. Luego, (a1, b1) # (ag, by) siy s6lo si a; # as 0 by # bs.

En general, dada una familia finita de conjuntos { Ay, - -+ , A, }, se define su producto
cartesiano por ﬁAi = A x--x A, ={(a1, - ,a,) : a; € Aj;1 € {1,--- ,n}}. Si
A; = A para cefgei i € {1,--- ,n}, el producto cartesiano se denota por A™.

Proposicion 2.2. El producto cartesiano verifica las siguientes propiedades:
I)AXx(BNC)=(AxB)N(AxC);
2)Ax (BUC)=(AxB)U(AxC(C);
3)siC#DyAxC=BxC, entonces A = B;
4)Ax (B-C)=(AxB)—(Ax(C);
5)(AxB)N(C xD)=(ANC) x (BND);
6) (Ax B)¢=(A°x B°)U(A° x B)U (A x B°);
7)si B C C, entonces A x BC AxC;
8) (Ax B)N(C' x D)= (Ax D)n(C x B);

9)si A, B,C'y D son conjuntos no vacios, entonces Ax B C C' x Dsiysolosi ACC
yB CD.

Definicion 2.6. Sea I # () un conjunto de indices. Se considera una familia de conjuntos
{A; : i € I}, y se dice que esta familia estd indicada por I. Los conjuntos A; no tienen
porque ser diferentes.

Definicion 2.7. Dada una familia indicada {A; : ¢ € I}, con A; C X, se define:
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1) la interseccion generalizada ﬂAi ={reX :Viel,xe A}y
iel

2) la union generalizada UAi ={reX:3Jieltalquez € A;}.

el

Si el conjunto de indices  es finito, estas definiciones coinciden con las dadas en la
definicién Se cumplen también en este caso las propiedades distributivas, las leyes de
C

De Morgan (ﬂAl> = LJAZC y (UAZ> = ﬂAf, etc.
i€l i€l i€l i€l

2.2. Aplicaciones

Definicion 2.8. Dados dos conjuntos X e Y, una aplicacion o funcion f: X — Y, es una
correspondencia que asocia a cada x € X, un elemento y s6lo uno de Y, que se denota

por f(z).
Ejemplos 2.1. Algunos ejemplos de aplicaciones son:
1) la aplicacion identidad, 1x : X — X, definida por 1x(z) = x;
2) la aplicacion inclusion: si A C X, iy: A— X, se define por i4(z) = x;

3) la aplicacion constante, c,,: X —Y, definida por ¢, (x) = yo, donde y, es un punto
fijode Y;

4) la i-ésima proyeccion coordenada, p;: Ay X --- x A, — A;, definida por la igualdad
pi((al, T 7an)) = Q;;

5) la inyeccion diagonal, d: X — X™, definida por d(x) = (x,- - , z);
6) la funcion caracteristica de un conjunto: si A C X, xa: X — {0, 1}, definida por
[0 si zgA
XA(x)_{ 1 si z€A
7)dada f: X —Y y A C X, larestriccionde f a A, fla: A—Y, estd definida por
fla(a) = f(a);

8)sig: A—Y y A C X, entonces f: X — Y es una extensionde g a X, si f|4 = g.
Observar que una aplicacion puede tener varias extensiones;
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9sif: A—Y yg: B—Y son dos aplicaciones, donde AU B = Xy f(z) = g(x),
para cada x € AN B, se puede definir la combinada de f 'y g, como la aplicacién
h: X —Y definida por

[ flx) st z€A
h(x)—{ g(x) si xe€B

10)si f: X—Y y g: Z— W son dos aplicaciones, su producto cartesiano se define
por f x g: X Xx Z—Y x W,donde (f x g)(z,z) = (f(x),g(2)).

Definicion 2.9. Dada una aplicacion f: X — Y, X se llama el dominio de f e Y es su
codominio. El grafo de f es el conjunto Gy = {(z, f(z)) : v € X} C X x Y, queen
muchas ocasiones se identifica con f.

Definicion 2.10. Dos aplicaciones f: X — Y y g: Z— W son iguales, cuando coin-
ciden sus dominios (X = Z), sus codominios (Y = W)y f(z) = g(z), paracada z € X.
Por ejemplo, si f: X — Y es una aplicaciony A C X, fy f| no son iguales.

Definicion 2.11. Dada f: X — Y, f(A) ={y € Y : Jda € Atalque f(a) = y} es la
imagen directa de A. f(X) se llama rango de la aplicacion.

Definicion 2.12. Si B C Y, f~Y(B) = {x € X : f(x) € B} es suimagen reciproca.
Proposicion 2.3. Dada f: X —Y, se verifica:
1) f(0)=0, f(X)CY ysi A0, entonces f(A) # 0,
2)si Ay, Ay C X,y Ay C Ay, entonces f(Ar) C f(As),
3)SiA; C X paraic I, f (UAl) =Jr)y s (ﬂAi> C (£ (A);
iel iel i€l i€l

4) si A1, Ay C X, f(A1) — f(As) C f(AL — As) y en particular f(X) — f(A2) C
f(X — Ay). Entre Y — f(As) y f(X — As) no hay en general ninguna relacion;

5) f~U0) = 0, y puede existir ) # B C Y, tal que f~*(B) = (;
6) fH(Y)=X;
7) si By, By CY y By C B, entonces f~'(By) C f~1(By);

8)si B; CY parai€ I, f~! <ﬂBZ-> =/ '(B)y £ (UBz) =Jr'm)

icl i€l i€l el
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9)Si B1,By CY, f~Y(By—By) = f1(By)— fY(Ba), y en particular, f'(Y — By) =
X — f7H(B2);

10)si AC X, AC f71(f(A));
11)siBCY, f(f/Y(B)) = f(X)NBC B;
12)siACXyBCY, f(ANf4(B)) = f(A) N B.

Definicion 2.13. Dadas f: X — Y yg: Y — Z, se define la composicion de gy f, por
go f: X—Z, donde (go f)(x) = g(f(x)), paracada x € X.

Proposicion 2.4. Sean f: X —Y, g: Y — Z y h: Z— W aplicaciones, entonces:
1) la composicion de funciones es asociativa: ho (go f) = (hog)o f;
2)folx=fylyog=y;
3)siC CZes(gof)H(C)=f g (O));
4)si f: X—Y yg:Y—X, engeneral, fog+# go f.

Definicion 2.14. Se dice que f: X — Y es sobreyectiva, si f(X) = Y, es decir, para
caday € Y, existe z € X, tal que f(z) = y. Y es inyectiva, si dados x1 # x5 en X, es
f(x1) # f(z2) (0 equivalentemente, si f(x1) = f(x2), entonces 1 = z5).

Proposicion 2.5. Sea f: X — Y, entonces:
1) B= f(f~Y(B)) para cada B C Y, siy sélo si | es sobreyectiva;
2)Y — f(A) C f(X — A) para cada A C X siy sélo si f es sobreyectiva;
3)sig,h: Y —Zy f es sobreyectiva, entonces g o f = h o f implica que h = g;
4)sig: Y — Xy fog= 1y, entonces f es sobreyectiva;
5) A= f~Yf(A)) para cada A C X, siy sdlo si f es inyectiva;
6) f <ﬂAl) = ﬂf(Ai) para cada familia indicada de conjuntos {A; C X }ier siy
so’ileolsi fes iriz;Iectiva;

7) si f es sobreyectiva, entonces para cada A C X es Y — f(A) = f(X — A) si y sélo
si [ es inyectiva;

8)sig,h: Z— X y f es inyectiva, entonces f o g = f o h implica que h = g;
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9)sig: Y — X ygo f =1y, entonces f es inyectiva.

Definicion 2.15. f: X — Y es biyectiva si es sobreyectiva e inyectiva a la vez. En tal
caso, la correspondencia definida por f~': Y — X, donde f~!(y) = x siy sélo si
f(z) = vy, es una funcién.

Proposicion 2.6. Sea f: X — Y, entonces:
1) si f es biyectiva, entonces f~! también lo es;
2) si f es biyectiva, entonces f Lo f=1x, fof t=1yy(f ) t=f;
3)sig: Y —Xygof=1xy fog=1ly, entonces f es biyectivay g = f~;

4)si f: X —Y yg: Y — Z son biyectivas, entonces go f lo es y ademds (go f)™! =
fltog

2.3. Conjuntos numerables y no numerables

Definicion 2.16. Dos conjuntos se llaman equipotentes, si existe una aplicacion biyectiva
entre ellos.

Definicion 2.17. X se dice finito si existe n € N, tal que X es equipotente a {1,--- ,n}.
X es infinito, si no es finito, lo cual equivale a decir que es equipotente a un subconjunto
propio de si mismo. X es numerable si es equipotente a N y es contable si es finito o
numerable.

Observacion 2.1. Dos conjuntos finitos son equipotentes si y s6lo si poseen el mismo
nimero de elementos. No sucede lo mismo si X es infinito: N es equipotente al conjunto
[P de los niimeros pares, y sin embargo P C N y no son iguales.

Lema 2.7. La relacion de equipotencia es una relacion de equivalencia (definicion[2.22)).

Definicion 2.18. A cada clase de equipotencia se le puede asignar un nimero cardinal,
que es un objeto matematico w tal que existe un conjunto X con Card(X) = w.

Definicion 2.19. Un conjunto A es de potencia menor o igual que B, si existe una apli-
cacion f: A— B inyectiva, con lo cual Card(A) < Card(B) (equivalentemente, si
existe una aplicacion f: B — A sobreyectiva).

Definicion 2.20. Dados dos niimeros cardinales w; y ws, se dice que w; < wy, si existen
conjuntos X e Y con Card(X) = w; y Card(Y) = ws y tales que la potencia de X es
menor o igual a la potencia de Y. Se trata de una relacion de orden. Siw; < wo y wy # wo,
se dice que w; es estrictamente menor que wo.
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Proposicion 2.8. Se verifican las siguientes propiedades:
1) si X es contable y A C X, entonces A es contable;
2) si X no es contable y X C Y, entonces Y no es contable;
3) si X es infinito, existe A C X, numerable y propio.

Demostracion: 1) Si X es finitoy A C X, A es finito, luego contable. Si X es numerable,
existe una biyeccion f: N— X, es decir, se puede expresar X = {z1,zs,...,Zy,... }.
Sea A C X.Si A = (), es contable. Si A # (), sea x,,, el primer elemento de X tal
que z,, € A.Sea A} = A —{x,,}. Si A} = (), A es finito, luego contable. Si A; # ()
sea x,, el primer elemento de X tal que z,, € A; (observar que ny > n;). Sea Ay =
Ay —A{xn,} = A—A{xn,, 20, }. Si Ay = 0, A es finito, luego contable. Continuando de
este modo, se construye Ay, = A — {,,, Tp,, ..., Ty, } que o bien es vacio (en cuyo caso
A es finito, luego contable) o existe z,,, €l primer elemento de X tal que z,,, , € Aj.
Prosiguiendo de este modo —a no ser que en algtn paso el conjunto en cuestion sea vacio—
se comprueba facilmente que A = {z,, Tpy, ..., Tny - - - }-

2) Basta con aplicar 1).

3) Como X es infinito, elegimos zy # x; en X. Como X; = X — {xg, 21} # 0,
existe zo € Xj, que es distinto de zy y x;. Continuando de este modo, como X, =
X —A{xo,21,...,2,} # 0, existe z,,,1 € X,,. Asi, se construye el conjunto numerable
A = {x, : n € N}, que es distinto de X porque xy & A. |

Teorema 2.9. N x N es numerable.

Demostracion: Se define la siguiente relacion binaria sobre Nx N: dados (mq,n1), (mg, ng) €
N x N, (my,n1) < (ma, ny) si:

1) my +ny < ma +ng, 0
2)m1+n1:m2—|—n2ym1<m2.

= es un orden total (definicién[2.27]) sobre N x N, gracias al cual se ordenan los elementos
de N x N en una lista. La aplicacién f: N x N— N dada por

f(m,n):%(m+n—1)(m+n—2)+m

asigna a cada elemento (m,n) € N x N el lugar que ocupa en esta lista, y es por lo tanto
una biyeccion. |

Corolario 2.10. Del teorema se deduce:
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1) el producto cartesiano de una familia finita de conjuntos contables, es contable;
2) la union de una familia contable de conjuntos contables es contable;
3) Z.y Q son numerables.

Demostracion: 2) Si {A; : i € I} fuera una familia numerable de conjuntos dos a dos
disjuntos y numerables, tendriamos biyecciones ®: N— 1Ty f;: N— A;. La funcién
f:Nx N—>U A; definida por f(m,n) = fa@m)(n) es biyectiva. Este es el caso mds
desfavorable (cllf)]nde se obtiene una unién mayor).

3)Z = NU{0} U—-N,donde —N = {—n : n € N}. Ademas, Q se puede escribir
como la unién numerable Q = U Ay, donde A, = {™ : m € Z}, que es obviamente

. neN
equipotente a Z. |

Contraejemplo 2.1. R no es numerable.

Demostracion: Basta con demostrar que [0, 1] no es numerable. Si lo fuera, se escribiria
[0,1] = {2, }nen- Se construye una sucesién de intervalos encajados del modo siguiente:
1 no puede pertenecer a los tres intervalos [0, 3], [3,2] y [2,1]. Sea I; = [ay, by] uno
de estos tres intervalos, tal que =y ¢ I;. Se divide /; en tres intervalos de amplitud %:
[al, a, + %}, [al + %, a, + %} y [al + %, bl}. De nuevo, existe uno de ellos I C I, tal
que zo ¢ I,. Se continda de manera inductiva, obteniendo una sucesién de intervalos
encajados {7, },en, cada I,, de longitud 3% y tal que z,, ¢ I,. Por la propiedad de los

intervalos de encaje (corolario[2.21)), existe p € ﬂ I, C [0,1], 1o que es imposible. |
neN

Observacion 2.2. Se puede dar otra prueba de esta propiedad, utilizando el denominado
argumento diagonal de Cantor: suponemos de nuevo que [0, 1] = {2, }nen, y escribimos
cada uno de estos nimeros en su forma decimal

12
r) = 0,a1aia’ . ..a} ...

1.2
Ty = 0,a3a3a3 . ..dy . ..

w3 = 0,a3a3a3 . ..ay . ..
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El nimero z = 0, vyasas . ..y, . . ., definido por oy, = aﬁ + 1, es claramente un nimero
pon P k P s .

real, pero x # xj, para cada k € N, pues el k-ésimo digito de x;, es a; y el k-ésimo digito

de v esaf + 1. [

El C’ard(@) = (, es el cardinal minimo. Sin embargo no existe un cardinal maximo,
ya que:
Teorema 2.11. (de Cantor) Para cada conjunto X, Card(X) < Card(P(X)).

Demostracion: Si X = 0, Card(P(X)) = 1, pues P(X) = {0}. Si X # 0, es ob-
vio que Card(X) < Card(P(X)), porque la aplicacion h: X — P(X) definida por
h(z) = {z} es inyectiva. Supongamos que Card(X) = Card(P(X)), es decir, existe
una aplicacién f: X — P(X) biyectiva. Sea A = {x € X : = & f(z)} € P(X). Co-
mo f es sobreyectiva, existe zo € X tal que f(xg) = A. Si xy € A, esto significaria
que xo ¢ f(xg) = A, lo cual es imposible. Luego, es g ¢ A, lo cual significa que
xo € f(zo) = A, imposible de nuevo. ]

En particular, Card(N) = X, < Card(P(N)) = 2% (notacién que proviene del
hecho de que si A es un conjunto con n elementos, entonces P(A) tiene 2" elementos).
Puede probarse que 2% = Card(R) = c, que se llama el cardinal del continuo. De aqui se
concluye que Ny < c.

Desde principios de siglo, se ha intentado en vano establecer si existe un nimero
cardinal Ny, entre N, y c. Georg Cantor (1845-1918) hace la siguiente conjetura:

Teorema 2.12. (Hipotesis del continuo) ¢ = N, es decir, no existe ningiin conjunto A,
tal que Xy < Card(A) < c.

Paul Joseph Cohen (1934-2007) establece en 1963 que la hipdtesis del continuo es in-
decidible: anadiendo como axioma su veracidad o su falsedad, los fundamentos de la
Matematica siguen siendo coherentes.

2.4. Relaciones de equivalencia y orden

Definicion 2.21. Dado un conjunto X, una relacion binaria es R C X x X. ‘R se llama:
1) reflexiva, si para cada z € X, es (z,z) € R;
2) simétrica, si dado (z,y) € %R, entonces (y,x) € R;
3) antisimétrica, si (z,y) € Re (y,z) € R implica que x = y;

4) transitiva, si dados (x,y), (y, z) € R, entonces (z, z) € R.
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2.4.1. Relaciones de equivalencia

Definicion 2.22. Una relacion de equivalencia sobre X es una relacion binaria reflexiva,
simétrica y transitiva. Se suele denotar por Ry en vez de (z,y) € R.

Definicion 2.23. Dada R una relacion de equivalencia, se llama clase de x al conjunto
[z] = {y € X : 2Ry}. El conjunto cociente X /*R, es el conjunto de todas las clases de
equivalencia.

Proposicion 2.13. Algunas propiedades de las clases de equivalencia son:
1) x € [z] (x se llama representante de su clase), luego [x] # ();
2) xRy si'y solo si [z] = [y];
3) [x] # [y] siy solo si [x] N [y] = 0.

Definicion 2.24. Una particion de X es una familia P = {P, : ¢ € I} de subconjuntos
no vacios de X, tales que:

i) X =JP.y

el
(ii) si P, # P;, entonces P; N P; = 0.

Lema 2.14. Dar una particion de X equivale a dar una relacion de equivalencia sobre
él.

Definicion 2.25. Existe una aplicacion canénica, p: X — X /%R, que asigna a cada ele-
mento z su clase de equivalencia p(z) = [z]. Se llama aplicacién cociente y es sobreyec-
tiva. Una vez dada la aplicacion cociente, el conjunto de los elementos de X relacionados
con z es precisamente p~ ! (p(z)).

Definicion 2.26. Con las notaciones de la definicion [2.25] si f: X — Y es una apli-
cacion, se dice que f factoriza a través de X /R si existe una aplicacion g: X/R—Y
tal que f = g o p.

Proposicion 2.15. f: X — Y factoriza a través de X /R si 'y solo si | es compatible con
la relacion de equivalencia.
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2.4.2. Relaciones de orden

Definicion 2.27. Una relacion de orden parcial sobre X es una relacion binaria reflexiva,
antisimétrica y transitiva. Se dice también que X estd parcialmente ordenado. Se suele
denotar por x < y y se habla del par (X, <). El orden se llama fotal, si dos elementos
cualesquiera de X son comparables por esta relacion.

Si (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado, se diceque x < ysix < yyz # y.
Ejemplo 2.1. Sobre R, el orden usual es un orden total.

Ejemplo 2.2. Si (A, <,)y (B, <p) son conjuntos parcialmente ordenados, se define el
orden lexicogrdfico <, sobre A x B por: dados (ay,by), (az,bs) € A X B:

(i) sia; <4 ag, es (a1, b1) <jex (az,ba);
(i) siay = ag y by <p b, es (a1,b1) <jez (a2, b2).

Ejemplo 2.3. En P(X), la relacién de inclusién entre conjuntos es un orden parcial, pero
no total.

Definicion 2.28. Si X estd parcialmente ordenado por <, entonces:
(i) a € X se llama elemento mdximo de X, si paracadax € X,esx < a;
(ii) a € X es un elemento maximal de X, si a £ x para cada x # a;
(iii) a € X se llama elemento minimo de X, si paracadax € X, es z > a,
(iv) a € X es un elemento minimal de X, si x £ a para cada x # a.

Ejemplo 2.4. Si X = {a,b,c} con el orden parcial « < by a < ¢, entonces b es un
elemento maximal de X, pero no un maximo.

Definicion 2.29. Un conjunto totalmente ordenado en el cual todo A C X no vacio posee
un elemento minimo, se llama conjunto bien ordenado. Por ejemplo, (Z, <) no estd bien
ordenado.

Observacion 2.3. (A x B, <;.,) estd bien ordenado si y sélo si (A,<4)y (B,<p) lo
estan.

Definicion 2.30. Sea (X, <) un conjunto totalmente ordenadoy A C X:
1)siu € X estal que a < u para cada a € A, se dice que u es una cota superior de A,

2) la menor de las cotas superiores de A (es decir, u es cota superior de A y para cada z
cota superior de A es z > u) es el supremo de A, y se denota sup(A);
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3)sil € X estal que a > [ para cada a € A, se dice que [ es una cota inferior de A;
4) la mayor de las cotas inferiores de A (es decir, [ es cota inferior de A y para cada z
cota inferior de A es z < [) es el infimo de A,y se denota inf(A).
En el caso particular del orden usual sobre R, se verifica:

Teorema 2.16. (Axioma de la cota superior) Si A C R estd acotado superiormente (es
decir, existe u € R, tal que v > a, para cada a € A), existe el supremo de A. Y en tal
caso, s = sup(A) si y sélo si:

(i) para cadaa € A, esa < s,y

(ii) para todo € > 0, existe a. € A tal que a. > s — ¢.
Del axioma anterior, se deduce que:

Corolario 2.17. Si A C R estd acotado inferiormente (es decir, existe | € R, tal que
| < a, para cada a € A), existe el infimo de A. Y entonces, i = inf(A) siy sélo si:

(i) paracadaa € A, esa > i,y

(ii) para todo € > 0, existe a. € A tal que a. < i + €.
Teorema 2.18. R es arquimediano, es decir, el conjunto N no estd acotado superiormente.
Demostracion: Si lo estuviera, existiria ryp € R, tal que n < ry para cada n € N. Pero
no = [ro] +1 €N, yng £ rop. [
Del teorema se deducen inmediatamente:

Corolario 2.19. (Propiedad arquimediana) Para todo v > 0, existe n € N, tal que
0< % < .

Corolario 2.20. (Densidad de los racionales) Dados dos niimeros reales v < y, existe
reQ tal que x < r <y.

Demostracion: Por la propiedad arquimediana (corolario [2.19), existe ny € N tal que

L < ¢y — 2. Elconjunto M = {m € N : 2 < 2} es no vacio y estd bien ordenado,

no no
es decir, existe mg € M talque v < " y z > mg—_l Es inmediato probar que ademaés
mo 0 0
o Y- |

Corolario 2.21. (Propiedad de los intervalos de encaje) Dada {[a,,b,| : n € N}, una
familia de intervalos cerrados y encajados (es decir, sin < m, es [am, by] C [an, b)),
entonces ﬂ [an, by] # 0.
neN
Demostracion: Para cada m,n € N, es a,, < b,,, luego para todo m € N, b,, es cota
superior del conjunto A = {a, }nen. Si p = sup(A), es claro que p € m [, by]. |
neN
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2.5. Ejercicios

1.- Sea X el conjunto de los estudiantes de la Facultad de Ciencia y Tecnologia de la
UPV/EHU, H el conjunto de los hombres, M el de la mujeres, C' el de los estudiantes que
van en coche a la Universidad, A el de los estudiantes que van en autobus a la Universidad,
E el de los estudiantes de Matemadticas y F’ el de los estudiantes de Fisicas. Describir los
siguientes conjuntos: X — H, X — M, X —-C, X -A X -FE X—-F,HNC,HNA,
HNE, HNF, MNC,MNA MNE, MNF,CNACNE,CNF,ANE,ANF,
ENnFMUH H-M,H-C,H—-A H—-FE H—F,H—-—M,M—H, M- C,
M—-AM-EM-F,C-AC—-EC-F,A-C,A—M,A—-H,A—FE,A—F,
EFE-HFE-M,E-C,E—AyE—F.

2.- En un grupo de 40 personas, sea E el conjunto de las que estudian inglés, F' el con-
junto de las que estudian francés y C' el conjunto de las que estudian castellano. Se sabe
que 3 personas no estudian ningun idioma, 2 estudian los 3, 8 inglés y francés, 10 in-
glés y castellano, 6 francés y castellano, 13 francés y 28 inglés. ;Cudntos estudian s6lo
castellano? ;Puedes expresar este conjunto de manera simbdlica?

3.- Dado el conjunto A = {a, b}, ;son vélidas las siguientes expresiones?
DaeA;, (G){a}eA; (@i)De A (v){a}eP(A); ()0ePA).

4.- Sean A, B y C' tres conjuntos finitos, de cardinales a, b y ¢, respectivamente. Sea
p=Card(ANB),q = Card(BNC),r = Card(ANC)ys = Card(ANBNCOC).
Calcular el cardinalde AUB, AUC, BUCyAUBUC.

S.- Se pide:
a) calcular P(X),si X = {1,2}, X = {0}y X ={1,2,3,4};
b) probar que si C'ard(X) = n, entonces Card(P(X)) = 2";
¢) probar que si A C B, entonces P(A) C P(B). (Es cierto el reciproco?
d) jes P(A)UP(B) =P(AUB)? )Y P(A)NP(B) =P(AN B)?

6.- Si A, B C X, probar que son equivalentes las siguientes expresiones:
WACB;, (()ANB=A4; (i)AUB=D5;
(iv) B¢ C A%, (V) ANDB°=0; (viiBUA°=X.

7.- Probar las propiedades siguientes para conjuntos, dando un contraejemplo en el caso
de inclusion estricta:

a) AU (UBi> =J@uB): bAn (ﬂBz-> =((ANBy);

iel i€l i€l el
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i€l iel jeJ (i,5)eIxJ

c)AU(ﬂBi>: (AUB); O AN(Bi= (] (A4nBy:
C) (ﬂAz> U ( BJ> = m (AZ'UBj); f) ﬂ (AZ UBj) C ﬂ(AlUBZ),
jeJ

(i,5)elxJ (3,5)€I? iel

g)(ﬂAZ)U( BZ») ((AuB): W JAnB)c | (AnB):

iel el (2,5)€I?

i) ( Al) X (U Bj> = U (A; x B;). Esto no significa que (AUB) x (CUD) =
iel

(ij)elxJ

el jeJ (4,9)elxJ

k) ( Ai> X (ﬂBz) :ﬂ(Ai X B;);
) UM - B)

el jeJ

N
< N
1
~

=
~_
/"_"‘\

m) (ﬂAi> - <ﬂ Bj> =i - By).

iel jed iel jeJ

8.- Para cada uno de los siguientes conjuntos de indices / y cada familia dada de conjuntos
indicados por 7, hallar los conjuntos pedidos:

a)si [ = R?yparacadap € I, S, = {p}, hallar US ;

pel

b)si /[ = (0,00) y paracadax € I, C, = [0, ], hallar UCx y ﬂCz;

zel zel

c)sil = ( 1) y parar € I, B, es el circulo de radio r y centro (0, 0), hallar UB y

ﬂ rel
B;;

rel
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d)si I = (0,1) y paracadar € I, N, es el interior del circulo de radio r y centro (0, 0),

hallar N, y (\V::

rel rel

e)sil=|1,2]yparacadax € I, A, = [£, %], hallar | JA, y (A

zel zel

f)si] =Nyparacadan € I, A, = (-1, 1), hallar UA” y ﬂAn;

nel nel
g)si] =Ny paracadan € I, B, = (1, 1], hallar | B,y (B
nel nel
h)si I = Ny paracadan € I, C,, = (—n,n), hallar UO” y ﬂC’n.
nel nel

9.- Probar las siguientes propiedades de la diferencia simétrica:

(i) AA(BAC) = (AAB)AC; (i) AUB = AABA(AN B);

(iii)) AN (BAC) = (AN B)A(ANC);

(iv) AA(BNC) = (AAB)N (AAC) siysolosi ANB=ANC,

(v) calcular AA(D, ANAyY (AAB) U (AAB®);  (vi)Si AAB =10, jes A= B?
10.- Dados A, B C X, probar:

a) XAnB = XA-XB; b) Xaus = X4 + XB — XanB;

C) XA-B = XA — XAnB; d) xac =1 —xa.
11.- Sean f: X — Y y g: Y — Z dos aplicaciones. Probar:

a) si f y g son sobreyectivas, entonces g o f también lo es, pero el reciproco no es cierto;
b) si g o f es sobreyectiva, entonces g también lo es, pero el reciproco no es cierto;

c) si g o f es sobreyectiva y g es inyectiva, entonces f es sobreyectiva;

d) si f y g son inyectivas, entonces g o f también lo es, pero el reciproco no es cierto;
e) si g o f es inyectiva, entonces f también lo es, pero el reciproco no es cierto;

f) si g o f esinyectivay f es sobreyectiva, entonces g es inyectiva.

12.- Sea f: X —Y’; probar:
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a)siexiste g: Y — X, talque go f = 1y, entonces f es inyectiva;
b) si existe h: Y — X, tal que f o h = 1y, entonces f es sobreyectiva;

c) f es biyectiva siy solo si existen g, h: Y — X, talesque go f = 1x, foh =1y y
entalcasoh = f~! = g.

13.- Sean dos conjuntos X, X, y paracadai € {1,2}, A; C X;.Seap;: X1 x Xo— X;
la i-ésima proyeccion coordenada. Probar las siguientes propiedades:

@) Ay x Xp = py (A1), X1 x Ay = py (o) y Ar x Ay = py ' (A1) Nipy ' (Aa);
b)si A C X; x Xy, entonces A C p1(A) X pa(A);

C) Di (A1 X Ag) = Az (Z S {1,2})

14.- Sean f, g: R— R, dadas por:
2?2 si x>0 T si x>0
o) ={ 0y aw={VI gz

2 st <0
Se pide:

a) estudiar las funciones f o g, fo f,go g, go f, si tienen sentido;
b) estudiar el caracter sobreyectivo e inyectivode f, g, fogygo f;
¢) caleular f(—5,5], g(=5,5], f~1(=5,5]y g~ '(=5,5].

15.- Hacer lo mismo que en el ejercicio anterior para las funciones: f: Z* —Zy g: Z— 7>
dadas por: f(z,y) = 2> +yy g(z) = (z, —2z).

16.- Sea f: R— R, dada por:
2 si <0
flx) = 1 si 0<x<2
x—1 si x>2
Se pide:
a) estudiar si f es inyectiva o sobreyectiva;

b) calcular f((1,3)), f([=2,2]). f71((0, 1)), f~H([=4, 4]):

¢)sig: R—Reslaaplicacion g(z) = |z|, determinar fog y calcular (fog)~'((—2,5]).
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17.- Probar que la aplicacion f: R — {2} — R — {1}, definida por f(z) = Z£2 es biyec-
tiva y calcular f~1.

18.- Calcular f(4;)y f~1(B;) (i € {1,2}), para f: R— R, donde:

a) f(z) = 2% A; = (0,2), By = (0,4) y B, = (—1,0);

b) f(z) = 2% A; = (0,2), Ay = 0, By = (0,16] y By = (—1,0];

©) f(z)=1(paraz >0), A, =N,Bi={z€R:2>2}yB=N;
d) f(z) = 2® — 3z, A, = [0,00), By = (0,2) y By = {2}.

19.-Si f, g, h: R— R son las funciones f(z) = 22, g(z) = 2%y h(x) = cos(z), escribir
las siguientes expresiones como composiciones de las anteriores: 2°°5(%), cos(27+e0s(2)),
cos(2%), cos(cos(x)?), (cos(z))2, cos(x2), 225@) (cos(2:°5()))2, cos? (), 27 T2(cos(2%)?),

20.- Escribir f: R—R, f(z) = (14 (1 — x)3)% como composicién de cuatro fun-
ciones.

21.- Encontrar biyecciones explicitas entre
a)[0,1]y[L,2]; b)(-1,1)yR;
) [0,1]y[0,1); d[-1,1]yR.

22.- Probar que las siguientes funciones son biyectivas y calcular su inversa:
a) f: Z— 7 dada por

F(n) = n+p si nesmiltiplode p
N n si nno es miltiplo de p

b) f: R— R dada por

2t si x>0

ﬂ@:{x@—@ siz <0

23.- Sea f: X — X una funcidn y la relacion binaria sobre X, xRy si f(x) = y. Probar:
a) R es reflexivasiy sélosi f = 1x.
b) R es simétrica si y solo si f? = 1y.

c) R es transitiva si y sélo si f2 = f.
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24.- Decir cuales de las siguientes relaciones sobre X son de equivalencia, y en su caso,
encontrar un sistema completo de representantes de dicha relacion (es decir, un subcon-
junto A C X tal que cualquier elemento de X estd relacionado con exactamente un
elemento de A):

a) X =Zyx~ysiysoélosix — yesimpar;
D)X =Zyz~ysiysélosiz?+z =1y +y;
)X =Ryx~ysiysolosiz—y € Z;

d) X =Ryz~ysiysolosizy <0;

e) X =Ryx ~ysiysolosizy > 0.

25.- Definir sobre X = {1,2, 3} tres relaciones binarias cada una de las cuales cumpla
dos de las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva, pero no la tercera. Esto prueba que
estas tres propiedades son independientes.

26.- ;Cuantas relaciones de equivalencia se pueden definir sobre un conjunto con dos
elementos? ;Con tres elementos? ;Con cuatro elementos?

27.- Se define sobre R la relacién de equivalencia x ~ y siy s6lo si x —y € Z. Determinar
cuales de las siguientes funciones f: R — R pasan al cociente:

a) f(z) =2% b) f(z) =2 — [x] ([z] es la parte entera de z);
¢) f(x) =sin(27rz); d) f(z) = sin(7x);
e)

-1 si <0

flz) = 0 si 2=0
1 si >0

28.- Dados z,y € R, utilizando el caracter arquimediano de R, probar:
a)sizx>0ey > 0,existen € N, tal que nx > vy;
b)siz > 0,existen € N, tal que 0 < 1 < z;

c)six > 0,existen € N,talquen — 1 <z < n.



Capitulo 3

Elementos de combinatoria

Ahora puedo olvidarlas. Llego a mi centro,
a mi dlgebra y mi clave,

a mi espejo.

Pronto sabré quién soy.

Elogio de la sombra
Jorge Luis Borges (1899-1986)

3.1. Los principios multiplicativo y aditivo

El andlisis combinatorio es la técnica que permite saber cudntos elementos hay en un
conjunto sin necesidad de conocerlos. En este capitulo se van a ver algunas técnicas de
conteo: las dos bésicas son el principio aditivo y el principio multiplicativo.

3.1.1. Principio aditivo de conteo

Es la técnica mas sencilla para calcular el cardinal de un conjunto. La idea consiste
en dividir el conjunto a estudiar en dos subconjuntos disjuntos cuyos cardinales sean mas
faciles de calcular, y sumarlos.

Proposicion 3.1. (Principio aditivo) Si Aq, A, ..., A, son conjuntos finitos y dos a dos
disjuntos, entonces

Card(AyUAyU---UA,) =Card(Ay) + Card(Ay) + - - - + Card(A,).

Observacion 3.1. Recordar que si paracadai € {1,...,n} se define A; como el conjunto
de los elementos que cumplen cierta propiedad ‘J3;, entonces A; U A; U --- U A, es el

33
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conjunto de los elementos que verifican la propiedad 3,1, o la Bs,... o la B, es decir,
al menos una de ellas. Si las propiedades son dos a dos incompatibles (no hay ningtn
elemento que satisfaga ambas simultdneamente), entonces los conjuntos son dos a dos
disjuntos. Se puede aplicar entonces el principio aditivo (proposicion [3.1)), y el ndmero de

elementos que satisfacen al menos una de las propiedades es Card(A;) + Card(As) +
o+ Card(A,,).

Ejemplo 3.1. Lanzamos cuatro monedas distintas, ;cudntas maneras hay de conseguir al
menos dos caras?

Solucion: Sea A el conjunto formado por todos los lanzamientos de cuatro monedas que
contienen 2, 3 6 4 caras. Se puede descomponer en la union disjunta de tres conjuntos:

A, = {lanzamientos en los que se obtienen exactamente 2 caras} =

={(c,c,x,x),(c,x,c,x), (c,z,z,¢), (x,¢,¢, ), (x,¢c,x,¢), (x,2,¢,¢)},
Az = {lanzamientos en los que se obtienen exactamente 3 caras} =
={(c,c,c,x),(¢c,c,x,c), (¢, z,¢,¢),(x, ¢, c0)},

A, = {lanzamientos en los que se obtienen exactamente 4 caras} = {(c, ¢, ¢, c)}.

Asi Card(A) = Card(As) + Card(Ay) + Card(Ay) =6+4+ 1 =11. |

Observacion 3.2. Es muy importante recordar que el principio aditivo sélo es valido si
los subconjuntos son dos a dos disjuntos. Por ejemplo, si nos piden calcular, lanzando
dos dados distintos, de cudntas maneras se puede conseguir que la suma de los puntos sea
multiplo de 4 6 de 6, consideramos: sean A; el conjunto de todas las tiradas cuya suma es
multiplo de 4 y A, el conjunto de todas las tiradas cuya suma es multiplo de 6:

A1 ={(1,3),(2,2),(2,6),(3,1),(3,5), (4,4), (5,3),(6,2), (6,6)}

Ay = {(17 5)7 (27 4)? (3a 3)7 (47 2)7 (5’ 1)a (67 6)}

No podemos aplicar directamente el principio aditivo, ya que A; y A no son conjuntos
disjuntos. En tal caso, puede aplicarse el principio de inclusion-exclusion, que garantiza
que si A; y As son conjuntos finitos, entonces:

Card (A, U B) = Card(Ay) + Card(As) — Card (A; N Ay) .
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3.1.2. Principio multiplicativo de conteo

El principio multiplicativo se utiliza sobre todo para contar el nimero de posibles
listas ordenadas de longitud r, es decir, listas formadas por r objetos, en los que importa
el orden de colocacion.

Proposicion 3.2. (Principio multiplicativo) Se quiere hacer una lista ordenada de longi-
tud r. Para el primer lugar de la lista se puede elegir entre n, objetos, para el segundo
entre ny y asi sucesivamente hasta el lugar r-ésimo, para el que se puede elegir entre n,
objetos. Entonces, el niimero total de listas de r objetos ordenados es nins . ..n,.

Ejemplo 3.2. ;Cudntos nimeros de cuatro cifras distintas se pueden formar con los digi-
tos {1,2,3,4,5,6,7}? (Y si las cifras pueden repetirse? ;Cudntos de estos nimeros son
pares?

Solucion: 1) Si pensamos el nimero como una 4-tupla (m, ¢, d, u) y las cifras no se pueden
repetir, tenemos 7 posibles elecciones para m, 6 para c, 5 para d y 4 para u. Aplicando el
principio multiplicativo (proposicién[3.2), hay 7 -6 - 5 - 4 = 840 posibles nimeros.

2) Si las cifras se pueden repetir, hay 7 - 7 - 7 - 7 = 2401 posibles nimeros.

3) Son pares aquellos cuya cifra en las unidades u es igual a 2, 4 6 6. Es decir, hay
7-7-7-3 = 1029 posibles nimeros. |

Ejemplo 3.3. Cada usuario de un servidor de Internet tiene una palabra clave para ac-
ceder a su cuenta. La palabra clave estd formada por 4 caracteres, a elegir entre 26 letras
maydsculas y 10 digitos {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Ademds, la clave debe tener al menos 1
digito (es decir, 2AAA es una clave, pero AAAA, no). ;Cudntas palabras clave se pueden
formar?

Solucion: Cada clave es una lista ordenada (cy, ¢a, 3, ¢y). Para los tres primeros carac-
teres, hay 36 posibilidades de eleccion, pero no asi para el cuarto caracter, pues depende
de las elecciones realizadas con anterioridad. Si los tres primeros caracteres son letras,
el dltimo debe ser un digito, con lo que sélo puede elegirse entre 10 posibilidades. Sin
embargo, si en los tres primero hay al menos un digito, el cuarto cardcter puede ser una
letra o un digito, es decir, se pueden elegir entre 36 posibilidades. Asi, no se pude aplicar
el principio multiplicativo directamente. El tener que aparecer al menos un digito obliga
a utilizar ademas el principio aditivo. El conjunto de las palabras clave con al menos un
digito se divide en 4 subconjuntos disjuntos C'; el de las claves con exactamente un digito,
(5 el de las claves con exactamente 2 digitos, C'; el de las claves con exactamente 3 digitos
y Cy el de las claves con exactamente 4 digitos. Si C' es el conjunto de todas las posibles
claves, el conjunto de las que no poseen ningtin digito es Cyp = C'— (C1UC,UC3UCY), y
por la proposicién[3.2| Card(C) = 36* y Card(Cy) = 26%, con lo que la cantidad buscada
es 36 — 264, |
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3.1.3. Principio del palomar o de distribucién de Dirichlet

Este principio se basa en este comentario obvio (y de alli su nombre): Si m+1 palomas
ocupan m nidos, al menos uno de ellos debe contener mds de una paloma.

Proposicion 3.3. Principio del palomar Si m objetos se distribuyen en n conjuntos y
1) m > n, entonces hay al menos 2 objetos que se encuentran en el mismo conjunto;
2) m > 2n, entonces hay al menos 3 objetos en el mismo conjunto;

3) m > kn para un cierto k, entonces hay al menos k + 1 objetos que se encuentran en
el mismo conjunto.

Proposicion 3.4. Principio de distribucion Sean m, n, r enteros positivos. Si distribuimos
mn + r objetos en m cajas, entonces alguna caja contiene mds de n objetos.

3.2. Combinaciones y permutaciones

En esta seccion abordamos el siguiente problema: dado un conjunto con n objetos
(cudl es el nimero de familias de k& objetos que se pueden formar eligiéndolos entre esos
n? La respuesta se deduce del principio multiplicativo (proposicién (3.2), y depende de
dos factores:

1) ;importa el orden en que se agrupen los & objetos?
2) (puede haber elementos repetidos entre esos k objetos?

Segtn la respuesta a las anteriores cuestiones tendremos cuatro tipos de familias:
variaciones —y las permutaciones, que son un tipo especial de variaciones—, variaciones
con repeticion, combinaciones y combinaciones con repeticion.

3.2.1. Variaciones

Definicion 3.1. Una variacion de n elementos tomados de k en k (k < n) es una lista
ordenada de k objetos distintos elegidos de A = {ay, as, ..., a,}. El nimero de posibles
variaciones es

n!

V(n,k):n(n—l)(n—Q)...(n—k+1):m.

Ejemplo 3.4. Si A tiene k elementos y B tiene n (k < n), el nimero de aplicaciones
inyectivas de A en B es V (n, k).
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Definicion 3.2. Una permutacion de n objetos distintos es una lista ordenada de esos
n objetos, es decir, es una variacion de n elementos tomados de n en n. El nimero de
posibles permutaciones es P(n) = V(n,n) = nl.

Ejemplo 3.5. Si Ay B tienen n elementos, el nimero de aplicaciones biyectivas de A en
Bes P(n).

Definicion 3.3. Una variacion con repeticion de n elementos tomados de k en k (no se
impone ninguna restriccion sobre £ con respecto a n) es una lista ordenada de £ objetos
-no necesariamente distintos— elegidos de A = {ay, as, ..., a,}. El nimero de posibles

variaciones con repeticién es V R(n, k) = n*.

Ejemplo 3.6. Si A tiene k elementos y B tiene n, el nimero de aplicaciones de A en B
es V R(n, k). Observar la diferencia con el ejemplo

Definicion 3.4. Una permutacion con repeticion de n objetos se define del modo siguien-
te: dado un conjunto A = {ay,as,...,a,}, tomamos m; elementos iguales a aj, ms
elementos iguales a as, . . . , m,, elementos iguales a a,,, de forma que m;+mo+- - -+m,, =
m. El nimero de ordenaciones posibles de estos m elementos es:

PRm17m2 ----- mn __
m

Ejemplo 3.7. ;Cudntas palabras se pueden formar con las letras A, B y C, si la letra “A”
debe aparecer 3 veces, la letra “B” 4 y la “C” 5?

Solucion: En realidad, debemos formar esas palabras con las letras AAABBBBCCCCC.
La respuesta es PRi”;’S = % = 27720. Es posible llegar a la respuesta anterior a
través de otro argumento, a veces mas claro: se trata de colocar 12 objetos en 12 lugares.
Supongamos que colocamos primero las 3 “A”, luego las 4 “B” y por ultimo las 5 “C”.
Tenemos (132) maneras de colocar las “A”, una vez hecho esto (Z) de colocar las “B”, y

por fin (g) de colocar las “C”, es decir, las posibles palabras a formar son:

12\ (9 /5\ (12! 9
(3) (4) <5) = oran 2

3.2.2. Combinaciones y nimeros combinatorios

Definicion 3.5. Una combinacion de n elementos tomados de k en k (k < n) es una

coleccion de k objetos distintos elegidos de A = {ay,ay, ..., a,}, pero sin importar el
orden en que se eligen. El numero de estas posibles familias es:
Vi(n,k !
Clnky =Yk _ 1

k! (n— k)&
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Demostracion: Los k objetos de cada una de estas combinaciones se pueden ordenar de
k! formas distintas, produciendo k! variaciones. Si hacemos esto con cada una de las
combinaciones, obtenemos todas las variaciones posibles de n elementos tomadas de &
en k. Es decir, C(n, k) - P(k) = C(n, k) - k! = V(n, k). |

Definicion 3.6. A la expresion C(n, k) se le llama niimero combinatorio o coeficiente
binomial. Con el convenio 0! = 1, se verifica que C'(n,0) = C(n,n) = 1. Se suele

denotar C(n, k) = ().

Ejemplo 3.8. Cada apuesta de la loteria primitiva es una combinacién de 6 nimeros
elegidos entre 49. Por lo tanto, el nimero de apuestas posibles es de (469) = 13983816.

Ejemplo 3.9. Una sucesion binaria es una sucesion de 0 y 1. ; Cudntas sucesiones binarias
de longitud 10 hay con al menos 7 “17?

Solucion: El conjunto de las sucesiones binarias con al menos 7 “1”” se descompone en la
unién de cuatro conjuntos disjuntos S; U Sg U Sy U S1g, donde Sy denota el conjunto de
las sucesiones binarias con exactamente k “1”. Construir Sy, consiste en elegir los lugares
que van a ocupar los k “1”, es decir C'ard(Sy) = C(10, k). Asi el nimero buscado es

C(10,7) + C(10,8) + C(10,9) + C(10,10) = 120 + 45 + 10 + 1 = 176.

Definicion 3.7. Una combinacion con repeticion de n elementos tomados de k en k es una
coleccion de k objetos elegidos —no necesariamente distintos—de A = {ay, as,...,a,}y
sin importar el orden. El nimero de estas posibles familias es CR(n, k) = C'(n+k—1, k).

Demostracion: En efecto, como no importa el orden, se trata de formar listas de la forma

k1 ks ken
a1 77N, Qo 7N Ao, Ay TN,

con k; copias de a; (i € {1,...,n})y donde k; + --- + k, = k. Es decir, se trata de
colocar n + k£ — 1 objetos en £ lugares, sin importar el orden. |

Ejemplo 3.10. ;Cuéntos productos diferentes de dos factores se pueden formar con los
digitos 2, 3y 5, sin repetir factores? ;Y pudiendo repetirse los factores?

Solucion: Como el producto es conmutativo, no influye el orden en que se tomen, asi que
si no se pueden repetir hay C'(3,2) = 3 productos (son 6, 10 y 15). Si se permiten repetir
los digitos, tendriamos C'R(3,2) = C'(4,2) = 6 posibles productos (son 4, 6, 10,9, 15y
25). |
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3.3. El triangulo de Pascal y el binomio de Newton
Proposicion 3.5. Se verifican las siguientes propiedades:

D) =1=0)

2) (1) =n

3) (2) = ()

4) Formula de Pascal: si k < n, entonces (Z) = (Zj) + (”;1)

Se denomina Tridngulo de Pascal al siguiente triangulo formado por nimeros combina-
torios:

6\ /6)/6)[6)/6)/6) /6
0/\1)\2/\3/\4/)\5/\6
Observacion 3.3. La formula de Pascal dice que cada nimero combinatorio se obtiene
sumando los dos nimeros de la fila superior que estin justo encima de él:

(i) (")
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Sustituyendo los numeros combinatorios por su valor, el tridngulo queda:
1

11
1 21
1 3 31
146 41
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Proposicion 3.6. Para cada n > 0, se cumple

()2 ()=

Demostracion: La prueba se hace por induccion. Paran = 0, (8) =1 = 2". Supongamos
que la propiedad es cierta para n — 1, es decir,

(o) () ()

Aplicando la féormula de Pascal, queda:

) () = ()= () (G2 + (G 2)+C)

Reordenando y aplicando la hipétesis de induccion, queda:
n n n n n N n\
0 1 T \n—1 n)
_(n . n—1 49 n—1 I n—1 n n—1 N ny\
—\o 0 1 T \n—-2 n—1 n)
n—1 n—1 n—1 n—1
2 2 .2 2 =2.2"t=2"
(o) () e 2Ge) () .

Teorema 3.7. (Teorema del binomio de Newton) Para cada n > 0,

n __ n n n n—1 n n—2p2 n n—1 n\on
(a+ D) —(0>a +<1)a b—l—(2>a b* + +<n_1)ab +(n>b.
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Demostracion: Se prueba por induccién. Paran = 1, es claro que (a + b)l = (é)a + G) b.
Supongamos la férmula cierta para n — 1, es decir:

n—1 __ n—1 n—1 n—1 n—2 n—1 n—2 n—1 n—1
(a+0) —(O)a +(1)a b+ +n_2ab +n—1b .

Entonces, aplicando la hip6tesis de induccion y la formula de Pascal, queda:

(a+b)"=(a+b)(a+b)"" =

(a+1b) ((ngl)a”_l—i— (”Il)a"—2b+---+ (Z:;>ab"_2+ (Z:Db”—l) =
<(n5 1)a”+ (nzl)a"—1b+---+ (Z:;)a%”—u (Z:i)ab"‘l) +
(7 e (1 e (D) (D)) -
(e () (T
(D) ()

3.4. Ejercicios

1.- ;De cudntas maneras pueden sentarse 10 personas en un banco si hay 4 sitios libres?

2.- En una clase de 10 alumnos van a distribuirse 3 premios. ;De cuintos modos puede
hacerse, si los tres premios son diferentes? ;Y si son iguales?

3.- Las diagonales de un poligono se obtienen uniendo pares de vértices no adyacentes.
(Cudntas diagonales tiene el cuadrado? ;Y el hexdgono?

4.- Se quieren colocar a 5 hombres y 4 mujeres en una fila, de manera que las mujeres
ocupen los lugares pares. ;| De cudntas maneras puede hacerse?

S.- (Cuantos numeros de 4 digitos se pueden formar con las cifras 1, 2, 3,4,5,6,7,8 y
9, si se permiten repeticiones? ;sin repeticiones? ;y si el ultimo digito debe ser el 1y no
se permiten repeticiones?
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6.- En un grupo de 10 amigos, ;cudntas distribuciones de fechas de cumpleafios pueden
darse al afio?

7.- {Cudntas letras de 5 signos con 3 rayas y 2 puntos podria tener el alfabeto Morse?

8.- Cuando se arrojan simultdneamente 4 monedas, ;cudles son los resultados posibles
que se pueden obtener? ;cudntos casos hay en que salgan 2 caras y 2 cruces?

9.- Cuatro libros de matematicas, seis de fisica y dos de quimica deben ordenarse en una
estanteria, ;cudntas colocaciones son posibles si los libros de cada materia deben estar
juntos? ;y si s6lo deben estar juntos los libros de matematicas?

10.- Un alumno debe elegir 7 entre las 10 preguntas de un examen. ;De cudntas maneras
puede elegirlas? ;Y si las 4 primeras son obligatorias?

11.- Una linea de ferrocarril tiene 25 estaciones. ;Cuéntos billetes diferentes habra que
imprimir si cada billete lleva impresas las estaciones de origen y destino?

12.- Tres atletas toman parte en los 100 metros lisos. ;De cuantas maneras pueden llegar
—pueden llegar juntos— a la meta?

13.- En un hospital se utilizan 5 simbolos para clasificar las historias clinicas de los pa-
cientes, de manera que los dos primeros son letras y los tres ultimos son digitos. ;Cudntas
historias clinicas podrian hacerse si no hay restricciones sobre las letras o los nimeros?
.Y si las dos letras no pueden ser iguales?

14.- Cada uno de los 200 delegados a un congreso de las Naciones Unidas saluda a los
demads con un apretén de manos. ;Cudntos apretones de mano se dan?

15.- Seis estudiantes forman un equipo para colaborar en un trabajo formado por 8 pro-
blemas. Dos personas deberdn hacer 2 ejercicios y el resto de las personas 1 cada uno.
(De cudntas maneras se puede hacer esta distribucién?

16.- Se deben distribuir 4 naranjas, 5 manzanas y 6 peras entre 5 nifios. ;De cudntas
maneras puede hacerse? (No se distinguen dos piezas de fruta de la misma clase).

17.- Se quiere distribuir 9 libros entre 3 nifios. ;De cudntas maneras puede hacerse si los
libros son todos diferentes, el nifio mayor debe recibir 5 y los otros 2 cada uno? ;Y si los
libros son 9 copias idénticas del mismo titulo y no hay restricciones sobre el nimero de
libros que recibe cada nifio? ;Y si los libros son 9 copias idénticas del mismo titulo y cada
nifio debe recibir al menos un libro?

18.- ; Cuéntos mendus diferentes se pueden hacer si se puede elegir entre 3 primeros platos,
2 segundos platos y 4 postres?
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19.- Una mujer tiene en su armario 4 faldas, 5 camisas y 3 chaquetas. Si elige al azar una
falda, una blusa y una chaqueta, ;de cuantas maneras diferentes se puede vestir?

20.- Tenemos un cuestionario con 15 preguntas que permite una sola respuesta por pre-
gunta. Para cada pregunta se proponen 4 posibles respuestas. ;De cudntas maneras se
puede responder al cuestionario?

21.- Raymond Queneau escribié un libro titulado Cent mille milliards de poémes (Cien
mil millardos de poemas). El libro estd compuesto por 10 sonetos —14 versos—, que se
imprimen sobre 10 paginas (uno por pagina), que se recortan en 14 trozos, cada uno
correspondiente a una linea (verso). Un lector puede componer su propio poema de 14
versos tomando el primer verso de una de las 10 paginas, luego el segundo verso de una
de las 10 paginas y asi sucesivamente hasta el verso nimero 14. Justifica el titulo de la
obra (un millardo es 10?).

22.- En informética, se usa el sistema binario para codificar los caracteres. Un bit es un
elemento que toma el valor 0 o el 1. Con 8 bits, ;cuantos caracteres se pueden codificar?

23.- ;Cuantos numeros de teléfono se pueden formar con 8 cifras? ;Y si el primer digito
no puede ser 0?

24.- En una competicion deportiva con 18 atletas, se atribuye una medalla de oro, una de
plata y una de bronce. ;Cudantas distribuciones de medallas son posibles?

25.- En una clase de 24 alumnos forman la asociacion Los mejores. La asociacion consta
de presidente, secretario y tesorero. ;Cudntas posibles juntas directivas hay?

26.- Seis personas eligen mentalmente un nimero entre el 1 y el 6. ;cuantos resultados se
pueden obtener? ;cudntos resultados se pueden obtener sin repetir ningtin nimero?

27.- Sea A el conjunto de los nimeros de 4 cifras (el primero no puede ser 0). ;Cuantos
elementos tiene A? ;Cudntos nimeros tienen las 4 cifras diferentes? ;Cuantos tienen al
menos dos cifras idénticas? ;Cudntos tienen 4 cifras diferentes y que no sean 5 6 7?



44 Capitulo 3. Elementos de combinatoria

28.- Un teclado formado por las letras A, B, C y los nimeros 1, 2, 3, 4, 5 y 6 permite
componer el cddigo de entrada a una casa, formada por una letra seguida de tres cifras
arbitrarias. ;Cudntos cédigos diferentes se pueden componer? ;Cudntos sin la cifra 1?
(Cudntos que contengan al menos una vez la cifra 1? ;Cudantos con cifras diferentes?
(Cuéantos con al menos dos cifras iguales?

29.- ;Cuantos anagramas existen del nombre PATRICE? ;Cudntos empezando y termi-
nando por consonante? ; Cudntos empezando y terminando por vocal? ; Cudntos empezan-
do por consonante y terminando por vocal? ;Cuantos empezando por vocal y terminando
por consonante? Un anagrama de una palabra es otra palabra que resulta de la transposi-
cion de letras de la primera.

30.- ;Cuantos anagramas tiene la palabra ANAGRAMA?

31.- Un torneo deportivo tiene 8 equipos inscritos. Cada equipo debe jugar con todos los
demas una sola vez. ;Cuantos partidos deben organizarse?

32.- ;De cuantas maneras pueden elegirse 3 mujeres y 2 hombres entre 10 mujeres y 5
hombres?

33.- En una clase de 32 alumnos hay 19 chicos y 13 chicas. Deben elegirse dos delegados.
(Cuantas elecciones son posibles? ;Cudntas si debe haber un chico y una chica? ;Cuantas
si debe de haber dos chicos?

34.- Pablo y Claudia pertenecen a un club de 18 personas. Se debe elegir 5 personas para
representar al club en una reunién. ;Cudntos grupos de 5 personas se pueden formar? ;En
cuantos de estos grupos puede figurar Pablo? Pablo y Claudia no se soportan, ;cuintos
grupos de 5 personas se pueden formar sin que Pablo y Claudia coincidan?

35.- En una empresa hay 12 personas solteras entre los 30 empleados. Se quiere realizar
una encuesta, para lo que se elige una muestra de 4 personas. ;Cudntas muestras posibles
se pueden realizar? ;Cudntas de ellas no contienen a ninguna persona soltera? ;Cudntas
tienen al menos una persona soltera?

36.- Entre 25 mujeres y 32 hombres se quiere elegir un grupo de 6 personas. ;De cudntas
maneras puede hacerse si el grupo s6lo consta de hombres? ;Si consta de personas del
mismo sexo? ;Si hay al menos un hombre y al menos una mujer?

37.- Se extraen simultdneamente 5 cartas —una mano— de un juego de 32 —baraja de poker—
. (Cudantas manos diferentes hay? ; Cudntos pdker —4 cartas iguales—? ; Cudntas manos con
2 pares diferentes (no valen los pdker)? ;Cuantos full -3 cartas del mismo valor y otras
2 diferentes del mismo valor—? ;Cudntos trios (no valen los full)? ;Cudntas escaleras de
color —5 cartas del mismo color siguiéndose en orden creciente—?
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38.- Un saco contiene 5 canicas verdes —numeradas del 1 al 5-y 4 rojas —numeradas del
1 al 4-. Se sacan 3 canicas del saco sin reponerlas. ;Cuéntas probabilidades hay de sacar
3 canicas verdes? ;De no sacar ninguna verde? ;De sacar como mucho 2 canicas verdes?
(De sacar exactamente 1 canica verde? Responder a las mismas cuestiones si se reponen
las canicas tras sacarlas.

39.- Un armario tiene 5 perchas alineadas. Si no se ponen las prendas las unas sobre las
otras, ;de cudntas maneras se pueden colocar 3 abrigos sobre las 5 perchas? ;5 abrigos?
(6 abrigos?

40.- Cuatro chicos y dos chicas se sientan en un banco. ;De cudntas maneras lo pueden
hacer? ;Y si los chicos se sientan en un lado y las chicas en otro? ;Y si cada chica se
coloca entre dos chicos? ;Y si las chicas se quieren sentar todas juntas?

41.- Un aseguradora clasifica a sus asegurados segun el sexo (2 clases), el estado ci-
vil (3 clases) y el tipo de riesgo (10 clases). {De cudntas categorias distintas dispone la
compaiia?

42.- La fabrica de sidra Sidrabon quiere identificar sus productos. Para ello, destaca algu-
nas de sus caracteristicas:

1) segtin el grado de C'Os, la sidra es espumosa, con gas o no efervescente;
2) segun el grado de azucar, la sidra se cataloga en dulce, semi-seca o seca;
3) segtin el grado de alcohol, la sidra es ligera o fuerte.

(Cuantos productos diferentes puede fabricar Sidrabon?

43.- Un artesano fabrica 5 modelos diferentes de zapatos, en 10 tallas y 3 colores. ;Cuantas
clases diferentes de zapatos puede fabricar?

44.- Se lanzan simultdneamente una moneda y un dado. ; Cudntos resultados posibles hay?

45.- Tres carreteras unen Ale y Bar y cuatro unen Bar y Cel. ;De cudntas maneras se
puede ir de Ale a Cel pasando por Bar?

46.- ;De cudntas maneras se pueden pintar las 4 paredes de tu habitacidn si se dispone de
6 colores?

47.- Los sefores Garcia, Gomez y Pérez llegan a una ciudad donde hay 4 hoteles. Cada
uno elige uno de ellos al azar. ;| De cudntas maneras pueden alojarse? ;De cudntas maneras
si deben ir a hoteles diferentes?

48.- ; Cuantos nimeros de 3 cifras y menores a 500 se pueden formar con los digitos 1, 2,
3,4,5,6y7?Y silas cifras deben ser todas diferentes?
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49.- Se administran 5 drogas para buscar el tratamiento de una enfermedad. Se realiza un
test para observar si el orden de administracion de estas drogas es importante. ;De cudntas
maneras diferentes pueden administrarse estas 5 drogas?

50.- ;De cuédntas maneras pueden pintarse 7 circunferencias concéntricas con los 7 co-
lores blanco, negro, rojo, amarillo, azul, verde y marron (usando todos los colores) si el
negro y el blanco deben colorear circunferencias vecinas, pero el negro debe colorear una
circunferencia mayor que el blanco? ;Y si el negro y el blanco nunca deben estar juntos?

51.- Cinco parejas compran los billetes para la temporada de fitbol en San Mamés. Con-
siguen 10 bancos en la fila H de la zona norte. ;De cudntas maneras diferentes pueden
ocupar sus asientos si se conocen y por lo tanto no les importa donde sentarse? ;Y si
quieren sentarse por parejas? (Y si alternan hombres y mujeres? ;Y si las mujeres se
sientan juntas? ;Y si las mujeres se sientan juntas y los hombres también?

52.- Se pide al tenor Franco Barettini que interprete 8 canciones en una gala benéfica.
Elige interpretar 2 obras de Verdi, 2 de Bizet, 2 de Wagner y 2 de Puccini. ;|De cudntas
maneras puede hacerlo si quiere comenzar por una obra de Verdi y terminar por una de
Puccini? ;Si quiere interpretar consecutivamente las dos obras de cada autor? ;Si quiere
que las cuatro primeras canciones sean de compositores diferentes?

53.- Un grupo de 12 estudiantes que comparte casa necesita elegir a sus 3 cocineros y a
las 4 personas que lavardn los platos. ;De cuintas maneras pueden hacer esta eleccion si
3 de los estudiantes no saben cocinar?

54.- La capacidad de un minibts es de 14 pasajeros. Ocho de los asientos dan a una
ventana. ;De cudntas maneras pueden sentarse 6 pasajeros si 3 de ellos quieren sentarse
cerca de una ventana y otros 2 no quieren un asiento de ventana?

55.- ;(De cuéntas maneras se puede transportar a 16 personas en dos furgonetas, si una
furgoneta tiene capacidad para 8 personas y la otra para 10? Se supone que el orden en el
interior de cada furgoneta no tiene importancia.

56.- Un gobierno debe elegir entre 70 diputados a sus 25 ministros. ;Cuantos Consejos
de Ministros diferentes hay si se eligen los ministros al azar? ;Si 10 ministros estaban
previamente impuestos antes de la eleccion? ;Si esos 10 elegidos tenian ya asignados
ministerios especificos?

57.- Se organiza una fiesta donde hay 7 chicos y 10 chicas. A la hora de bailar, los chicos
eligen una chica al azar. ;De cuédntas formas pueden hacerlo? ;Y si Monica y Luisa estan
seguras de que van a bailar (aunque no saben con quien)? ;Y si Monica esta segura de
que Juan le invitara a bailar y Luisa sabe que Pedro hara lo propio?

58.- El director del Museo Guggenheim desea disponer en fila 7 cuadros, 3 de Monet



3.4. Ejercicios 47

y 4 de Picasso. Los Picasso estan datados y el director quiere que aparezcan en orden
cronoldgico. ;De cudntas maneras diferentes pueden colocarse los cuadros?

59.- Antonio dispone de las siguientes guarniciones: pepperoni, champiiién, pimiento,
cebolla, anchoa, salami, jamon y gambas. Si una pizza puede contener ninguna, parte de
o todas estas guarniciones, ;cudntas pizzas diferentes puede hacer Antonio?

60.- Un sastre confecciona camisas de 12 colores, cada color en 8 tallas de cuello diferen-
tes y cada talla de cuello en 3 longitudes de mangas distintas. ;Cudntas clases de camisas
confecciona?

61.- En una tienda los clientes tienen la opcién de pagar en diferentes cajas. ;De cudntas
maneras pueden pagar 5 clientes en 3 cajas? ;Y 2 clientes en 6 cajas?

62.- Un hombre adinerado lega 9 cuadros a sus 3 hijos. ;De cudntas maneras puede repar-
tir los cuadros si cada hijo debe tener 3 pinturas?

63.- Determinar el nimero de palabras de tres letras que se pueden formar con A, M y E,
usando cada letra exactamente una vez.

64.- Determinar el nimero de rectangulos diferentes (los cuadrados son rectdngulos) que
se pueden observar en las figuras de debajo. Se considera que dos rectangulos son difer-
entes si tienen distintas dimensiones y estdn colocados en un lugar diferente en el reticulo.

65.- Las calles de una ciudad son todas perpendiculares, como en los dibujos de debajo.
Calcular el nimero de caminos diferentes que se pueden trazar para unir los puntos A
y B desplazandose unicamente hacia la derecha y hacia arriba (se ven ejemplos de tales
caminos en las figuras).
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A

A

66.- Se fijan 6 puntos sobre una circunferencia. ;Cuantos segmentos se pueden trazar al
unirlos de dos en dos? ;Cuantos tridngulos se pueden formar con esos 6 puntos?

67.- Las franjas de una diana estdn numeradas del 1 al 17. Si tiras 3 dardos y anotas las
puntuaciones, ;cudntas puntuaciones diferentes puedes tener?

68.- ; Cuantas matriculas diferentes se pueden formar con 3 letras seguidas de 4 niimeros?

69.- En un plano se marcan 4 puntos rojos, 5 verdes y 6 azules, entre los cuales no hay
tres alineados. ;Cudntas rectas se pueden pasan por dos puntos rojos? ;Y por dos puntos
del mismo color? ;Y por dos puntos de distinto color? ;Y por un punto rojo y otro de
color verde o azul?

70.- ;Cuantos nimeros de 5 cifras existen en el sistema decimal que sean capicidas? ;Y
de 6 cifras?

71.- Con los ndmeros 1, 2, 3, 4 y 5, ;cuantos nimeros de tres cifras se pueden escribir?
(cuantos son capicdas? Calcular la suma de todos ellos.

72.- Simplificar las siguientes expresiones:

(n+5)! (n?)! _ (n+1)!
Vo ey 9w
d (n—=1)!=n! (n—2)! n!—(n—1)(n—1)!
sy s YL e Y L e o iy s
73.- Demostrar las siguientes igualdades:
((2n)1)? 2 (n+1)! (=1
2 2n—1!2n+1)!  2n+1 b (n —2)! =%

o=V -yl . d)<2n :2(n>+n2_

n=—r)! m—-—r=-1! (n—r)!
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74.- Resolver las siguientes ecuaciones:

n! 20n!
a) (= 1)1 = =2 b)n! = (n —2)!;

6
con! =12v/n! —20; d)n! —7+—' =0.
n!
75.- Desarrollar las siguientes férmulas usando el binomio de Newton:

1\ 6
a) (z+2)7 b) <x + —) ;
x
a b\’
C) (2&2 — 3)6, d) (ﬁ — &) .
76.- Hallar los valores indicados:
a) el quinto término de (2a — b)7;
0 b\1©
b) el término independiente de a y de b de (5 — —) ;
a

¢) el coeficiente de x?y* al desarrollar (3x — 4y?)*.

77.- Si los términos 6° y 16° de (a — b)™ son iguales, encontrar el tercero.
78.- Escribir en forma de binomio y evaluar 1013 y 994,

79.- Probar la identidad:
n n n n n
_ — cee (=) =0.
(0) (1) ()= (5) oo () =
80.- Usar el ejercicio anterior y la proposicion 3.6/ para probar que:
n n n n n n n
c e = ...:2”71 :0
(0) ) ()= () () ()= (0)

81.- Usar el teorema del binomio 3.7y la igualdad (1 4 2)** = (1 + x)"(1 + x)" para

B4 R Rt Rt
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82.- Encontrar el valor de n si:

o (") (5 = () v T G
o3 ((5)+ () )+ ()= () ()
o(5)=1("27) )=o)




Capitulo 4
Divisibilidad

Dia, noche, ponientes, madrugadas, espacios,
ondas nuevas, antiguas, fugitivas, perpetuas,
mar o tierra, navio, lecho, pluma, cristal,
metal, miisica, labio, silencio, vegetal,

mundo, quietud, su forma. Se querian, sabedlo.

Se querian
Vicente Aleixandre (1898-1984)

4.1. Los numeros enteros

Uno de los conceptos basicos en la teoria elemental de numeros es el de divisibilidad.
La division con resto de numeros enteros es la idea fundamental de este capitulo.

Definicion 4.1. Dados dos enteros a,b € Z, con a # 0, se dice que a divide a b, y se
escribe a | b, si existe ¢ € Z tal que b = ac. Se dice que a es factor o divisor de b'y que b
es miiltiplo de a o que b es divisible por a. En caso contrario, se escribe a 1 b.

Se demuestran de manera inmediata las siguientes propiedades:

Proposicion 4.1. Si a,b, ¢, d € Z, se cumplen las siguientes propiedades:

z si >0

b —z si <0

1)a|bsiysolosilal |

, donde |x| = {

2)al0yl]a.

3)a|lsiysdlosia= =+l

51
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4)al a.
5)Sia|byb | a, entonces a = +b.
6)Sialbybd

¢, entonces a | ¢ (transitividad de la division).
7) Si a | by ambos niimeros son enteros positivos, entonces a < b.

8)Sialbya

¢, entonces a | (bx — cy), para cualesquiera x,y € 7.

4.2. El algoritmo de la division

La idea fundamental en la que se basa nuestro estudio de nimeros enteros es el algo-
ritmo de la division:

Proposicion 4.2. Dados dos enteros a y b, con b # 0, existen enteros q y r tales que
a=qgb+r, con0 <r <|bl. Tanto q¢ como r son unicos. Se dice que a es el dividendo, b
es el divisor, q el cociente y r el resto de la division de a entre .

Demostracion: Sea el nimero racional § (si a y b son de distinto signo, se pasa el signo
negativo a a, y se supone que b > 0 durante la demostracion). Existe un entero ¢ tal que
q < ¢ < q+ 1. Multiplicando por b, queda ¢gb < a < (¢ + 1)b. Y entonces r = a — gb,
que verifica claramente las propiedades pedidas. |

Observacion 4.1. Se verifican las siguientes propiedades de demostracién inmediata:
1) En el caso particular en que r = 0, a es divisible por b.

2) la condiciéon 0 < r < |b| es la que caracteriza el algortimo de la division. Una
expresion del tipo 21 = (—3)(—5) + 6 no es fruto del algoritmo de la division.

3) Fijado el divisor b, s6lo hay una cantidad finita de restos. En efecto, sdlo hay |b|
restos posibles, que son 0, 1,2, ... |b| — 1. Esto nos permitird clasificar los infinitos
nimeros enteros en una cantidad finita de clases —|b| clases— segiin los restos que se
obtengan al dividirlos por b.

Ejemplo 4.1. El cuadrado de todo nimero entero a es de la forma 3k 6 3k + 1. De otra
manera, al dividir a? por 3, el resto obtenido es 0 6 1.

Demostracion: En efecto, si se divide a entre 3, los tnicos restos posibles son 0, 1 6 2, es
decir, hay tres posibilidades:

1) a = 3q, entonces a* = 9¢* = 3(3¢*) = 3k;
2) a = 3q + 1, entonces a* = 9¢> + 6¢ + 1 = 3(3¢> + 2¢) + 1 = 3k + 1;
3) a = 3q + 2, entonces a® = 9¢> + 12¢ +4 = 3(3¢> +4q¢+ 1) +1 =3k + 1. 1
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4.3. Sistemas de numeracion

Nuestra forma habitual de representar los nimeros es mediante el sistema decimal,
en el que manejamos los diez digitos: 0, 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8 y 9. Cuando tenemos diez
unidades —unidad = primer digito por la derecha antes de la coma, si la hubiera—, las
agrupamos en una decena (10') —decena = digito a la izquierda de la unidad—, cuando
tenemos diez decenas las agrupamos en una centena (10?) —centena = digito a la izquierda
de la decena—, y asi sucesivamente. De esta manera el nimero que consta de 1 centena,
0 decenas y 8 unidades se representa en el sistema decimal por la siguiente suma de
potencias de diez:

1-10°+0-10" +8-10°,

o en su forma habitual 108.

Observacion 4.2. Aqui nos vamos a limitar a nimeros enteros, pero en el caso general, el
primer nimero a la derecha de la coma es uno de esos diez digitos multiplicado por 107},
la segunda cifra tras la coma es uno de ellos mutiplicado por 1072, etc.

No hay ningtin motivo por el que limitarse al sistema decimal. Por ejemplo, los or-
denadores usan los sistemas binario (base 2), octal (base 8) y hexadecimal (base 16).
Para hacer calculos numéricos, un ordenador utiliza la siguiente expresion de 108 como
potencias de 2:

108=1-2641-2240-2+1-224+1-2240-2'+0-2°

En realidad el ordenador utiliza s6lo los coeficientes de dichas potencias (como hacemos
en base 10), que sustituyen a la expresion 108 en el sistema binario, que se expresa del
modo (1101100),. Si expresamos 108 como potencias de 4, queda:

108=1-4>42-4>+3-4' +0-4°
que se representa por (1230),. O en base 9:
108=1-924+3-9'4+0-9
es decir, (130)o.
Para obtener estas expresiones se utiliza el algoritmo de la divisién (proposicién 4.2)).

Observacion 4.3. El nimero 108 puede también obtenerse de otra manera como suma de
potencias de 2:

108=3-224+0-24+0-224+3-224+0-2'+0-2°
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Lo que caracteriza la primera escritura
108=1-2°41-224+0-2+1-2°4+1-2°40-2"+0-2°,

es que todos los coeficientes son menores que 2, lo que garantiza la unicidad de esta
expresion.

Proposicion 4.3. Sea un entero b > 2, al que llamaremos base. Todo niimero natural
n € N se puede escribir de forma iinica como suma de potencias de b de la siguiente
manera:

N = Qpb™ + A 6™+ -+ agb?® + arb + ag,

donde 0 < a; < bpara cada iy a,, # 0.

Demostracion: Basta con aplicar la proposicién [4.2] de manera sucesiva, empezando por
n = n1b + ag, después ny = nyb + ay, y asi hasta llegar a una expresion n,, 1 = a,,b +
am—1, CON a,, < b. Sustituyendo estos valores en n = n;b + ay, se obtiene finalmente:

n = (((amb+am_1 ... )b+az)b+a))btag = apb™+an, 16" 4 - Aagb®+arb+ag. |
Observacion 4.4. La escritura en base b del niimero n se denotara por

n = (Amm_1 - .. a2a1G0)p.
Ejemplo 4.2. ;Cémo se pasa de base b a base 10?

Solucion: Basta con desarrollar las potencias de b en la escritura dada. Observar que el
exponente de la mayor potencia de b es uno menos que el nimero de digitos que aparecen
en la escritura. Por ejemplo:

(3043)5 =3-5°+0-5*+4-5+3=1398. |
Ejemplo 4.3. ;Como se pasa de base 10 a base b?

Solucién: Basta con dividir sucesivas veces por b, es decir, seguir el procedimiento de la
proposicion 4.3 Por ejemplo, para pasar 1025 a base 7, si se divide entre 7, se obtiene:
1025 =146 - 7+ 3. Pero 146 =20 - 7+ 6y 20 = 2 - 7 + 6. Asti:

1025 =146-7T+3=(20-746) - 7T+3=((2-746)-7+6) - 7+ 3,
y sacando factor comun a las potencias de 7, se tiene:
1025=2-7+6-7"+6-7+3 = (2663)r.

Observar que los digitos 2, 6, 6 y 3 son precisamente los restos que hemos obtenido al ir
dividiendo entre la base b = 7. |
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Observacion 4.5. En el sistema hexadecimal necesitamos 16 simbolos, por lo que a 0, 1,
2, ..., 9, se les afiaden las letras A (=10), B (=11), C (=12), D (=13), E (=14) y F (=15)
como simbolos adicionales.

Ejemplo 4.4. ;Cémo se pasa de base 10 a base 16?

Solucion: Basta con repetir el proceso anterior, por ejemplo: 3027 = 189 - 16 + 3 y
189 = 11 - 16 + 13, con lo que 3027 = (BD3)1. |

4.4. Maximo comin divisor y algoritmo de Euclides

4.4.1. El maximo comun divisor de dos nimeros

Entre las aplicaciones mas importantes del algoritmo de la divisién (proposicién #.2)),
tenemos dos problemas relacionados con el médximo comtin divisor de dos ndmeros:

1) su célculo efectivo y
2) su expresion como combinacidn lineal entera de dichos niimeros.

Definicion 4.2. Sean a y b dos enteros, al menos uno de ellos distinto de cero. El maximo
comdn divisor de a y b, MCD(a, b), es el dnico entero positivo d tal que:

1)d|ayd]|b(esdecir, d es divisor comiin de a y de b), y

2)sic|ayc| b, entonces ¢ < d (es decir, d es el mayor de los divisores comunes de a
y de D).

Ejemplo 4.5. MCD(—12,18) = 6.
Demostracion: Los divisores de -12 son £1, £2, £3, 4, +6y +12 y los de 18 son +1,
+2,+3, £6y +18. |
Observacion 4.6. Se verifican las siguientes propiedades de demostracion inmediata:

1) MCD(a, b) = MCD(b, a);

2) sia = 0 = b, no existiria MCD(a, b);

3) MCD(a, b) existe ya que el conjunto de los divisores comunes de a y b es no vacio
(al menos, 1 es divisor comun de a y b) y es finito (pues a o b es no nulo), y por lo
tanto dicho conjunto tiene un maximo, que es MCD(a, b);
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4) MCD(a, b) es siempre positivo, de hecho MCD(a, b) = MCD(—a, b) = MCD(a, —b) =

5) MCD(a, 0) = |al, ya que todo ntimero divide a 0.

El méximo comun divisor de dos nimeros se puede expresar como combinacion lineal
entera de €stos, expresion que se conoce como identidad de Bezout:

Proposicion 4.4. Si a y b son dos enteros (al menos uno distinto de cero) , existen otros
dos enteros xq y Yo tales que MCD(a,b) = axg + byo.

Demostracion: Sea el conjunto C' = {ax + by : ar +by > 0,2,y € Z}. C C Nes
no vacio, pues por ejemplo a? + b*> € C. Como C estd bien ordenado (definicién [2.29),
llamemos d a su primer elemento, es decir, existen xy, yy € 7Z tales que d = axg + byo.
Veamos que d es el mdximo comun divisor.
1) Usando el algoritmo de la division, puede escribirse a = qd +r con 0 < r < d.
Luego
r=a—qd=a—qlaxy+ byy) = a(l — qzo) + b(—qyo).

Si fuese r > 0, seriar € C'y r < d, en contra de la definicién de d. Luego » = 0, y por
lo tanto d | a. De manera similar se prueba que d | b.

2)Sic| ayc| b, sabemos que c divide a cualquier combinacion lineal de a y de b,
por lo que ¢ | d, luego ¢ < |c] < d. |

Observacion 4.7. Se verifican las siguientes propiedades de demostracion inmediata:

1)Sic|ayc|b, nosdloesc<MCD(a,b),sino que c | MCD(a,b).

2) La expresion de MCD(a, b) como combinacién lineal de a y de b no es necesariamente
tinica. Por ejemplo, 3 = MCD(6,9) =6 (—=1)+9-1=6-5+9 - (=3).

Corolario 4.5. Si a y b son dos enteros (al menos uno distinto de cero), el conjunto
T = {ax + by : x,y € Z} de las combinaciones lineales enteras de a y b es el conjunto
de los miiltiplos de d = MCD(a, b).

Demostracion: Como a 'y b son multiplos de d, cualquier combinacién lineal suya también
lo es. Reciprocamente, cualquier multiplo de d es de la forma

kd = ]{Z(CLIO + byo) = kaxg + kbyy € T. |

Definicion 4.3. Si a y b son dos enteros no nulos, se dice que son primos entre si, si
MCD(a, b) = 1. También se dice que a y b son coprimos o primos relativos.
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Corolario 4.6. Si a y b son dos enteros no nulos, son primos entre si, si y solo si existen
o, Yo € Z tales que 1 = axq + byo.
Ejemplo 4.6. Para cualquier n € 7Z, los enteros 5n + 2y 7n + 3 son coprimos.
Solucion: Segun el corolario 4.6 basta con encontrar z, yy € Z tales que
(5n + 2)zo + (Tn + 3)yo = 1.

Pensando en el lado izquierdo como un polinomio en n, tenemos para cada n € Z

n(5zxo + Tyo) + (220 + 3yo) = 1.
Asi, tenemos las dos igualdades

5x0+7y0 = 0
2[E0+3y0 =1

Y resolviendo el sistema de ecuaciones lineales, encontramos la soluciéon oy = —7 e
Yo = 5.Luego —7(5bn+2)+5(n+3)=1. |

Lema 4.7. (de Euclides) Si a | bcy MCD(a,b) = 1, entonces a | c.

Demostracion: Por el corolario [d.6] existen z, yo € Z tales que axo + byo = 1. Multipli-
cando por ¢, se obtiene aczy + bcyy = ¢. Como a | be y claramente a | acxg, se deduce
quea | c. |

(Coémo calcular el maximo comun divisor de dos numeros? El algoritmo de Euclides
va a permitir calcular el médximo comun divisor de dos niimeros enteros y expresarlo
como combinacion lineal entera de dichos ndmeros. Este algoritmo se basa en la llamada
reduccion de Euclides:

Lema 4.8. (Reduccion de Euclides) Si a = qb + r, entonces MCD(a,b) = MCD(b, ).

Demostracion: Sea d = MCD(a, b); d | r al ser r combinacién lineal entera de a y b. Y
es el mayor divisor comin de by r, yaque sic | by ¢ | r, entonces ¢ | a, con lo que
¢ <MCD(a,b) = d. |

Asi, para calcular el maximo comun divisor de dos nimeros, podemos sustituir el
mayor de ellos por el resto que se obtiene al dividirlo por el menor.

Ejemplo 4.7. Calcular MCD(1479, 272).
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Solucion: Dividimos 1479 entre 272, y obtenemos 1479 = 5 - 272 4+ 119. Asi,
MCD(1479, 272) = MCD(272,119),
que es mas sencillo de calcular. Repetimos la operacién, y 272 = 2 - 119 + 34, con lo que
MCD(1479,272) = MCD(272,119) = MCD(119, 34).
De nuevo, 119 =3 -34 + 17,y asi
MCD(1479,272) = MCD(272,119) = MCD(119, 34) = MCD(34, 17).
Y finalmente, 34 = 2 - 17 + 0, con lo que
MCD(1479,272) = MCD(272,119) = --- = MCD(17,0) = 17.

Es decir, el ultimo resto no nulo es el maximo comun divisor buscado.

4.4.2. El algoritmo de Euclides

Sean a,b € 7Z, que podemos considerar positivos, sin pérdida de generalidad (pues
MCD(a, b) = MCD(|al, |b|)). Supongamos a > b, dividiendo a entre b, obtenemos

a=qb+ry, con 0<r <b.

La reduccion de Euclides (lema4.8)) garantiza que MCD(a, b) = MCD(b, 7). Siry = 0,
MCD(a,b) = MCD(b, r;) = b, y hemos acabado. En caso contrario, dividimos b entre r;:

b=qyri+1re, con 0<ry<r.

La reduccion de Euclides garantiza que MCD(a,b) = MCD(b,r;) = MCD(ry,rs). Si
ro = 0, MCD(a, b) = MCD(rq,72) = r1, y hemos acabado. En caso contrario, dividimos
r1 entre ro:

ry=q3re+13, con 0<r3<r.

El proceso continda hasta que lleguemos a una division con resto 0. Esto ocurre tras una
cantidad finita de divisiones, ya que la sucesion de restos es finita por ser estrictamemte
decreciente 7y > ro > r3 > --- > 0. El dltimo resto no nulo es entonces el maximo
comun divisor buscado.

Si suponemos que la primera division que da resto no nulo es la (n + 1)-ésima, ten-
driamos

Tn—1 = gn+1Tn + 07 y
MCD(a,b) = MCD(b,r;) = MCD(ry,75) = - - - = MCD(r,,_1, ) = MCD(r,,,0) = r,,.
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Observacion 4.8. Este método es mucho mas rapido que el de factorizar cada nimero
para encontrar el maximo comun divisor.

(Como usar el algoritmo de Euclides para encontrar una identidad de Bezout (proposi-
cién [.4)? Tenemos
a=qb+r, con 0<r; <b

b=qer1+1ry, con 0<7ry<nr

ri=gq3ro+13, con 0<r3<r

Tn—3 = Qn-1"n—2 + n_1, con 0< Thno1 < Tp—2
Tneo = QnTn-1+7n, con 0<r,<r,
Tn—1 = Qn+17n + 0.
Despejando 7, de la penultima igualdad, es r,, = 7,2 —@,7,—1, €s decir, una combinacién
lineal de r,,_5 y r,,_1. Despejando a su vez r,_; de la anterior igualdad, es
Tn—1 = Tn—3 — qn—-1"n-2,

combinacion lineal de r,_3 y r,_o. Sustituyendo en la expresion lineal anterior, es

'n =Tp—2 — Qn(rn—ii - Qn—lrn—2>7

es decir, una expresion de r,, como combinacion lineal de r,,_3 y r,,_o. Si continuamos de
este modo subiendo por la columna de igualdades, llegaremos finalmente a expresar r,
como combinacioén lineal de a y b.

Ejemplo 4.8. Expresar MCD(1479, 272) como una combinacién lineal de 1479 y 272.

Solucion: Tenemos
1479 =5- 272 + 119,

272 =2 119 + 34,
119 = 3-34 + 17,
34=2-17+0.

Sabemos que MCD(1479,272) = 17. Si vamos despejando los restos de cada division
desde la pentltima ecuacion hacia arriba, tenemos:

17=119-3-34=119-3-(272—-2-119) =
7-119-3-272=7-(1479 —5-272) —3-272 =T7-1479 — 38 - 272. [ |
A veces es mejor aplicar el algoritmo de Euclides a nimeros mds pequefios que los

inicialmente dados. Por ejemplo, si nos piden calcular MCD(56, 72) = MCD(8-7,8-9) =
8- MCD(7,9) = 8.
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Proposicion 4.9. Para todo entero k # 0, es MCD(ka, kb) = |k|MCD(a, b).

Demostracion: Si k > 0, hay que ver MCD(ka, kb) = k.MCD(a, b). Se debe comparar
la columna de igualdades que aparecen al aplicar el algoritmo de Euclides a los nimeros
positivos ka y kb, con la que aparece al aplicirsela a a y b. La primera columna es el
resultado de multiplicar por k£ la segunda. En particular, el dltimo resto no nulo de la

primera es el resultado de multiplicar por & el dltimo resto no nulo de la segunda. Si
k < 0, hay que ver MCD(ka, kb) = —k.MCD(a, b). Pero

MCD(ka, kb) = MCD(|k|a, |k|b) = |k|MCD(a, b) = —k.MCD(a, b). |

Corolario 4.10. Si MCD(a,b) = d, entonces a = da’ y b = db', con MCD(ad', V') = 1.

Existe un concepto paralelo el de maximo comun divisor de dos nimeros:

Definicion 4.4. Si a y b son dos enteros no nulos, el minimo comiin miiltiplo de a y b
mcm(a, b) es el dnico entero positivo m tal que:

1)a | myb|m(es decir, m es miltiplo comin de a y de b),

2)sia|cyb]| ¢ conc > 0,entonces m < c (es decir, m es el menor de los multiplos
positivos de a y de b).

Observacion 4.9. Se verifican las siguientes propiedades de demostracion inmediata:
1) mem(a, b) = mem(b, a);

2) la condicién de que ambos sean distintos de cero es necesaria para la existencia malti-
plos;

3) mem(a, b) existe ya que el conjunto de los miltiplos comunes de a y b es no vacio (|ab|
es multiplo comin de a y b) y como cualquier subconjunto de N esta bien ordenado
(definicion 2.29), este conjunto tiene un menor elemento, que es mem(a, b);

4) mem(a, b) es siempre positivo, de hecho mem(a, b) = mem(—a, b) = mem(a, —b) =
mem(—a, —b) = mem(|al, |b]).

Una forma de calcular el minimo comun multiplo de dos numeros es realizar la fac-
torizacion en primos, pero es un método complicado para nimeros grandes. Existe una
relacion entre el maximo comun divisor y el minimo comtn multiplo de dos nimeros,
que puede ayudar a calcular el uno a partir del otro:

Proposicion 4.11. Si a y b son dos enteros no nulos, es MCD(a,b)mcm(a, b) = |ab|.
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Demostracién: Como MCD(a, b) y mcm(a, b) son siempre positivos, podemos suponer
quea > 0yb > 0.Sead = MCD(a,b). Entonces a = da’ y b = db’ con a’ y b’ primos
entre si. Sea m = . Se trata de ver que m = mem(a, b).

1) m es multiplo de a, pues m = ab’ y es mdltiplo de b al ser m = a'b.

2) Si ¢ > 0 es un miultiplo comtn de a y de b, existen enteros r y s tales que ¢ =
ar = bs. Por la identidad de Bezout (proposicion [4.4), existen enteros x, o tales que
d = axq + byy. Dividiendo ¢ entre m = %b, queda:

¢ cd ced  claxg+byy) ¢ I N
—=—— = =————""—"""=-%0+ —Yo=STo + T
m md ab ab p 0T Y 07 o
que es un nimero entero. Luego m | ¢, y efectivamente m < c. |

4.5. Los nimeros primos y la criba de Eratéstenes

Definicion 4.5. Un entero p > 1 es un niimero primo si sus unicos divisores son 1 y p. En
caso contrario se llama compuesto.

Observacion 4.10. Se cumplen las siguientes propiedades de demostracién inmediata:

1) Todo entero n admite a 1 y n como divisores, son los llamados divisores triviales. Los
demads (si los tiene) son los divisores propios. Asi un nimero p es primo si s6lo no
posee divisores propios;

2) 1 no es primo;
3) el menor primo es el 2, que es ademads el tinico primo par;

4) los nimeros primos son los que no se pueden factorizar, es decir, los que no se pueden
escribir como productop =abcon1 <a <py1l <b < p;

5) sip es primo y a es un entero cualquiera,

p si pla
MCD(a,p):{ 1 si p)‘(a

Lema 4.12. Si p es primo y a 'y b son enteros tales que p | ab, entonces p | a o p | b.

Demostracion: Si p { a, es MCD(a, p) = 1. El lema[4.7]de Euclides garantiza que p | b.
|
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Observacion 4.11. Esto s6lo sucede para primos; por ejemplo 6 | 2- 3, pero 612y 6 1 3.

Corolario 4.13. (Teorema de Pitdgoras) El niimero V2 es irracional.

Demostracién: Si /2 fuera racional, serfa /2 = % con a 'y b enteros, b > 0. Simplificando

la fraccidn si es necesario, podemos suponer que a y b son primos entre si. Elevando al
cuadrado, queda 2b* = a?, por lo que 2 | a* = aa. Como 2 es primo, se deduce que
2 | a. Luego existe un entero 7 tal que a = 2r. Sustituyendo, es 2b*> = a? = 412, es decir,
b*> = 2r%, por lo que 2 | b, lo que contradice que a y b sean coprimos. |

Corolario 4.14. Si p es primo y ay, ..., a, son enteros tales que p | a; .. .a,, entonces
p | a; paraalgini € {1,...,n}.

Corolario 4.15. Si p es primo y p1, ..., p, son primos tales que p | p; . .. p,, entonces p
es igual a, al menos, uno de los factores p1, . .., pp.
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La criba de Eratostenes para n = 150

El problema de encontrar los primos menores que un nimero dado n se hace dificil
cuando n es grande. Una técnica llamada la criba de Eratéstenes representa un método
razonable para obtener una lista completa de los primos menores o iguales que n cuando
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n es relativamente pequefio. Consiste en escribir la lista completa de los enteros entre
2 y n, para después ir tachando cada segundo nimero después del 2 —los multiplos de
2, que son compuestos—, cada tercer nimero después del 3 —los mdltiplos de 3, que son
compuestos—, etc. En esta pasada, muchos nimeros se tachan mas de una vez. El proceso
termina cuando se han eliminado todos los miltiplos de p para p primoy p < /n —
la razon se explica en la proposicion 4.21+- se han eliminado. Los enteros que quedan
después de esta criba son todos los primos menores o iguales a n.

Ejemplo 4.9. La criba de Eratdstenes para n = 150. Los primos buscados estdn rodeados
con un circulo. Observar que, excepto para los primos 2 y 3, todo primo de la tabla estd en
la primera o la quinta columna. Los enteros localizados en estas columnas son de la forma
6k + 1 6 6k — 1, donde k es un entero positivo. Esto no es casualidad.

Solucion: En efecto, si p es primo p > 3, debe ser impar, por lo tanto de la forma 6% + 1,
6k + 3 6 6k + 5. Pero un nimero de la forma 6% + 3 no es primo, y 6k +5 = 6(k+1) — 1.

4.6. El Teorema Fundamental de la Aritmética

Teorema 4.16. Todo entero n > 1 se puede escribir como producto de primos n =
P1D2 - - - pr. Ademads, esta expresion es unica salvo el orden de los factores.

Demostracion: 1) Existencia de la factorizacion: sea S el conjunto de los enteros mayores
que 1 que no son producto de primos, y supongamos que es no vacio. Como S C N
estd bien ordenado, sea a su primer elemento. Pero a no puede ser primo, pues si a = p,
a seria una factorizacién de a como producto de primos. Luego a = mnconl < m < a
y 1 < n < a. Pero a es el menor elemento de S, conloque m ¢ Syn ¢ S, es decir,
m y n si pueden factorizarse en productos de primos m = p1pa...pr YN = q1Q2 - - - Qs.
Entonces, a = p1ps - . . prq1q2 - - - ¢s, que es un producto de primos, con lo que llegamos a
un absurdo. Luego S = 0.

2) Unicidad salvo el orden de los factores: supongamos que tenemos dos factoriza-
cionesn = pip2...Pr YN = q1G2 - . . s, donde ordenamos los primos en orden creciente:
PP <p<--<pyqn < ¢ < - < gs Setrata de probar que r = sy para cada
indice p; = ¢;. Comon = p1ps...pr = q1Q2 - .- Qs, p1 divide a ¢1q2 . . . g5, luego p; = qi
para algin k. En particular, p; > ¢;. Del mismo modo, ¢; divide a p;ps . .. p,, con lo que
q1 = p; para algin ¢, y en particular, ¢; > p;. Asi, p; = ¢;. Eliminando este factor en la
factorizacion de n, se deduce que ps...p, = g2 ... qs. Repitiendo el argumento, se llega
a que py = @o. Por lo tanto, ps...p,. = ¢3...¢s. S por ejemplo fuese r < s, tras sucesi-
vas cancelaciones llegariamos a 1 = ¢,11¢,+2 . . . ¢s, l0o que es imposible porque todos los
primos son mayores que 1. |
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El Teorema Fundamental de la Aritmética se ha demostrado paran > 1. Sin < —1,
como —n > 1, obtenemos una factorizacion de la forma —n = p1py ... p,,conloquen =
—p1p2 - . . pr. En ambas factorizaciones, los primos pueden estar repetidos. Si agrupamos
los que son iguales entre si, se obtiene lo que se llama la factorizacion canénica de un
entero n:

Teorema 4.17. (Teorema Fundamental de la Aritmética) Todo entero n # 0,=+1 se
puede escribir de manera vnica de la forma

n=tpPph...pl,

donde py < py < --- < p, son primos y k; > 0 para cada indice.

Proposicion 4.18. Sin = plflpé62 ...pF donde py < py < -+ < p, son primos y k; > 0

o hi, h :
para cada indice, y m | n, entonces m = p{*pi? ...pt, con h; < k; para cada i.

Demostracion: Sim | n, es n = ¢m para algin entero c. Consideremos las factorizaciones

en primos m = ¢ ¢h? .. ¢y ¢ = ri'r2 ... r!". Entonces

kioka ke hihe e lile L
PPy Py =4y G Ty Gy

Por el teorema fundamental de la aritmética, los primos y las potencias a cada lado
deben ser iguales. Asi, cada ¢; debe coincidir con algin p; y su potencia h; < k;. |

La técnica de la factorizacién puede utilizarse para calcular médximos comunes divi-
sores y minimos comunes multiplos, evitando el algoritmo de Euclides:

Proposicion 4.19. Sin = p'ph2 .. pFrym = p"ph? . plr donde p; < py < - < p,
son primos y k;, h; > 0 para cada indice, entonces:
. min(ki,h min(ka,h min(ky,h,
(1) MCD(m, ) = i) ppintite) i),

(”) mcm(m’ TL) _ prlnéx(kl,hl)pgléx(k:g,hg) o pgléx(k7»,hr)’_

(iii) mn = mem(m,n) - MCD(m,n).

El sistema para factorizar es ir probando de manera creciente si los primos 2, 3, 5,
7, etc. dividen n. Pero hay un truco para ahorrar comprobaciones: cuando la sucesion
creciente de divisores “se cruza” con la sucesion decreciente de cocientes, se puede parar.
Esto sucede cuando llegamos al primo més cercano —y menor que— a /n:

Proposicion 4.20. Si un entero n no es primo (es compuesto), admite un divisor primo

p < V/n.
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Demostracion: Sea p el menor divisor primo de n, entonces n = pa con a un producto de
primos mayores o iguales que p. Luego, p < a, es decir, p? < pa, con lo que

Vir=p<ypa=+vn 1
Esta proposicion puede reformularse del siguiente modo:

Proposicion 4.21. Si n es un entero tal que ningiin primo p < +/n lo divide, entonces n
es primo.

A pesar de que la anterior propiedad simplifica la factorizacion de un niimero en pri-
mos, el cédlculo de los factores puede ser muy complicado, incluso para ordenadores po-
tentes. En esta propiedad se basa precisamente la criptografia, en encriptar mensajes por
medio de enteros, de manera que sea “imposible” encontrar la factorizacion en un tiempo
razonable.

Corolario 4.22. Existen infinitos niimeros primos.

Demostracion: Consideremos la familia de los primos en orden creciente y supongamos
que es finita:

P1=2,po=3,p3=25,...py.

Sea el entero N = pipop3...p, + 1. Como N > 1, el Teorema Fundamental de la
Artimética asegura que /N puede factorizarse en producto de primos. Sea p uno de ellos.
Como p1, p2, ps, - .. Py s la lista de todos ellos, debe existir un indice ¢ tal que p = p;.
Asi, p | p1paps ... Dn Y P | P1D2ps3 - .- pn + 1, luego p | 1, lo que es imposible. |

4.7. Ejercicios

1.- Sea a un entero. Demostrar que:
D2]ala+1)y6|ala+1)(a+2);
2) 2 | a(2a® +7);

3) si a es impar, 32 | (a* + 3)(a® + 7).

2.- Sean a y b dos enteros primos entre si. Se pide:
1) demostrar que si d | b, entonces MCD(a, d) = 1;

2) probar que MCD(ac, b) = MCD(c, b) y usarlo para calcular MCD(5000, 31768);



66 Capitulo 4. Divisibilidad

3) hallar un entero a tal que MCD(4, a) = 2 y mem(8, a) = 56.

3.- Sea p > 3 un nimero primo. Probar:

1) p es de la forma 6g + 1 6 6 + 5;

2) p*> + 2 no es primo.

4.- Calcular la factorizacién canénica de 120497 y de 111111.

5.- Se pide probar las siguientes propiedades:
1) un entero n > 1 es un cuadrado perfecto (es decir, n = a?) si y sélo si todos los

exponentes que aparecen en su factorizacion candnica son pares;

2) un entero 7 > 1 es un producto de un cuadrado perfecto y de un cubo perfecto si y
sOlo si todos los exponentes que aparecen en su factorizacion son mayores o iguales
a2.

6.- Encontrar todos los enteros positivos a y b tales que MCD(a,b) = 12 y mem(a, b) =
504.

7.- Si n es un entero positivo, probar que /n es racional si y s6lo si n es un cuadrado
perfecto.

8.- Si n y m son enteros positivos primos entre si, probar que si mn es una potencia
k-ésima de algin entero, entonces ambos n 'y m son potencias k-ésimas de enteros.

9.- Probar que todo primo impar es de la forma 4k + 1 6 4k — 1.
10.- Probar que existe un nimero infinito de primos de la forma 6k — 1.

11.- Aunque el niimero de primos es infinito (corolario 4.22), se puede probar —excede los

contenidos de este curso— que la distribucion de los primos disminuye constantemente, es

decir, si denotamos por 7(n) al nimero de primos menores o iguales a n, entonces

m(n)log, (1)

n

decrece si n crece. De hecho, se puede probar que lim

n—oo

= 1, propiedad que
se llama teorema del niimero primo. Se pide:

1) encontrar una sucesion de 10 enteros consecutivos todos ellos compuestos;
2) probar que para cada n € N, la sucesion
m+D)!+2,n+ D) +3,....(n+ D! +n,(n+ 1)+ (n+1)

consta de n enteros compuestos consecutivos.
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12.- Dos enteros impares consecutivos se llaman primos gemelos, si ambos son primos.
Se pide:

1) probar que 1997 y 1999 son primos gemelos;
2) encontrar un par de primos gemelos entre 400 y 500;

3) no se sabe atn si existen infinitos pares de primos gemelos. Probar que el nimero de
primos triples (tres impares consecutivos, todos ellos primos) es uno; de hecho, esa
Gnica familia es {3, 5, 7}. Indicacién: usar el ejemplo

13.- Usar la criba de Eratdstenes para construir la lista de todos los primos menores que
200 y que 300.
14.- Sin € N, llamamos o(n) a la suma de sus divisores positivos. Se pide:
1)sin = pl'ph2 . pkr es la factorizacién canénica de n, probar que
phtl 1 phetl 1 phetl

o(n) = . :
() p1—1 p2—1 pr—1

2) resolver la ecuacién o(n) = 60;

3) probar que 0: N— N es una funcion numérica multiplicativa, es decir, o(mn) =
o(m)o(n) si my n son coprimos;

4) una funciéon numérica f: N—N se llama multiplicativa completa si f(mn) =
f(m)f(n) para cualquier par de enteros. Probar que ¢ no es una funcién multi-
plicativa completa.

15.- Sin € N, llamamos v(n) a su nimero de divisores positivos. Se pide:

I)sin = p’fl p’§2 ... pF es la factorizacién canénica de n, probar que
vin)= (k1 +1) (ka+1)...(k + 1);

2) encontrar el menor entero positivo n que tiene 10 divisores positivos;
3) demostrar que si ¥(n) = 2, entonces n es primo;

4) demostrar que la ecuacién v(n) = m, donde m es un entero positivo mayor que 1
tiene infinitas soluciones;

5) demostrar que v(n) es impar si y s6lo si n es un cuadrado perfecto;
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6)probar que v: N— N es una funcion numérica multiplicativa, pero no es multiplica-
tiva completa.

16.- Un entero positivo n se llama niimero perfecto si es igual a la suma de todos sus
divisores positivos diferentes de si mismo, de otro modo, o(n) = 2n. Se denota por p,, al
n-ésimo numero perfecto. Observar que:

p1=6=(110)y = 2(22 — 1), py =28 = (11100)y = 2%(2° — 1),
ps = 496 = (111110000), = 2*(2°—1), py = 8128 = (1111111000000), = 2°(27—1),

donde los factores de la forma 2" — 1 son primos (3, 7, 31 y 127 en los casos anteriores).
Se pide probar:

1) un entero par es un nimero perfecto si y solo si es de la forma 2°~1(2P — 1), donde
2P — 1 es un primo;
2) demostrar que 130816 no es un niimero perfecto;

3) demostrar que la suma de los reciprocos de los divisores positivos de un nimero
perfecto par es 2.

17.- Dos enteros positivos m y n se llaman niimeros amigos si su suma es igual a la
suma de los divisores positivos de cada uno de ellos, es decir, 0(m) = m + n = o(n).
Comprobar que los siguientes pares son de nimeros amigos {220, 284} y {17296, 18416}.

18.- Probar que si un ntimero de la forma 27 — 1 es primo, entonces p es primo. Los
numeros de la forma denominan 2” — 1 con p primo se llaman niimeros de Mersenne y se
denotan por M,,. Si ademas M, = 27 — 1 es primo, se habla de un primo de Mersenne.
A cada primo de Mersenne M, se le puede asociar un nimero perfecto par 27~ M,,, por
ejemplo,
My = 2% — 1 = 3 le corresponde el niimero perfecto par 2(2% — 1) =
M3 = 2% — 1 = 7 le corresponde el niimero perfecto par 2*(2* — 1) = 28,
M, = 2* — 1 = 31 le corresponde el niimero perfecto par 2°(2* — 1) = 496,

M; = 25 — 1 = 127 le corresponde el niimero perfecto par 24(2° — 1) = 8128, etc.

Se pide comprobar:

1) todo nimero perfecto par termina en 6 u 8. Indicacion: usar el ejercicio 9 y probar
previamente que si n € N, entonces 16" termina en 6;

2) un numero primo no puede ser un nimero perfecto;

3) ninguna potencia de un primo es un nimero perfecto.



Capitulo 5

Congruencias

Se equivoco la paloma,

se equivocaba.

Por ir al norte, fue al sur.
Creyo que el trigo era agua.
Se equivocaba.

Metamorfosis del clavel
Rafael Alberti (1902-1999)

5.1. Congruencias

Una de las herramientas mds potentes para abordar cuestiones de divisibilidad es el

lenguaje de las congruencias, introducido por Gauss en sus Disquisitiones Arithmaticae
en 1801.

Definicion 5.1. Sea n un entero positivo. Diremos que los enteros a y b son congruentes
mddulo n, y se representa como a = b(mdd n), si al dividirlos por n dan el mismo resto.
Al niimero n se le llama mdédulo de la congruencia.

Ejemplo 5.1. Algunos casos particulares son los siguientes:

1) al dividir cualquier entero por n = 1 se obtiene resto 0, es decir, todos los enteros son
congruentes modulo 1;

2) sin = 2, los dos tnicos restos posibles son 0y 1. Los que dan resto 0 son los pares y
los que dan resto 1 son los impares;

3) paran = 5,es 9 = 19(m6d 5), —13 = 2(m6d 5) 6 5 = —5(mébd 5). En general, se
pueden clasificar los infinitos nimeros enteros en 5 clases (méd 5).

69
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Lema 5.1. a = b(mdd n) si'y sélo si a — b es muiltiplo de n.
Demostracion: Si a = b(méd n), podemos escribir
a=qgn+r y b=gn+r con0<r<n.

Restando ambas expresiones, se obtiene a — b = (¢; — ¢2)n. Y reciprocamente, suponga-
mos que a — b es multiplo de n y que

a=qn+r; Yy b=gn+ry con0<ry,ry <n.

Restando ambas expresiones, se obtiene a — b = (q; — q2)n + (11 — r2) y despejando,
r1 — 13 = (a —b) — (¢1 — g2)n, que es multiplo de n, es decir, es 7, — ry = 0. |
Proposicion 5.2. Sean un enteron > 1y a,b,c,d, k enteros. Se cumplen las siguientes
propiedades:

1) propiedad reflexiva: a = a(mdd n);

2) propiedad simétrica: si a = b(mdd n), entonces b = a(mdd n);

3) propiedad transitiva: si a = b(mdéd n) y b = ¢(mdd n), entonces a = c(mod n);

4) sia = b(mdédn)y ¢ = d(mdd n), entonces

a+c=b+dmédn) y ac=bd(mdédn);

5) Si a = b(mdd n), entonces

atk=btk(médn) y ak=bk(mdédn);
6) Si a = b(mdd n), entonces a™ = b (mdd n) para todo entero positivo m;

7) Si a = b(médn) y p(x) es una funcion polindmica en = con coeficientes enteros,
entonces p(a) = p(b)(mdd n).

Demostracion: 1), 2) y 3) son triviales y dicen que la relacion “ser congruente médulo n”
es una relacion de equivalencia sobre el conjunto Z. 4) Si a = b(méd n) y ¢ = d(méd n),
entonces a — b = gin'y ¢ — d = gon. Sumando ambas ecuaciones (a + ¢) — (b + d) =
(¢1 + g2)n, que es multiplo de n, o 1o que es 1o mismo a + ¢ = b+ d(mdd n). Del mismo
modo, como a = b+ ¢1ny ¢ = d + gon, multiplicando ambas igualdades queda

ac = (b+ qn)(d + gan) = bd + (bga + dq1 + q1gan)n,

es decir ac — db es miltiplo de n. 5) es consecuencia de 4) al ser kK = k(méd n). 6) se
deduce de 4) al multiplicar la congruencia a = b(mé6d n) por si misma m veces. Y 7) es
una consecuencia de 4), 5) y 6). |
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Ejemplo 5.2. Calcular el resto de la division entre 12 del niimero
n=14+21+3+..-4+99! 4 100!

Solucion: En el lenguaje de las congruencias, se trata de encontrar un entero r entre 0
y 12 tal que n = r(mdd 12), es decir, hay que reducir n médulo 12. En primer lugar,
4! =24 = 0(mod 12), por lo que si k > 4, es

Kl=k(k—1)...6-5-41=k(k—1)...6-5-0=0(méd 12).

Asi, n = 1!+ 2! 4 3!(méd 12), luego n = 9(mdd 12). |

Ejemplo 5.3. Paratodo k > 1,7 | (5% + 3. 2%2),

Solucién: Hay que probar que al dividir 5% + 3 - 25%=2 por 7 sale resto 0. Tenemos las
siguientes congruencias médulo 7:

5% 4 3. 2%h2 = 5%k | (_92). 2% =2 = 5%k _ 9%k = o5k _ 39K (méd 7)

al ser 3 = —2%(méd 7) y aplicando 4) de la proposicién Como 25 = 4(méd 7) y
32 = 4(méd 7), aplicando 6) de la proposicién[5.2] se deduce que:

5% 4 3.2 2 =95k _ 30k =4k _ 4k =(méd 7). |

Las propiedades anteriores prueban que se pueden pensar las congruencias practica-
mente como igualdades. Aunque no se puede usar la propiedad de cancelacion en los
productos, existen resultados parciales:

Proposicion 5.3. Si ak = bk(mdd n), entonces a = b(mdd %), donde d = MCD(k, n).

Demostracion: Como d = MCD(k,n), se puede escribir & = dk’ y n = dn/, con
MCD(k',n’) = 1. Por hipétesis, ka — kb = gn para algin entero ¢, de otra manera
es dk'a — dk'b = qdn/, y dividiendo por d, es k'a — k'b = gn’. Luego, n’ | k'(a — b), es
decir, a = b(méd n'). |

Corolario 5.4. Si ak = bk(mdd n) y k 'y n son primos entre si, entonces a = b(mdd n).
Corolario 5.5. Si ak = bk(mdd p) con p primo 'y p 1 k, entonces a = b(mdd p).

Ejemplos 5.1. Algunas aplicaciones de los anteriores resultados son:

1) 6 = 4(mdd 4) se puede cambiar por 3 = 2(mdéd 3), donde d = MCD(2,4); es decir,
3 = 2(méd 2).
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2) 44 = 8(mébd 9) se puede cambiar por 11 = 2(méd 3), donde d = MCD(11,9), es
decir, 11 = 2(méd 9).

Ejemplo 5.4. Un entero en numeracion decimal es divisible por 9 si y sélo si la suma de
sus digitos es divisible por 9.

Solucion: En efecto, sea la representacion decimal
n=ay+ar-10+as- 10>+ -+ a; - 107,

donde a; es un entero 0 < a; < 9. Como 10 = 1(méd 9), por 6) de la proposicién es
10°=1(m6d 9) y a; - 10° = a;(m6d 9), luegon = ay + ag + -+ - + a,(méd 9). |

5.2. Criterios de divisibilidad

Teorema 5.6. (Pequeiio teorema de Fermat) Si p es primo y p { a, entonces
aP~t = 1(maod p).

Demostracion: Sean los primeros p — 1 mltiplos positivos de a: a, 2a, . . ., (p—1)a. Estos
son dos a dos no congruentes entre si modulo p. En efecto, si fuese sa = ta(mdd p) con
s # t, cancelando a, seria s = ¢t(mdd p), lo cual es imposible al ser s y ¢ menores que p.
Al ser dos a dos no congruentes, dan p — 1 restos diferentes al dividirlos por p. Ninguno de
ellos puede ser 0, ya que si sa = 0(mdd p), cancelando a, serfa s = 0(mdd p), lo que es
imposible al ser 1 < s < p— 1. Por lo tanto, con esos p — 1 nimeros obtenemos los restos
1,2,...p— 1. Luego los nimeros a, 2a, . .. (p — 1)a son congruentes, en algiin orden, con
1,2,...p — 1. Multiplicando todas estas congruencias, obtenemos:

a-2a-3a...(p—1)a=1-2-3...(p—1)(mdd p),

es decir,
1-2:3...(p—1a”'=1-2-3...(p—1)(méd p),

y cancelando, a?~! = 1(méd p).
Ejemplo 5.5. Calcular el resto de la divisién de 614543 entre 17.

Solucién: Como 614 = 2(méd 17) (614 = 36 - 17 + 2), es 6145913 = 26913(mgd 17).
Como 17 1 2, el teorema 5.6 garantiza que 26 = 1(méd 17). Como 6943 = 433 - 16 + 15,

26943 = 2433~16+15 = (216)433215 = 1433215 = 215(m(')d 17)
Y finalmente, como 2* = 16 = —1(méd 17), es
215 = 24318 = (24)32% = (—1)*2% = —8 = 9(méd 17).

Asi, el resto buscado es 9. |
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Proposicion 5.7. Si p y q son niimeros primos distintos y a un entero tal que p{ a'y q 1 a,
entonces aP~V¢V) = 1(mdd pq).

Demostracion: Por el pequeio teorema de Fermat (teorema , sabemos que aP~! =
1(méd p). Aplicando 6) de la proposicién [5.2} se deduce que a®~ V(@1 = 1(méd p). De
manera similar, al ser a?~! = 1(méd ¢), se deduce que a?~1@"1) = 1(méd ¢). Como
pla® Db _1yq|aP D) —1yambos son primos distintos, pg | aP~H@=1) — 1,
o lo que es lo mismo, a1 = 1(méd pq). |

5.3. Congruencias lineales

Definicién 5.2. Si m es un entero positivo y a,b € Z, la ecuacién az = b(méd m) con
incognita x € Z, se llama una congruencia lineal.

Ejemplo 5.6. Resolver la congruencia lineal 4z = 2(mdd 28).

Solucién: Si x € Z es solucidn de esta ecuacion, entonces 4x = 2+28n para algiinn € Z,
lo que es obviamente imposible porque la parte izquierda de la igualdad es divisible por
4, pero la derecha no lo es. |

Ejemplo 5.7. Resolver la congruencia lineal 13z = 2(mdd 31).

Solucién: Si z € Z es solucion de esta ecuacion, entonces 13z = 2 + 31n para algin
n € Z. Observemos que MCD(13,31) = 1, luego por el corolario existen enteros s, t
tales que 1 = 13s + 31¢t. Luego, 13s = 1(mdd 31), y multiplicando esta congruencia por
2, queda 13(2s) = 2(méd 31), luego x = 2s (s € 7Z) es una solucion de la congruencia
planteada. |

El ejemplo anterior da la clave de la solucion de las congruencias lineales:

Proposicion 5.8. La congruencia lineal ax = b(mdd m) tiene solucion x € 7 si'y sélo si
d = MCD(a, m) divide a b. En tal caso, hay exactamente d soluciones no congruentes.

Demostracion: Supongamos que x € Z es una solucién de la congruencia lineal. Entonces
axr = gm+bparaalgin g € Z. Comod | ay d | m, se deduce que d | b. Reciprocamente,
supongamos que d | by sea b = kd con k € Z. Por la proposicién existen enteros
s,t tales que d = sa + tm. Multiplicando por k, queda b = kd = ksa + ktm, luego
aks = b—ktm = b(méd m). Si zo y 1 son dos soluciones de axz = b(méd m), aplicando
la proposici(’)n es 1 = x9(mdd 7). Las d soluciones incongruentes de la congruencia
dada son: m m m
—,ZL’U—FQ—,,ZL‘O_{—(d—l)E} I

{I0,$0+ d d
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Ejemplo 5.8. Probar el teorema de Wilson: si p es primo, se verifica la congruencia
(p— D!+ 1= 0(mod p).

Solucion: En efecto, por el pequeio teorema de Fermat (teorema [5.6) la congruencia
2P~ = 1(méd p) (equivalentemente, zP~! — 1 = 0(mdd p)) tiene p — 1 soluciones dife-
rentes 1,2, ..., p — 1. Luego,

Pl —1=(@—-1)(z—2)...(x — (p—1))(méd p).
Como cualquier valor de z satisface esta congruencia, si hacemos =z = 0, sera

—1=(=1)(=2)...(=(p—1))(méd p) = (=1)" '1-2...(p — 1)(méd p),

es decir, (—1)P"'- (p— 1)! +1=0(mbd p). Sip = 2, queda —1 + 1 = 0(mbd 2) y si p
es impar, queda que (p — 1)! + 1 = 0(mdd p). |

5.4. La funcion ¢ de Euler

Definiciéon 5.3. Sin € N, denotamos por ¢(n) al nimero de enteros positivos menores o
iguales que n y que son coprimos con 7 (por definicion, ¢(1) = 1), y se llama la funcion
¢ de Euler.

Proposicion 5.9. Si p primo, ¢(p) = p — 1.
Proposicion 5.10. Si p primoyn € N, es ¢(p") = p" — p" L.

Demostracion: Los enteros positivos menores o iguales a p" y que no son coprimos con

p" son
n—1

P,2p,3p,...p%2p%, 3p%, . TR 2p R 3 R L p

es decir, hay p"~! de tales enteros. Por lo tanto, ¢(p") = p"* —p" ! = p"tp—1) =
p(p = 3)- |

Corolario 5.11. Si p primoyn € N, Zgé(pl) =p".
i=0

Demostracion: Aplicando la proposicién [5.10]

D00 = o) + 3 (0 —r ) =1 -1 Y =

pt—1
p—1

(1) +(p—1) =1+p"—1=p". 1
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Teorema 5.12. Sin = pi'ph> ... pkr es la factorizacion candnica de n € N, entonces

T

o) = T[ =) =n 1~

i=1

Demostracion: Se demuestra por induccion. El nimero de enteros positivos menores 0
iguales a n que no son divisibles por p; estd dado claramente por la expresion n — pﬂl.
Supongamos que el nimeros de enteros positivos menores o iguales a n y que no son

divisibles por p1, pa, ..., ps (con s < r) viene dado por la expresion:
1 1 1
nl——)(1-—)...(1——).
P1 D2 Ds
Los mudltiplos de ps,1 menores o iguales a n son P11, 2psi1, - - -, pSLHpsﬂ. De éstos, los
nimeros que no son multiplos de pq, po, . .., ps son aquellos en los que los coeficientes
de ps.q (es decir, 1,2,3, ..., Iﬁ) no son divisibles por py, ps, . . ., ps. Por la hipétesis de
induccion, el numero de tales enteros positivos esta dado por la expresion:
n 1 1 1
1-—)1-—)...(1——).
Ps+1 b1 P2 Ps

Por lo tanto, el numero de enteros positivos menores o iguales a n que no son divisibles
por p1, pa, . . . Ps+1 estd dado por la expresion:

1 1 1 n 1 1 1
n(l—p—l)(l—p—Z)...(l—p—S)—psﬂ(l—p—l)(l—p—z)...(l—;s):
1 1 1

A= )1 = ) (1= ),

Proposicion 5.13. Si n > 1, la suma de los enteros positivos menores o iguales a n 'y
. 1
coprimos con n es 3n¢(n).

Demostracion: Sean my, ma, . .., Mgy, los enteros positivos menores o iguales a n 'y co-
primos con n. La suma de estos enteros es:

S =my+my+ -+ My
Paracadai € {1,...,¢(n)}, n —m; y n son primos entre si, luego los enteros positivos
menores o iguales a n y coprimos con n se pueden expresar también del modo:
(n—m1), (n —ma),...,(n —mgm)),
luego
S=(n—-—m)+n—-—mg)+- -+ (n—mgm)).
Sumando ambas expresiones para S, se obtiene:

b(n)
25 =n+~~+n =nd(n). |
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Lema 5.14. La funcion ¢ de Euler es una funcion numérica multiplicativa, es decir, si m
y n son primos entre si, entonces ¢(mn) = ¢(m)p(n).

Demostracion: Seanm = p{'p3*...pSryn = qf ! q§2 ... ¢% las factorizaciones canénicas
de estos enteros, donde p; # ¢; para cada valor de los indices. Entonces:

mn = pl'ps? .. .pff"qflqg2 o qfs,

y aplicando el teoremal[5.12}
1 1 1 1 1 1
d(mn) —mn(l—p—l)(l—p—Q)...(l—p—T)(l—a)(l—g)...(l—;)_

(m = yei= ) (w1 = )= ) = omlotn).

b1 DPr q1 qs

Observacion 5.1. Sin embargo, no es una funcién multiplicativa completa: ¢(3) = 2y

$(6) = 6(1—3)(1 —3) = 2. Pero ¢(3-6) = $(18) = 18(1 — 3)(1 — ) = 6 # &(3)(6).

5.5. El teorema chino de los restos

Proposicion 5.15. Existe solucion del sistema de congruencias lineales

#

siy s6lo si MCD(my, my) | (ay — ay). Si existe una solucion x1, cualquier otra solucion
es de la forma x = x1(mdéd mem(my, my)).

ai(méd my)
as(méd my)

Demostracion: Six = a;(mdd m, ), entonces x = a; +km4 con k un entero. Sustituyendo
en la segunda ecuacion lineal, tenemos a; + km; = as(mdd my), con lo que km; =
(a3 — ag)(méd my). Por la proposicion esta congruencia tiene solucion si y sélo
si MCD(my,ms) | (as — a1). Supongamos que existe una solucién zy; cualquier otra
solucion es de la forma zg + %t, donde d = MCD(m;, m3) y t es un entero. Por lo tanto,

mime

d

mo
x:a1+km1:a1+(x0—|—7t)m1:al—l—xoml—i— t.

Como x; = a3 + zgm4 es un entero y MCD(my, ms) - mem(my, mg) = mymes, se tiene
que z = x1(méd mem(my, my)). |
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Teorema 5.16. (Teorema chino de los restos) Si MCD(m;,m;) = 1 para i # j, el
sistema de congruencias lineales

xr = ai1(moédmy)
r = ag(mdd my)
r = ap(médmy)

tiene una solucion vinica médulo m = my ... m,,.

Demostracion: Sea M; = ™ paracadai € {1,...,n}. Entonces, MCD(M;, m;) = 1. Por
7
la proposicion [5.8] existen soluciones tnicas para las congruencias lineales

Mz = 1(méd my), Maxs = 1(méd my), ..., Mz, = 1(méd m,).
Multiplicando cada una de ellas por el factor correspondiente, queda:
Miziaq = a;(méd my), Maxsas = as(méd ms), . .., Myx,a, = a,(méd my,).
Cada una de las congruencias lineales del enunciado se cumple si
x = Mixia1 + Msxsas + - - - + Myx,a,,

ya que M, contiene el factor m, si ¢ # j. Luego el sistema de congruencias lineales tiene

solucién. Si 2’ es cualquier otra solucién del sistema, es ' = a;(méd m;) para cada i,
luego z' = x(méd m;) y como MCD(m;, m;) = 1 para i # j, aplicando iteradamente la
proposicion (5.15] se llega a que =’ = z(méd m). |

5.6. Ejercicios
1.- Sea n un entero. Demostrar que:
6| (n®—n); 2)30| (n° —n);
3)sinesimpar, 8 | (n? —1); 4)24 | (n* +2n® — n? — 2n).

5) si n es impar y no es multiplo de 5, entonces n? — 1 6 n? + 1 es miiltiplo de 10.

2.- Responder a las siguientes cuestiones:
1) hallar el resto de dividir 238422 entre 7 y el de dividir 11334°! entre 5;

2) probar que 53'% + 1033 es divisible por 39 y que 111333 + 333! es divisible por 7;
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3) calcular el resto de dividir el nimero 2332 — 7n + 4 entre 7;
4) demostrar que para todo n € N, el nimero 72"+ 4+ 11271 es multiplo de 18;
5) demostrar que para todo n € N, el ndimero 33" + 531 es mdltiplo de 14;

6) calcular el resto de la divisién de 6% entre 7 y entre 13.

3.- Sea p un primo impar. Demostrar que:
D1t 207t oo (p— 1P = —1(mdd p);
2) a? = a(mdd p) para todo a;

3)1P 4+ 20+ -+ (p — 1)? = 0(méd p).

4.- Demostrar que la suma de los digitos de n € N (escrito en sistema decimal) es con-
gruente (mod 9) con el propio n. Deducir un criterio de divisibilidad por 9.

5.- Se pide demostrar:
sin € N,n?noes congruente con 2 modulo 3;
2)sin € Nes impar, n? = 1(méd 4);

3) si p es primo y a es un entero, (a + 1)? = (a” + 1)(mdéd p).

6.- Demostrar las siguientes propiedades de la funcién ¢ de Euler:
1) ¢(n?) = no(n);
2) sin > 2, entonces ¢(n) es par;

3) sin > 1, entonces Zgb(d) =n.
d|n

7.-Sin = ag+a;-10+ay-10% +- - -+ ay - 10 es la representacién decimal de un entero
positivo, probar:

k
1) n es divisible por 11 siy sélo si Z(—l)iai es divisible por 11;
i=0
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2) n es divisible por 7 si y s6lo si
a0+3a1+2a2—a3—3a4—2a5+a6+3a7+2a8—a9—2a11...

es divisible por 7.

8.- Resolver el sistema de congruencias lineales:

8(mod 5)
5(méd 3)
11(méd 7)
2(méd 4)

8 8 8 8

9.- Resolver las congruencias lineales:
1) 13z = 17(mdd 42);
2) 36x = 53(mdd 131);

(

(

3) 11z = 25(méd 60);

4) 64z = 16(méd 84);
(

5) 21z = 15(mdd 39).
10.- Probar el reciproco del teorema de Wilson (ejemplo[5.8): si (n —1)!+1 = 0(méd n),
entonces n es primo.
11.- Demostrar que si n no es un primo, entonces (n — 1)! + 1 no es una potencia de n.

12.- Probar que si MCD(a, m) = 1, entonces la congruencia lineal ax = b(méd m) tiene
exactamente una solucion.

13.- Sean a y b dos enteros no nulos, @ = b(méd 6). Decidir si las afirmaciones siguientes
son ciertas o falsas, demostrdndolas o dando un contraejemplo:

1) a y b son de la misma paridad;
2) a = b(mdd 3);

3) si a y b son pares, entonces a = b(madd 12);
4) 2a = 2b(méd 12);

5) si a'y b son divisibles por 3, entonces

¢ = 2(mod 6).
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14.- Sean ay, as, as, a4, as, ag, a7 y ag enteros positivos distintos. Se pide probar:
1) entre ellos, existen al menos dos cuya diferencia es un multiplo de 7;

2) probar que existe un multiplo de 7 cuya escritura decimal no contiene més que Os y
Is. Indicacion: Basta con elegir adecuadamente los 8 enteros.

15.- Se dice que un entero a es inversible (mdd n), si existe otro entero b, tal que ab =
1(mdd n). Se pide:

1) encontrar los elementos inversibles (mdd 5), (mdd 6), (m6d 9) y (méd 11);

2) encontrar el inverso de 107 (mdd 281) y el inverso de 281 (mdd 107). Indicacion:
Calcular antes MCD(107, 281) y encontrar su representacion lineal;

3) probar que a es inversible (mdd n) si 'y s6lo si MCD(a, n) = 1.
16.- Sean a, b, c y d enteros no nulos. Decidir si son ciertas o falsas las siguientes afirma-
ciones, demostrandolas o dando un contraejemplo:
I)sia|byalc,entonces ¢? — 20 es miltiplo de a;
2) si existen dos enteros u y v tales que au + bv = d, entonces mem(a, b) = |d|;
3) si @ y b son coprimos, también los son a y b%;
4)ysia|(b+c)ya|(b—c),entoncesa|byalc;
5)si 19 | ab, entonces 19 | a 0 19 | b;
6) si a es multiplo de by ¢ es multiplo de d, entonces a + b es miltiplo de ¢ + d;
7) si 4 |/bc, entonces b o ¢ es impar;
8)sia|byb |/, entonces a |/c;
9) si 6 | b2, entonces 36 | b%;
10) si 5 | b2, entonces 25 | b?;
11) si 12 | b2, entonces 9 | b?;

12) si 91 | ab, entonces 91 | a 0 91 | b.



Capitulo 6

Polinomios

La poesia con anemia,
con tisis el ideal,

bajo la capa el puiial

y en la boca la blasfemia.

Abrojos
Rubén Dario (1867-1916)

En este capitulo, vamos a considerar el conjunto de los polinomios en una variable, y
vamos a ver que posee propiedades anédlogas a las de los enteros, como el algoritmo de la
division, el de Euclides o la factorizacién tinica en primos.

6.1. Los algoritmos de la division y de Euclides

Definicion 6.1. Denotamos por R[z| al conjunto de los polinomios en una variable, es
decir, p(x) € R[z] si es de la forma p(z) = a,2™ + a,_ 12" ' + - + a1z + ag, donde
los coeficientes ay, - - - , a,, € R. Dos polinomios son iguales si coinciden todos sus coefi-
cientes.

Definicion 6.2. Dado p(z) € R[z], si todos sus coeficientes son cero, p(z) es el polinomio
nulo. Si para cada k > 1 es ay = 0, p(x) es un polinomio constante.

Definicién 6.3. Sip(z) = a,2" + ap_ 12" ' + -+ + a1z + ap € R[z] y a,, # 0, se dice

que p(x) tiene grado n y se denota por grad(p(z)) = n. Los polinomios constantes tienen
grado 0.

81
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Definicion 6.4. Dos polinomios p(z), ¢(z) € R[z] se suman y multiplican de la manera
natural. Si
p(7) = apa™ + ap 12" 4 dawtag Y

q(7) = bpx™ + by 2™+ -+ by + by,
(suponemos grad(p(z)) = n, grad(q(z)) = my m > n):

(p+q)(x) = bpa™ + .. bp12™ + (an + bp)z" + + -+ + (a1 + b))z + (ag + bo)

(P q) (1) = apbpa™™ + -+ (aghy + a1by + asby)x® + (aghy + arbo)w + aghy =

— % (Z akbj_k> a’.

k=0

Observacion 6.1. grad((p+ ¢)(z)) < max{grad(p(z)), grad(¢(x))} y grad((p- ¢)(z)) =
grad(p(x)) + grad(g(x)).

Observacion 6.2. Se denota por Z[z]| (respectivamente, Q[z]) al subconjunto de R[z]
formado por los polinomios con coeficientes enteros (respectivamente, racionales). La
suma y la multiplicacién de polinomios son operaciones binarias sobre R[z|, Z[z] y Q[x].
Los polinomios nulo y constante p(x) = 1 son las identidades aditiva y multiplicativa,
respectivamente.

6.1.1. Algoritmo de la division

Teorema 6.1. Sip(z), q(x) € Rlz]yq(z) # 0, existen dos polinomios vinicos c(z),r(x) €
Rx] —el cociente y resto, respectivamente— tales que:

pl) = c(2)a(x) + r(z), grad(r(x)) < grad(¢(x)) & r(z)=0.

Demostracion: Vamos a hacer la prueba por induccion (fuerte) sobre el grado de p(z).
Sean p(r) = ap 2" +a, 12" 4 -+ ayz+ag, ¢(x) = by ™ + by 1 2™ 4 b+ by,
grad(p(x)) = ny grad(¢(z)) = m. Sin < m se deduce la propiedad tomando ¢(z) =0y
r(z) = p(x); es decir, el teorema se cumple para n < m. Sea ahora n > m, y suponemos
que la propiedad se cumple para cualquier polinomio de grado menor que n. Sea h(x) =

Z—nx”’m. Observemos que h(x) - g(x) — p(z) no posee término de grado n; se puede

entonces escribir p(z) = h(z)-q(x)+r(z), donde grad(r(x)) < grad(p(z)). Sir(x) =0,
se cumple el teorema tomando c¢(x) = h(z) y r(z) = 0. Si r(x) # 0, la hipdtesis de
induccion nos permite escribir r(z) = C(z)q(z) + R(z), donde grad(R(x)) < m =
grad(g(x)). Y entonces,

p(x) = C(x)q(x) + R(x) + h(x)q(z) = (C(z) + h(z))q(z) + R(z),
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y se obtiene el resultado tomando c(z) = C(x) + h(z) y r(z) = R(z).

) = +
Si co(x), ro(z) € Rlz], grad(ro(x)) < grad(q(z)) (0 ro(z) = 0)y p(z) = co(x)q(z) +
ro(z), entonces (co(x) — c(x))q(x) +1o(z) — r(x) = 0. Igualando coeficientes, se deduce

que ro(x) — r(x) y co(x) — c(z). |

Corolario 6.2. Si p(x) € R[z] y a € R, existe ¢(x) € R[z]| tal que

p(z) = (z = a)e(z) + p(a).

Demostracion: Se aplica el teorema [6.1]al polinomio ¢(z) = = — a. El resto debe ser una
constante —pues grad(c(z)) = 1-, que se determina evaluando p(z) en z = a. |

Definicién 6.5. Dados p(z),q(z) € R[z|, diremos que p(z) divide a q(z) —se denota
p | g—siexiste c(z) € Rlz| tal que q(z) = p(z)c(z).

Definicion 6.6. Dado p(z) € Rz}, si p(a) = 0, se dice que a es una raiz de p(x).
Teorema 6.3. Sean p(z) € R[z] y a € R. a es una raiz de p(x) si'y sélo si (x — a) | p(x).

Demostracion: Si (x — a) | p(z), a es claramente una raiz. Y si a es una raiz, como
p(a) = 0, el corolario [6.2] garantiza que (z — a) | p(z). |

Teorema 6.4. Si p(z) = a,z" + -+ - + a1z + ag € R[z] y a, # 0, p(x) tiene a lo sumo n
raices.

Demostracion: Lo haremos por induccién sobre el grado de p(x). Sin = 0 (p(z) # 0),
entonces p(z) = ag # 0y no posee raices. Si n > 1y no tiene raices, hemos terminado;
si a es unaraiz, (r —a) | p(z) y entonces p(z) = (z — a)q(x), con grad(¢q(z)) < n.Enel
anterior producto de polinomios, el primero tiene exactamente una raiz y la hipétesis de
induccidn garantiza que el segundo tiene a lo sumo n — 1 raices. |

Definicién 6.7. Dados p(x), q(z) € R[z] — {0}, se llama mdximo comun divisor de p(z)
q(z) ad(x) € Rlz] —y se denota MCD(p(x), ¢(x))—, verificando:

) d(z) | p(z) y d(z) | g(x) (es decir, d es divisor comin de p y de q);

2)sic(x) € R[z]estal que c¢(z) | p(x) y c(z) | g(z), entonces c(x) | d(x) (es decir, d(x)
es el mayor en grado entre los divisores comunes de p y de q).

Teorema 6.5. Dados p(z), q(x) € R[z] — {0}, existe MCD(p(x), q(x)) y es dinico, salvo
factores multiplicativos. Ademds, existen a(x),b(x) € Rx] tales que MCD(p(x), q(z)) =

a(z)p(z) + b(z)q(w).
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Demostracion: Sea S C R]z]| el conjunto de los polinomios que se pueden escribir de la
forma a(x)p(z)+b(x)q(z), paraa(x), b(x) € R[z]. Se puede demostrar que es el conjunto
de todos los multiplos de un cierto d(x) € R[z| (ver, por ejemplo teorema 6.27 en [AW]).

Ademés, p(z),q(x) € S yaque p(z) =1 p(x) +0-q(z)yq(r) = 0-p(z) + 1-q(x).
Luegod | pyd | q.Sic(x) € Restalquec | pyc| g, entonces ¢ | d,al serd € S. Es
decir, d(z) = MCD(p(x), g(x)). |

Observacién 6.3. Los polinomios a(xz), b(x) € R[z] del teorema [6.5|que proporcionan la
identidad de Bezout no son unicos.

Observacion 6.4. Se verifican —y generalizan a las propiedades andlogas para nimeros
enteros— las siguientes propiedades:

1) sip(z) | (), entonces MCD(p(z), q(z)) = p(z);

2) p(z) = c(x )cg

(x) +r(z), con grad(r(z)) < grad(q(x)), entonces MCD(p(x), q(z)) =
MCD(¢(z),

r(z)).

6.1.2. Algoritmo de Euclides

El algoritmo de Euclides permite calcular el mdximo comun divisor de dos polinomios
de manera sencilla.

Sean p(z),q(z) € R[z] — {0} con grad(p(x)) > grad(q(z)) > 0. Aplicando el teorema
de manera reiterada, es posible encontrar ¢ (z), c2(z), ..., ¢, (), cnr1(x) € Rlz]y
ri(x),re(z), ..., ra(z) € Rlz] — {0} verificando:

p(x) = er(z)q(z) +ri(z),  grad(r(z)) < grad(g(z)),

q(x) = c2(z)ri(x) + ro(x), grad(ra(z)) < grad(ri(z)),
ri(z) = es(x)ra(x) + ra(x), grad(rz(x)) < grad(rq(x)),

Tno(z) = cp(x)rp_1(x) + rp(z), grad(r,(z)) < grad(r,_1(z)),
Tn1(2) = cpp1(x)rp(x).

Por la observacion[6.4] se deduce que
MCD(p(x), q(x)) = MCD(q(z), r1(x)) = - - - = MCD(ry (), 0) = rn().

Ejemplo 6.1. Calcular MCD(p(z), ¢(z)), donde p(z) = 32° + z + 1y q(z) = 22
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Solucion: Aplicando el algoritmo de Euclides,

p(x) =32+ 2+ 1=32 2"+ (v — 1) = ¢;(v)q(x) + 1 (x),
gz)=2>=(x+1)(xz—1)+1=coz)ri(z) + m2(),
rz)=z—1=(zx—1)-1=cs(x)rs(z).

Luego,

MCD(p(z), g(x)) = MCD(q(z), 1 (z)) = MCD(r(z),r2(x)) = MCD(r3(x),0) = 1.
Ejemplo 6.2. Calcular MCD(p(x), ¢(z)), donde p(z) = 2*+22°+2x+1y q(x) = 22 +x.
Solucion: Aplicando el algoritmo de Euclides,

plx)=2"+20" +22+1=(z+1)(2* + ) + (x + 1) = a1 (2)g(x) + ri(x),
q(z) =2+ 1 =2(r+ 1) = (). (2).
Luego,
MCD(p(z), ¢(x)) = MCD(q(z), 1 (z)) = MCD(r1(z),0) = = + 1.

6.2. Factorizacion

Definicion 6.8. p(z) € R[z] — {0} es reducible, si existen ¢(z), h(z) € R[] tales que
p(z) = q(z)h(x), siendo 1 < grad(q(x)), grad(h(z)). Se llama irreducible en caso con-
trario.

Observacion 6.5. Se verifican las siguientes propiedades:

1) los polinomios de grado 1 son irreducibles;

2) si p(x) € R[z] — {0} es irreducible y grad(p(x)) > 2, entonces p(z) no tiene raices.
Pero el reciproco no es cierto: por ejemplo p(z) = (22 + 1) no tiene raices y es
reducible.

Lema 6.6. Si p(x) € R[z]| es irreducible y divide a un producto de polinomios a(x)b(x),
entonces p(x) | a(x) o p(x) | b(x).

Demostracion: Si p(z) 1 a(z), es MCD(p(z),a(x)) = 1. Por el teorema 6.5} existen
s(x),t(x) € R[z], tales que 1 = s(z)p(x) + t(z)a(z), y por lo tanto
)+

b(x) = s(x)p(x)b(x) + t(x)a(z)b(z).
Pero p(z) | t(x)a(z)b(z) y p(x) | s(x)p(x)b(x), luego p(z) | b(x). |
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Teorema 6.7. Si p(z) € R[z] es reducible, se puede escribir como un producto de poli-
nomios irreducibles. La descomposicion es tinica, salvo el orden de los factores y la mul-
tiplicacion por constantes.

Demostracion: Por hipdtesis, existen ¢(z), h(x) € R[z] tales que p(z) = g(z)h(z), con
grad(q(z)), grad(h(z)) < grad(p(x)). La prueba se hace entonces por induccion fuerte
sobre el grado. La unicidad se obtiene a partir del lema [6.6] |

6.3. Raices y multiplicidades

Definicion 6.9. Sea p(x) € R[z] y a € R una raiz de este polinomio. Se dice que a tiene
multiplicidad m € N, si (z — a)™ | p(z) y (x — )™ { p(x). Sim = 1 diremos que a es
una raiz simple, y es miiltiple en caso contrario.

Definicién 6.10. Sip(z) = a,2"+a,_12" '+ - -+a;x+ay € R[z], llamamos polinomio
derivado a:
P (2) = napa™ ' 4 - + 2097 + ay.

De manera similar, se pueden definir los polinomios derivados de cualquier orden p”(x),
p"(x), ... P ().

Lema 6.8. Formula de Taylor Sea p(r) = a,z™ + ap_12" ' + -+ + ayx + ag € R[z],
entonces

(n) 1
pla n pla
p@) =2 Do oyt 1 B0 4 f(0) (o — ) + 1)
Demostracion: La prueba de hace por induccion sobre el grado de p(x). |

Teorema 6.9. Sea p(x) € R[z] y a € R una raiz. Su multiplicidad es m si y solo si

pla) =p'(a) = ... =p!" V(a) = 0y p™(a) # 0.
Demostracién: Si la multiplicidad es m, es (z —a)™ | p(z) y (# —a)™"" + p(z). Por la
férmula de Taylor (lema, debe ser p(a) = p'(a) = ... = p™Y(a) =0y p™(a) # 0.
Y reciprocamente, si p(a) = p'(a) = ... = p™Y(a) = 0y p™(a) # 0, es

)y (m) (g
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6.4. Descomposicion en fracciones simples de las funciones
racionales

p(v)
q(x)*

Definicion 6.11. Una fraccion simple es una expresion de la forma ,donde p(x), q(x) €

Rlz], g(z) es irreducible y grad(p(x)) < grad(q(z)).
Lema 6.10. Sean p(z),q(x), ¢1(z), ¢2(x) € Rz], de modo que q(x) = q1(z)q2(x), con
MCD(q1(z), g2(x)) = 1. Entonces:
p(z) ri(z) | ra(z)
@) " c(r) + —=
donde c(x),r1(x),r2(x) € Rlz), grad(r(x)) < grad(q:(x))y grad(ra2(x)) < grad(qz(x)
Demostracion: Por el teoremal6.1| p(z) = ¢(z)q(x)+r(z), con grad(r(x)) < grad(q(z)).

Como MCD(q; (), g2(x)) = 1, el teorema [6.5] garantiza que existen a(z),b(z) € R]z]
tales que a(x)q;(z) + b(z)g2(x) = 1. Multiplicando por r(z), se tiene que

)
r(z)a(@)q () +r(2)b(2)ge(r) = r(z

)-

), luego:
pa) o) b))+ r@e@a ()
aw) = Ty =t @)
gy T@ME) r@a@) @) ()
= o) ¢ (z) ga(z) ( )+91( )+612($)'
Y como MCD(q: (%), g2(x)) = 1y grad(gq(z)) = grad(q:(x))+grad(gz(z)), es grad(a(z)) =

)
grad(qe(z)) y grad(b(z)) = grad(q;(z)), de donde se deduce que grad(r(x)) < grad(q;(x))
y grad(ry(z)) < grad(gz()). |

La siguiente descomposicion se usa —entre otras cosas— para integrar fracciones racionales,
ya que las integrales de fracciones simples son mas faciles de calcular.
Teorema 6.11. Sean p(z), q(z) € R[z], MCD(p(z), q(z)) = 1yq(x) = qi(x)* - - g.(z)*
la factorizacion en polinomios irreducibles de q(x). Si c(x),r(x) € Rlz] son el cociente
y el resto de la division de p(x) entre q(x), es decir,

p(x r(z
P o)+ 2,
existe una tinica descomposicion de E ; como suma de fracciones simples con denomi-
nadores de la forma q;(x)™, para 1l < m < k;.
Ejemplo 6.3. Si p(z) = =50z — 10 = —10(5z + 1) y ¢(z) = (z — 1)*(z + 2)(2* + 1),
entonces MCD(p(z),q(x)) =1y
) —10 5 2 9—-Tx

P
q(z) (x—1)2+x—1+x—|—2+x2—|—1'

H
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6.5. Ejercicios

1.- Factorizar los siguientes polinomios:
() 2® — 622 + 11z — 6.
(ii) 2 — 32% — 92 — 5.
(iii) 2® — 222 — 492 + 98.
(iv) 3z* — 923 + 322 4+ 92 — 6.
(v)at + 1223 + 5422 + 1082 + 81.
(vi) 423 — 1222 + 112 — 3.
(vii) 3 + 22 — 5x + 3.
(viii) 2% + 722 — 9z — 63.
(ix) z* + —222 + 1.

(x) 23 + 722 + 152 + 9.

2.- Calcular el cociente y el resto de las divisiones de p(x) entre ¢(x), donde:

() p(z) =322 + 62 —9yq(z) =2 — 3.

(i) p(x) = 32 — 22 + 3x + 3y q(z) = 2* + 1.

(iii) p(z) = 22 + 6z — 1y q(z) = = — 1.

(iv) p(z) =32 — 222 + 3 + 3y q(z) =z + 1.

W plz)=2°—2*+2r—3yq(z) =z +2.

vi)pz) =2+ 23+ xyqlx) =+ 1.

(vii) p(x) = 327 — 225 + 23 — 4y q(z) = 22* — x + 3.
3.- Calcular el valor de m para que el polinomio 3z® — 222 + max + 3 sea divisible por:
Hx—1,0)z+ 2y (@{i) z + 3.

4.- Encontrar los polinomios p(z) tales que p(z) + 1 sea divisible por (z — 1)y p(z) — 1
por (x + 1)%,



6.5. Ejercicios 89

5.- Calcular MCD(p(x), g(x)) y encontrar una identidad de Bezout, en los siguientes ca-
S0S:

O pr)=at+a2®-22> -4z —1yqz) =23+ 22— 2 — 1.
(i) p(x) = z* —102% + 1y ¢(z) = 2* — 423 + 62% — 4o + 1.
(i) p(z) =2* — 23 - 20+ 1y q(x) =2 + 2 + 1.

3

i) px)=ad—2>—2—-2yqlx)=2° -2+ 22 — 2 — 2.

(v) p(x) = 2% — 22° + 22 — 32 + 32% — 2z yq(x) =2t — 223 + 2% — 2w — 1.

6.- Paran € N, ;cudl es la multiplicidad de 2 como raiz del polinomio

nz™t? — (4n + 12" + 4(n 4+ 1)a"™ — 42" 17

7.- (Para que valores de a € R, el polinomio (z + 1) — 27 — a admite una raiz miltiple
real?
8.- Descomponer los siguientes polinomios en productos de polinomios irreducibles:

() z* + 2% + 4.

(i) 2% + 2t + 1.

(iii) z* — 623 4+ 72> + 62 — 8.

(iv) 2"t +1,conn € N.

(v) z* + 1.

9.- Descomponer en fracciones simples los siguientes polinomios:

. 6
M 202 —1°
241
(i1) )
(x —2)3(x — 1)%(22 + Tz + 12)
(iii) L2
(2 +x+1D)(z—1)
1
(iv) T .
b —at 4203 — 222 4+ —1
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22 +3x+5
O s
24+ x—2

(L’2

(vi)

1

vii .
( )x+x3

1
23+ 622 +11lx +6
x
% —4x? +br — 2
x
(x —1)*x—2)

x3

(2 4+ 1) (22 +x+1)

l‘2

x4+ 1

(viil)

(ix)

(x)

(xi)

(xi1)

(x —1)(x —2)(x = 3)°

Capitulo 6. Polinomios



Capitulo 7

Desigualdades

El viento no escucha.

No escuchan las piedras,

pero hay que hablar, comunicar,
con las piedras, con el viento.

Con las piedras, con el viento
José Hierro (1922-2002)

Una desigualdad es un enunciado sobre nimeros reales que envuelve alguno de los
simbolos <, <, > 0 >.

Proposicion 7.1. Se verifican las siguientes reglas bdsicas referentes al orden de los
niimeros reales:

1) si x € R, se da una de las tres propiedades mutuamente excluyentes: x > 0, x < 0 o
xz=0;

2) si x > vy, entonces —x < —1,
3)siz>yycé€ER, entoncesr+c>y+c
4)sixz > 0ey > 0, entonces xy > 0,

S5)Six >yey > z entonces v > z,

6)si0 <z <y,esz’ <azy<y’yz <.
7)sia>0,es|z| <asiysolosi—a<z<a,
8)sia>0,es|x|>asiysdlosiz>ao—x < —a,

9) —|z| <z < |zl

91
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7.1. Inecuaciones polindmicas

Definicion 7.1. Una inecuacion es una desigualdad entre dos expresiones algebraicas en
las que hay una o més cantidades desconocidas (incognitas) y que solo se verifica para
determinados valores de la incgnita o incognitas.

Ejemplo 7.1. Un ejemplo de inecuacién es: |z — 3| < 2|z + 3.
Definicion 7.2. Dos inecuaciones son equivalentes si tienen las mismas soluciones.
Observacion 7.1. Se obtienen inecuaciones equivalentes si:

1) se suma o se resta un mismo nimero a los dos miembros de la desigualdad,

2) se multiplican o dividen los dos miembros de la desigualdad por un mismo niimero
positivo,

3) se multiplican o dividen los dos miembros de la desigualdad por un mismo nimero
negativo y la desigualdad cambia de sentido.

Definicion 7.3. Una inecuacion lineal o de primer grado es aquella cuyos miembros son
polinomios de primer grado.

Observacion 7.2. En su resolucion se sigue un proceso andlogo al de resolucion de ecua-
ciones de primer grado.

Definicion 7.4. Una inecuacion de segundo grado es aquella cuyos miembros son poli-
nomios de segundo grado.

Observacion 7.3. Para resolverlas se dan los siguientes pasos:

1) se opera hasta obtener una inecuacién equivalente en la que uno de los miembros sea
0, y el otro, un polinomio,

2) se factoriza el polinomio (si es posible),

3) se estudia el signo de cada factor en las zonas inducidas por las raices y se determina
el signo del polinomio,

4) se escribe la solucién incluyendo o no las raices dependiendo del tipo de desigualdad.

Definicion 7.5. Una inecuacion polinémica es aquella cuyos miembros son polinomios
de grado superior a 2.

Observacion 7.4. Para resolverlas se sigue un proceso andlogo al de resolucién de in-
ecuaciones de segundo grado: dada la inecuacién a,z" + a,_ 12" 1 +-- -+ ayx +ag ~ 0,
donde ~ es cualquier signo de estos <, >, <, >.
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1) hallamos sus raices, que son a lo sumo n raices reales ag, . . . a,,

2) se estudian los signos en cada zona definida por las raices y se deduce la solucién de
la inecuacion.

Ejemplo 7.2. Resolver la desigualdad 22 + x < 422 — 6.

Solucion: La escribimos de la forma 23 + z — 422 + 6 < 0, que factoriza del modo
> +x—422 46 = (z+ 1)(x — 2)(x — 3), con lo que la inecuacién del principio es
equivalente a (z + 1)(z — 2)(z — 3) < 0. Estudiamos los signos, ayudandonos de la
siguiente tabla —donde se excluyen los ceros del polinomio—:

(—o0,—1) | (—=1,2) | (2,3) | (3,00)
r+1 — + + +
x—2 — — + +
r—3 — — — +
(x4 1)(x —2)(z — 3) - + - +
Asi a3 +x < 42% —6siysolosix € (—oo,—1] U[2,3]. ]

7.2. Algunas desigualdades clasicas

Lema 7.2. (Desigualdad de Cauchy-Schwartz) Dadas dos familias de niimeros reales
{a;}y, {b;}1, se cumple:

n

i=1 i=1

=1

Se da la igualdad si y solo si existe \ tal que a; = \b; para cada i.

n n
Demostracion: Suponemos que E ai # 0 # E b?; en caso contrario, para todo i serfa
. =1 i=1
a; = 0 = b;, y la desigualdad serfa trivial. Sean «, 3 € R, entonces:

n

0< Z (ava; — b)) = Z (o?af + 5°b; — 2afa;b;)
i=1

i=1

es decir, QQﬁZaibi < aQZa? + 5221912. Tomando o =
i=1 i=1 i=1

queda probado el resultado.
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Lema 7.3. (Desigualdad de Minkowski) En las condiciones del lema es

n

=1 =1

i=1

Demostracion: Lo que se desea probar equivale a demostrar que

n n

(a; +b;)? < ai+ >y b +2 a? nb?,
NUETEED SUES SLEEN) SN ) S

=1 i=1

n

es decir, simplificando Z(aibi) <

i=1

be, que es el lema(7.2 1

i=1

Lema 7.4. (Desigualdad triangular) Dada una familia de nimeros reales {a;}!_,, es
lay + -+ an] <ag| + -+ fan].
Demostracion: Como —|a;| < |a;| paracadai € {1,...,n}, sumando se deduce que
—(laa]| + lag| + - +an]) Car+az + -+ a, < (Jai] +ag| + - +aa)). 1

Lema 7.5. (Series de fracciones desiguales) Dadas dos familias de niimeros reales
{ai}iy, {bi > 0}, si

a a a1+ ---+a
=< @2 <... < n - 4 < Gt ton < _”
by ba by, by by +---+0b, by,
Demostracion: Si para cada i € {1,...,n} es a; = Z— (es decir, a;b; = a;), tenemos

a; < -+ < ay,. Asi, se deduce que:
arby < anby < apby

by < anby < by

albn S anbn S anbn

Luego, sumando miembro a miembro cada desigualdad, queda:

ar(br+- b)) Sar+-tap Sap(bi -+ b)),
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y dividiendo por by + - - - + b, se sigue el resultado. En el caso particular en que b; = by =
--- = b, =1, se obtiene que
ay+ay+---+ay,

ap<a<---<a, = a < - < ay,

es decir, la media aritmética de varios nimeros estd comprendida entre el mayor y el
menor de ellos. |

Lema 7.6. (Desigualdad de Bernoulli) Sih > —1yn €N, es (1 + h)” > 1+ nh.

Demostracion: Se demuestra por induccién sobre n. Si n = 1 es trivial. Supongamos que
es cierta paran € N, vedmoslo para n+1: por hipétesis de induccién es (1+h)™ > 1+nh,
y como 1 + ~ > 0, multiplicando queda que:

(1+h)" >0 +nh)1+h) =1+ n+1)h+nh*>>1+ (n+1)h.

Si fuese h > 0, en vez de hacerlo por induccién, bastaria con desarrollar aplicando la
formula de la potencia de un binomio:

o= (g (s (e () ()
e () s

Lema 7.7. (Desigualdades con las medias) Si {a;}!'_, son niimeros reales positivos,

no> > Yaray ... Qp > —————.
n - n - 142 n_i_i__i_i

al an

\/a%+a§+---+a2 ap+ag+---+a, n

Las anteriores expresiones se llaman respectivamente, media cuadrdtica (1), media arit-
mética (2), media geométrica (3) y media armonica (4).

Demostracion: (1)> (2) Basta con tomar la desigualdad de Cauchy-Schwarz (lema
con todos los coeficientes b; = 1, y queda que

(&) = (£7)
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La igualdad s6lo se da si y solo si los a; son iguales, ya que deben ser proporcionales a
los b; que valen todos 1.

(2)> (3) Sean A la media aritmética y G la geométrica; es claro si a; = -+ = a,,
entonces A = G. En caso contrario existen a;, a; tales que a; < A < a; . Si sustituimos
a; por Ay a; por a; + a; — A, es claro que la media aritmética no cambia. En cambio la
media geométrica aumenta estrictamente ya que

Ala; +a; — A) —aa; = (A—a;)(a; —A) > 0.

Repitiendo este proceso suficientes veces, llegaremos a un conjunto de n nimeros iguales,
cuya media aritmética A serd igual a su media geométrica, y ésta estrictamente mayor que

n

1
(3)> (4) Si tomamos los nimeros {— , como ya se ha probado, sus medias arit-
Q;

1=
mética y geométrica verifican la siguiente desigualdad:

T+l + L 11 1
n>n__

Y

n “Vaa a,

luego inviertiendo la desigualdad, es:

Vs an 2 37—

al an

7.3. Ejercicios

1.- Resolver la inecuaciones siguientes:
(1i)3—2x>8—Tx.
(i) (6 — 2z) > (1 — x).
(iii) 22 4+ 62 — 1 < 322 + 3z — 6.

(iv) 322 + 4 < a* + 323 + 3z.

(V) dx+a2—2 > x272.

24z T

(vi) 2(z + 3) > 3(z + 2).
(it 21— 22 5 )

(vii) 3 — 522 + 62 < 0.

2
z“+4 1 >x+3

(Vlll) x2—4 z—2 z+2°
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(ix) |z — 3| > 4.
X)|r —4| <z —2.
(xi)[2+ 2| > 1.

(Xll) —x +x+6 < 0.

2.- Sea una familia de nimeros reales positivos {a;}?_,, tal que a;as...a, = 1. Probar
quea; +as+---+a, > n.

3.- Sea una familia de nimeros reales positivos {a;}?_. Probar que

a a2 Qp—1 Qp
— =t + = >n.
Q9 as Ay ay

n! < ntl\"
' 2

5.- Sea una familia de nimeros reales positivos {a;}?_,. Probar que:

4.- Paran € N, n > 2, probar que

1 1 5
(ar+ay+--+a,) | —+-+— | >n"
aq Qp,

6.- Sea una familia de nimeros reales positivos {a;}?_,. Probar que:
naias...a, <ay +ay+---+a,.
7.- Probar la desigualdad del reordenamiento: dadas dos familias de nimeros reales posi-
tivos {a; }1, y {b;}},, tales que:
a1 <as < ...a,yby < by < ..lby,
si o es una permutacién de {1, ..., n}, probar que:
aiby, +agby_1 4 - -+ anby < a1by1y + a2bso) + -+ apbony < arby +agby + - -+ ayby,.

8.- Probar la desigualdad de Chebyshev: dadas dos familias de ndmeros reales {a;}7; y
{bi}1,, es:

a1+a2+---+anb1+b2+---+bn < &1b1+&2b2+"'+anbn

n n n
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9.- Probar la desigualdad de Hélder: dadas dos familias de nimeros reales {a;}"; y
{bi}iz1 y p,q > 0 tales que % + % = 1, entonces es:

(S0r)

10.- Probar la desigualdad de Minkowski: dadas dos familias de ndmeros reales {a;}?_; y
{b;}_; y p > 1, entonces es:

(Ssior) = (S (Sr)
=1 =1 =1

11.- Si a, b, ¢ > 0, probar que:

(1+%> (HS) (1+§>22(1+%\/b_;c>.

=

Z |aib;| < (Z ’Gi‘p>
i=1 i=1



Capitulo 8

Trigonometria y nimeros complejos

JHay algo, pregunto yo
Mds noble que una botella
De vino bien conversado
Entre dos almas gemelas?

Coplas del vino
Nicanor Parra (1914-)

Como ya sabemos, no todo polinomio con coeficientes reales posee raices (reales);
por ejemplo, x> + 1 = 0 no se anula para ningtin valor real. Si denotamos por el simbolo
i a aquel que verifica la igualdad i> = —1, se llama niimero complejo a aquel que es de la
forma z = a + ib, con a,b € R, donde a = Rez se denomina la parte real y b = Imz la
parte imaginaria.

Al identificar a € R con el nimero complejo a = a+ i0, podemos pensar que R C C.
A veces se identifica z = a + b con el par (a,b) € R?, y por eso se suele hablar del plano
complejo.

8.1. Trigonometria

La palabra trigonometria procede de las voces griegas tri-gonon-metron, es decir,
“medida de tres dngulos”.

La relacion entre los lados y los dngulos de un tridngulo vienen dadas a través de las
razones trigonométricas, que son cocientes entre los diversos lados del tridngulo:

99
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RAZONES TRIGONOMETRICAS

C Directas Inversas
S cateto opnesto L R hipotenusa
SENO BERIPN | COSEGANTE | R Cinee
b hipotenusa caleto opuesto
. cateto contiguo . hipotenusa
COSENO —_ SECANTE ——————
A hipotenusa cateto contiguo
e | Cateto opuesto s | cateto configuo
TANGENTE —P COTANGENTE | ——
cateto contiguo cateto opuesto

Por ejemplo, las razones trigonométricas del dngulo B vienen dadas por:

b c b
B) =2 B =< tan(B) ="
sen(B) = 2. cos(B)= &, tan(B) = .
1 a c 1
b sen(B)’ sec(B) ¢ cos(B)’ cotan(5) b tan(B)

Se suponen conocidas las formulas trigonométricas de sumas de angulos, angulos
dobles, etc.

8.2. Operaciones con los nimeros complejos

Definicion 8.1. El conjunto de los niimeros complejos C es el conjunto de pares ordenados
de nimeros reales R?, provisto de dos operaciones:

(i) la suma: (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d),y
(ii) el producto: (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).

Definicion 8.2. Si z = (a,b) € C, a es la parte real de z y b es su parte imaginaria. Se
escribe Rez = a e Imz = b. Como (a,0) + (¢,0) = (a+¢,0) y (a,0) - (¢,0) = (ac,0) —es
decir, este tipo de niimeros se comportan respecto a la suma y producto de nimeros como
los niimeros reales respecto a sus propias operaciones— se identifica (a,0) con el nimero
real a y se considera que R C C.

Proposicion 8.1. Dados (a,b), (c,d), (e, f) € C, se verifican las siguientes propiedades:
(i) asociatividad de la suma: ((a,b) + (c,d)) + (e, f) = (a,b) + ((¢,d) + (e, f)),
(ii) conmutatividad de la suma: (a,b) + (c,d) = (¢,d) + (a,b),

(iii) existencia de neutro: existe un niimero complejo (0,0), tal que para cada z =
(a,b) € Ces (a,b) + (0,0) = (a,b),
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(iv) existencia de opuesto: para cada z = (a,b) € C existe —z = (—a, —b) € C tal que
(aa b) + (—CL, _b) = (07 0)’
(v) asociatividad del producto: ((a,b) - (c,d)) - (e, f) = (a,b) - ((¢,d) - (e, f)),
(vi) conmutatividad del producto: (a,b) - (¢,d) = (¢,d) - (a,b),

(vii) existencia de unidad: existe un nimero complejo (1,0), tal que para cada z =

(a,b) € Ces (a,b)-(1,0) = (a,b),

(viii) existencia de inverso: para cualquier z = (a,b) € C distinto de (0,0), existe su
inverso z~' € C, que verifica que z - 2=' = (1,0), y estd dado por la expresion

1 a —b
a2+ a2+ 02 )

(ix) distributividad: (a,b) - ((¢,d) + (e, f)) = (a,b) - (¢,d) + (a,b) - (e, f).

Definicion 8.3. La notacion usual —se trata de un convenio de escritura, y suele llamarse
también forma algebraica— para el nimero complejo z = (a, b) es a+bi, donde i = (0, 1)
es la denominada unidad imaginaria. Su nombre proviene de que

i*=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1,
es decir, la ecuacién 22 + 1 = 0 tiene solucién compleja.

Observacion 8.1. Ademds (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) = a + bi,
usando la identificacion de (a, 0) con a y la unidad imaginaria i = (0, 1).

Observacion 8.2. Con esta nueva notacion, el producto de dos nimeros complejos se
escribe del modo: (a + ib) - (¢ + id) = (ac — bd) + i(ad + be).

8.3. Conjugacion
Definicion 8.4. Si z = a + ib € C, su complejo conjugado es Z = a — ib € C.

Definicion 8.5. Se llama mddulo de z = a + ib € C —y se denota por |z|- a la distancia
de (a, b) al origen de coordenadas en R?, es decir, |z| = Va2 + 2.

Como consecuencia de las propiedades andlogas de numeros reales, se deduce:
Proposicion 8.2. Dados z = a + ib,w = ¢ + id € C, se verifica:

(i)Z =z,
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(ii) Z = z siy solo si z € R,

(iii) z2+w=zZ4+wWyz w=72- w0,

(iv)]—z=—zyzl=71

W) |z =27

(vi) |z~ w| = |z[ - [w]| y |z + w| < |2] + [w].

8.4. Forma polar

Si z = a+1b, su argumento es el angulo 6 entre el eje O X y la linea que une el origen
de coordenadas con z, es decir, a = rcos(f) y b = rsen(0), siendo r = |z|. Se puede
escribir z = 7 (cos(#) + isen(f)) y se llama la forma polar de z. Existe un tnico valor
del argumento con —7 < 6 < 7, que se llama el argumento principal de z, arg(z).

Teorema 8.3. (Teorema de De Moivre) Dados dos niimeros complejos en forma polar
z1 =11 (cos(6y) +isen(01)) 'y 23 =1y (cos(fy) + isen(bs)),
entonces es zy - zo = 1173 (cos(fy + 63) + isen(6; + 6s)).

Demostracion: zy - zo = 1172 (cos(01) + i sen(6;)) (cos(f2) + isen(fy)) =

= 1172 ((cos(6) cos() — sen(6;) sen(hz)) + i(cos(f;) sen(hz) + sen(6;) cos(bs))) =

= 1173 (cos(0y + 63) + isen(0; + 02)), usando las férmulas del seno y el coseno de una
suma de angulos. |

Corolario 8.4. Si z = r(cos(f) + isen(f)), entonces 2" = r™ (cos(nf) + isen(nd)) y
27" =r~"(cos(nf) — isen(nh)).
Demostracion: Basta con usar que

L1 1 1

CTLTS (cos(0) + isen(d)) r (cos(6) —isen(d)). B

Ejemplo 8.1. Calcular (—/3 +i)".

5m
6

7o (e () e (5)) 2 (o (7)1 (7)) 5

=97 (? + z%) — 25(v/3 —4) = 64(V/3 — ).

Solucién: Pasando a la forma polar z = —/3 44, es z = 2(cos(3F) + isen(5F)). Luego,
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Ejemplo 8.2. Encontrar la férmula de cos(36) en términos de cos(f).

Solucién: Comenzamos con la ecuacion cos(360) + i sin(30) = (cos(6) + isin(6))3. Igua-
lando las partes real e imaginaria, se deduce que cos(36) = 4 cos®(6) — 3 cos(6).

8.5. Extraccion de raices y raices de la unidad

Por comodidad, se usa a menudo la notacion exponencial compleja

" = cos(0) + isen(6).
Con esta notacion, si z = re?, es 7 = re™. Y ademds, z; = 7€' = rye® = 2 siy
s6losiry =ryy by =0y + 2km, con k € Z.

Si queremos resolver la ecuacién 2z = 1, podemos hacer
0=z —1=(z-1)(2+z+1),

que tiene como raices 1, —% + 2*/75 y —% — z‘/Tg es decir, 1, '3 y e'3, que se denominan
raices cubicas de la unidad.

En general, un nimero complejo z que satisface la ecuacién z" = 1 es una raiz n-
ésima de la unidad.

Proposicion 8.5. Sin € Ny w = e'», las raices n-ésimas de la unidad son

Demostracion: Sea z = re'? una de las raices n-ésimas de la unidad. Entonces, 2" =
re™ conloquer =1y nf = 2km, con k € Z. Por lo tanto, § = 2T y » = e = wh.
Luego, cada raiz n-ésima de la unidad es una potencia de w. Y reciprocamente, cada
potencia de w es una raiz n-ésima de la unidad, ya que (w®)" = wk" = (&) =

(€i27r>k = 1. I

. . . it g i3 .
Ejemplo 8.3. Las raices cuartas de la unidad son 1,€'z,e'™ y €'z, que son justamente

. . . . T ;27 s u
1,7, —1, —i. Las raices sextas de la unidad son 1,e's,e's, —1,e'3 y e'3, que son los
vértices de un hexdgono regular inscrito en un circulo.

Se pueden usar las raices n-ésimas de la unidad para calcular las raices n-ésimas de
cualquier nimero complejo.
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Ejemplo 8.4. Se pide calcular las soluciones de la ecuacién z° = —V/3 + i, es decir,

. . . us s . 1 4=
calcular las raices quintas de p = —+/3 + i = 2¢%6 . Una rafz quinta de p es v = 25¢'s.
Si w es una raiz quinta de la unidad, entonces (a.w)® = o’w® = o® = p, luego a.w es

también una raiz quinta de p. Asi, hemos encontrado las cinco raices quintas de —V/3+1,

que son

a,oe 5 ,oe 5 ,ae 5, oe 5.

Son de hecho las cinco raices para p: si (3 es otra raiz quinta de p, entonces 3° = a° = p,
8

con lo que (5)5 = 1, lo que significa que g = w es una raiz quinta de la unidad y por lo

tanto § = aw estd en la lista anterior. Asi, las cinco raices quintas de —V/3+ i son:

1 .7 1 17n 1 297 1 41n 1 ;537
25@%"256Z 307256130’256Z 30’256Z 30 |

En general, el método anterior prueba que si una de las raices n-ésimas de un nimero
lej 1 2 »~1, donde w = ¢/
complejo es 3, entonces el resto son fw, fw=, ... fw" ", donde w = €' .

8.6. El Teorema fundamental del Algebra

Una ecuacion polinémica es de la forma p(z) = 0, donde p(z) es un polinomio con
coeficientes complejos

—1
p(z) = apz™ + a2+ + a1z + ap.
Teorema 8.6. Toda ecuacion polinémica de al menos grado 1 tiene una raiz en C.

Corolario 8.7. (Teorema fundamental del Algebra) Todo polinomio de grado n factoriza
como un producto de polinomios lineales y posee exactamente n raices en C (aunque sean
muiltiples).

Demostracion: Si p(z) = a,z" + a,_ 12" ' + - -+ a;x + ag es un polinomio de grado n,
por el teorema|[8.6] p(z) posee una raiz en C, sea ;. Entonces
p(z) = (z — a1)pi(x),
donde p; () es un polinomio de grado n — 1. Aplicando de nuevo el teorema([8.6|a p; (),
éste posee otra raiz en C, sea ay. Asi, existe po () un polinomio de grado n — 2 tal que
p(x) = (2 — a1)(z — az)pa(x).

Se puede reiterar este argumento hasta obtener un polinomio de grado 1, con lo que se
deduce la factorizacion:

p(z) = an(x — )z —ag) ... (¢ — ay). |

Si consideramos ecuaciones polindmicas reales p(z) = a,z™ + --- + a1z + ay, el
teorema |6.4{ afirmaba que tenia a lo sumo n raices reales. El corolario (8.7 nos permite
probar la siguiente propiedad:
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Corolario 8.8. Todo polinomio real factoriza en un producto de polinomios reales linea-
les y cuadrdticos, y sus raices no reales son pares de niimeros complejos conjugados.

Demostracion: Si « € C es una solucion de la ecuacion p(x) = 0, entonces
p(Q) = apa™ 4+ ap_ 10"+ -+ a4 ag = 0.

Consideremos su complejo conjugado &. Vamos a ver que también es una raiz. Observar
primero que a” = o™ y como los coeficientes son reales a; = ay. Luego

p(@) = a,@" +ap @ @t ag =

A" + Ay 10"+ @+ ag = 4, " + a1+ -+ @A+ ag = pla) = 0.

Luego, para una ecuacién polinémica real p(z) = 0, las raices complejas no reales apare-
cen a pares, un nimero complejo y su conjugado. Es decir,

pl)=(x—=01)...(x = Gp)(x —ay)(x —a7) ... (¢ — ) (x — @).

Observar ademds que (x — a,)(x — @) = 22 — (v, + @, )T + @, 0, que es una ecuacion
polindmica cuadratica con coeficientes reales. |

8.7. Ejercicios

1.- Representar graficamente los siguientes nimeros complejos: 3 + 4¢, —4, —21, 2 + 34,
1 —4iy 7+ 5i.

1
2.- Pasar a forma polar los siguientes nimeros complejos: (1 + i)*, i + /3, ﬁ,
7
1-+3
(1+V3)5
. . , . 1+
3.- Calcular el médulo y el argumento de los siguientes nimeros complejos: T 14
—1

i3, (1+14) - (20), 1+i(1+V2), (1\/2—:?) .

4.- Efectuar las siguientes operaciones:
(i) (2+3i)+ (4—14), (i) (3+3i) — (6 + 2),
(iii) (3 — 2i) + (2 +1) — 2(=2 + 1), (iv) (2 —14) — (5+ 3i) + £(4 — 4i),
V) (1420)(3—2i), (Vi) (2+14)(5 — 20),
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(vii) (1 + 1)(3 — 20)(2+ 2¢),  (viii) 3(2 — ) (2 + 3d)i,
(ix) (2+i)/(1—2i), ) (T-1i)/3+1i)
xi) (5+50)/(3—1),  (xii) (18 —4)/(3 + 44).

5.- Resolver las siguientes ecuaciones en C:

(i) 2% — 27 =0, (i) z° + 32 =0,

(iii) 22 + 4 = 0, (iv) 2?2 =9 =0,

(V)22 +1=0, (vi) 22 — 10z + 29 = 0,

(vii) 22 — 62 +10=0 (viii) 22 — 4z + 13 = 0,

(ix) 23 + 27 =0, x)2? —4x+5=0,

(xi) 2% 4 64 = 0, (xii) 2?2 — 3z +4=0,

(xiii) 22 — (3 + 4i)xr — 1+ 5i = 0, (xiv) (1 — i)z + (1 + Ti)x + 4 — 10i = 0.
6.- Calcular (2 — 34)3, (3 +14)2,4%, (1 + 2i)3, (=3 — )%, (1 — 3i)%, (1 +4)8, (=1 + )5,
(14 /30)2y (2 + 20)%

7.- Sean z y w dos nimeros complejos de médulo 1, tales que z - w # —1. Probar que
zZ+tw

———— es un numero real.
1+2z-w

8.- Encontrar un polinomio cuadratico de coeficientes reales, tal que 2 — 5z sea una raiz.
9.- Probar la propiedad o dar un contraejemplo para las siguientes afirmaciones:
()siz,we Cyz?+w?>=0,entonceses z =0y w = 0,

(ii) si |z| = 1, entonces z = 1, —1,i 0 —i,

(ii1) si Z = —z, entonces z €s imaginario puro.
. |l Z
10.- Resolver la ecuacion |— + —| = 1.
zZ z
11.- Si z,w € C, probar que:
|2 + ] 2| |wl

IL+)z+w| — 14z 1+ w|
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12.- Demostrar la identidad del paralelogramo: para z, w € C, es

|z 4+ w]? + |z — w|* = 2|z* + 2w|*.

13.- Encontrar las raices cubicas de 2 — 27y 11 + 2.
14.- Encontrar los puntos z del plano complejo que verifican las siguientes propiedades:
() 22 +22 -3 €R, (i) |1 — 2] < 1/2,

z—3

(i) Re(1—2) <1/2,  (iv) |—

<2

2z —4

l

v) eR,  (vi)|(1—i)z—3i| =3,

z

2
(vii) Re(iz) < 1/2,  (viii) |1 — % = 2.

es imaginario puro si y s6lo si |z| = 1.

1
15.- Sea z € C, z # 1. Probar que ] R

16.- ;Para que enteros entre 2006, 2007, 2008 y 2009, el nimero complejo (1 + i)™ es
imaginario puro?

17.-Seaz = e5". Se pide:
(i) calcular 1 + 2 + 22 + 23 + 2%,

(ii) deducir, utilizando z + z* y 2 4 2* el valor de cos (%) y de sen (22*) .

18.- Resolver la ecuacion (z — i)" = (z + )", paran € N. ;Cuantas soluciones tiene?

19.- Dados z, w,z € C, probar que si |z| = |w| = |z| = 1, entonces |zw + zz + wz| =
|z +w + x|
20.- Se pide:

sen( (nzl)t )

(i) probar que 1 + e + - .. 4 ¢ = e
sen 3

int
-e2,

(ii) deducir la formula de la suma 1 + cos(t) + . .. cos(nt).
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Que un gran tropel de ceros
asalte nuestras dichas

esbeltas, al pasar,
v las lleve a su cima.

Que se rompan las cifras,
sin poder calcular

ni el tiempo ni los besos.

La voz a ti debida
Pedro Salinas (1892-1951)
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