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CAPITULO XXI. PUNTOS FIJOS PARA FUNCIONES
DE VARIAS VARIABLES

1. PRELIMINARES

La forma general de un sistema de ecuaciones no lineales es:

fl(xlame"?xn):()v

T1,22y...,Tpn) =0,
faln, s ) (XXI.1)
fn(xlax%---,xn):o»

donde cada funcién f; puede tomarse como una aplicacién de un vector x del espacio

t

n—dimensional R"™, x = (x1, z2, ..., T,)", en la recta real R. Alternativamente, el

sistema puede representarse definiendo una funcién F, de R™ en R"™ por

F(z1,22,...,2,) = (fi(ze,...,20), fo(z1, ...y 20)s ooy fu(T1, .. 1)) =0

Usando notacién vectorial para representar las variables x;, el sistema (X X1.1) asume la
forma:

F(x)=0. (XX1.2)
Las funciones f1, fa,..., fn se llaman funciones coordenadas de F'.

Antes de discutir la solucién de un sistema dado en las formas (X X1.1) 6 (XX1.2),
necesitamos considerar algunos resultados concernientes a la continuidad y a la diferen-
ciabilidad de funciones de R™ en R".

Definiciéon. Sea f una funcién definida en un conjunto D C R"™ y con valores en R.
Se dice que la funcién f tiene limite L en x(, denotado por lim f(x) = L, si, dado
0

X—X,

cualquier € > 0, existe un ntimero 6 > 0 con la propiedad de que |f(x) — L| < & siempre
quez € Dy 0 <||x—x0| <.

Debe hacerse notar que la existencia de un limite es independiente de la norma
vectorial particular usada debido a la equivalencia de las normas vectoriales en R™.

Definicion. Sea f una funcion del conjunto D C R™ en R. Se dice que la funcion f es
continua en xy € D siempre y cuando el lim f(x) existay lim f(x) = f(x¢). Se dice,
X—X0 X—X0

ademads que f es continua en un conjunto D si f es continua en cada punto de D. Este
concepto se expresa escribiendo f € C(D).

Definicion. Sea F una funcién del conjunto D C R™ en R" y supongamos que F tiene la

representacion F(x) = (f1(x), f2(x),. .., fn(x))!, donde f; para cada i es una aplicacién

de R"™ en R. Definimos lim F(x) = L = (L, La,...,L,)" siy sélo si lim f;(x) = L;
X—X0 X—X0

para cada i =1,2,...,n.

Definicion. Sea F una funcién del conjunto D C R™ en R™ con la representacién
F(x) = (f1(x), f2(x), ..., fn(x))t. Se dice que la funcién F es continua en xq € D si
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lim F(x) existe y lim F(x) = F(x¢). Se dice que F es continua en el conjunto D si F
X—X0 X—X0

es continua en cada x de D. Este concepto se expresa escribiendo F € C(D).

Enunciaremos un Teorema que relaciona la continuidad de una funcion de n variables

en un punto con las derivadas parciales de la funcién en ese punto.

Teorema XXI.1
Sea f una funcién del conjunto D C R™ en R™ y xg € D. Si existen constantes § > 0

y K >0 con
of(x)
8xj

siempre que 0 < ||x —xg|| < § y x € D, entonces f es continua en Xg.

‘gK para cada j=1,2,...,n,

2. METODO DE ITERACION Y EJEMPLOS

En el capitulo XVI, se desarroll6 un proceso iterativo para resolver la ecuacién f(z) =
0 transformando primero esta ecuacién en una ecuacién de la forma x = g(x). La funcién
g tiene sus puntos fijos precisamente en las soluciones de la ecuacién original. Aqui se

investigara un procedimiento similar para funciones de R™ en R"™.

Sea dado un sistema de ecuaciones no lineales de un tipo especial:

T = 91($17$27 SR 7'7:71) ’

o = go(x1,T2,...,Tyn) ,
" (XX1.3)

LTn = gn(xlax% o 73371) y
donde las funciones g1, g2, ...,g, son reales, definidas y continuas en un conjunto D,
vecindad de una solucién separada (z7,x3,...,z}) del sistema (XXI.3). De forma mas

compacta el sistema (X X1.3) se puede escribir como:

x = G(x) . (XXI14)

Definicion. Se dice que una funcion G : D C R™ — R™ tiene un punto fijoen p € D
si G(p) = p.

Para hallar la raiz vectorial p = (p1,p2,...,pn) de la ecuacién (X XT1.4), frecuente-

mente resulta conveniente utilizar el método de iteracién
x*FH) = G(x(®) | (XXI.5)

k =0,1,2,..., donde la aproximacién inicial x(?) ~ p. Obsérvese que si el proceso de
iteracién (X X1.5) converge, entonces el valor limite &€ = lim x(*) es definitivamente una

k—oo

raiz de la ecuacién (X X1.4), y pasando al limite en (X XI.5) para k — oo tendremos, en
virtud de la continuidad de la funcién G(x),

¢ = lim x**) = G(lim x®) = G(¢) .

k—o0 k—o0
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De este modo, & es una raiz de la ecuacién vectorial (X X1.4). Si, ademads, todas las
aproximaciones x(¥) (k=0,1,2,...) pertenecen al dominio D y p es una raiz tnica del
sistema en D, entonces £ = p.

El método de iteracién puede aplicarse también al sistema general (X X1.1) 6 (X X1.2),
donde F(x) es una funcién vectorial, definida y continua en la vecindad D de una raiz
separada p. Por ejemplo, escribamos nuevamente este sistema de la forma

x=x+AFx)=G(x), (XXI1.6)

donde A es una matriz no singular. El método ordinario de iteraciéon (X X1.5) es direc-
tamente aplicable a esta ecuacién. Si la funcién F(x) tiene una derivada continua F’(x)
en D, se sigue que

Gx)=T+AF(x)=T+A J(x),

donde la matriz J(x) = F'(x) es la matriz Jacobiana, definida como J(x) = J;; =
(ag—x(_x)). Entonces elegiremos (debido a lo que se demostrard mas adelante) la matriz A
de forma que

G =T+AJxDY=0,

de donde, si la matriz J(x(®)) = F/(x(?)) es no singular, tendremos
A=—[J(xO)T.

Si det[J(x(?)] = 0, debe eligirse una aproximacién inicial x(%) diferente.
Es decir, es esencialmente el proceso de Newton modificado (que veremos en un
préximo capitulo) aplicado a la ecuacion (X X1.2).

Ejemplo. Utilicese el método de iteracién para dar una solucién aproximada del sistema

2 2
Z‘l + :B2 — 1 5
3 —20=0.
A partir de una construccién grafica, puede verse que el sistema dado tiene dos

soluciones que difieren tinicamente en el signo. Nos limitaremos a la solucién positiva.

Se puede tomar x(9) = (0.9,0.5)" para la aproximacién inicial de la solucién positiva.

Estableciendo ) )
F(x) = ( ¥ )
tenemos
211 2z
J(x) = F'(x) = ( ! 2)
) =F@)= (505
de donde
oy_ (18 1 Oy — _18_ _
J(x\V) = (2'43 _1> , y  det[lJ(x")] = -1.8-243 =—-4.23 .
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Como la matriz J(x(?)) es no singular, existe una matriz inversa, y de este modo

L1 (1 1
A= = 53 (—2.43 1.8) '

Ahora hacemos

Gx)=x+AF(x)=

_fx) 1 1 1 2 +23 -1
— \ 2 423 \ 243 —18 T3 — T9 '

Usando esta tltima férmula hallamos las aproximaciones sucesivas siguientes para la
solucién del sistema dado (con aritmética de cuatro digitos significativos):

2

(1) xgo) 1 1 1 50) +x(o) —1
=10 2.43 —1.8 ©3 (0
0 ) 423 \243 -1 207 5

B 0.06832 0.8317
- —0.06298 0.5630
2 2
@) _ 11 207 4207
T <1> T 123 23 243 —1.8 @3 @
’ ) Ty T X
~[0.8317 0.005035 Y\ [ 0.8267
— 1 0.5630 —0.0002700 / — \ 0.5633
2 2
3 — xgz) 1 1 x?) + x(2) —1
2 4 23 \ 243 -1.8 227 @
_(0.8267 0.0006383 \ _ [ 0.8261
— 1 0.5633 —0.0001489 ) — \ 0.5634
2
) _ RN U
(3) T 493 23 243 —1.8 MORNIING)
1 2

_ (08261 (0.00002364 \ _ (0.8261
~ \0.5634 —0.0002426 ) \ 0.5636
y asi sucesivamente. Finalizando con la cuarta aproximacién, tenemos las raices
x1 = 0.8261, x5 =0.5636

y F(x) = (0.0000,0.0001)¢, con una exactitud de 10~

3. CONDICIONES PARA LA CONVERGENCIA
DEL PROCESO DE ITERACION

Definicién. La aplicacién y = G(x) se denomina aplicacién sobreyectiva o de con-
traccién en el dominio D si existe una fraccién propia ¢, (0 < g < 1), tal que para dos
puntos cualesquiera x;1, X2 € D sus imdgenes y; = G(x1) v y2 = G(x2) satisfagan la
condicién

Iy —yall < qllx1 —x2f,
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para cualquier norma canodnica.

Teorema XXI.2
Sea D un dominio cerrado y la aplicacién y = G(x) una aplicacién sobreyectiva. En
tal caso, si para el proceso de iteracién

xk+D) — g(xW) | (XX1.5)

todas las aproximaciones sucesivas x(*) estdn en D (k=0,1,2,...), quiere decir que:
(a) independientemente de la eleccién de la aproximacién inicial x(®) el proceso de
iteracién (X X1.5) converge, es decir existe el limite p = lim x(®;

k—oo

(b) el vector limite p es la unica solucién de la ecuacién x = G(x) en el dominio D;

(c) se cumple la estimacién

k
q
o —x®l] < g7 I =< (XXLT)

Demostracién: (a) para probar la convergencia de la secuencia de aproximaciones x(*)
(k=0,1,2,...), apliquemos el criterio de Cauchy para obtener

||X(k+p) _ X(k)H — ||<X(k+1) _ X(k)) + (X(k+2) _ X(k+1)) + ..+ (X(kz+p) _ X(k+p—1))||

< [x®HD — x®)| 4 [|x D) — xEFD | 44 xR (B

Utilizando la relacién de iteracion y la condicién de contraccion, obtendremos sucesiva-

mente:

[xH — x| = [|G(x)) — G(xY)]
< q[]x® =xCTY) < g? x0TV —xC) <
< ¢ [[x® = x|,

donde s > 0. Por consiguiente, hallamos
||X(k:+p) _ X(1€)|| <" ||X(1) _ X(O)H + gk t1 HX(I) _ X(O)H o gitrl Hx(l) _ X(O)H ,

0, utilizando la férmula de la suma de los términos de una progresiéon geométrica, hallare-
mos

ko k+ k
[k 2) B < LT @) ) < 40 _ (o))
B ! “l-gq

Como 0 < ¢ < 1y, como ¢* — 0 para k — 00, se deduce que para cualquier € > 0 existe
N = N(e) tal que para k > N(e) y p > 0 se cumple la desigualdad

Hx(k+p) _ X(k)H <&

esto es, el criterio de Cauchy es valido para la secuencia x*) (k = 0,1,2,...). Por
consiguiente, p = klim x(*®) v p € D ya que el dominio D es cerrado.
— 00
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(b) El vector p es una solucién de la ecuacién x = G(x) ya que, pasando al limite en la
relacién de iteracién (X X1.5) para k — oo y teniendo en cuenta la continuidad en D de
la funcién vectorial G(x), tenemos
p = lim x* = lim Gx*Y)=G(p).
k—o0 k—o0

., , . / ., . /
Esta solucién es unica en D. En efecto, sea p otra solucién, es decir p = G(p ).
Restando tenemos:

de donde
Ip-pll=GE) -GE)l<qlp-p|
0
(1-q) llp—p1<0.
Como (1—¢q) > 0, la desigualdad obtenida puede mantenerse tinicamente si |[p—p || = 0,

esto es cuando p = p/. Por lo tanto no puede haber otra solucion de la ecuacién x =
G(x) en el dominio D.

(c) Pasando al limite en la desigualdad

¢
||X(k:+p) X(k:)H < 1 T HX(I) (O)H

para p — oo obtenemos la estimacién (XXI.7). Esto completa la demostracién del
Teorema. c.q.d.

En el capitulo XIII hemos definido las normas l, b y I para el vector x =
(x1,22,...,2,)" como

v lxlloe = max fai]

n n
xlle = lail s lxllz = | > a?
i=1 i=1

Consecuentemente, las normas matriciales asociadas tienen las formas

1A[]x = ||H|1‘aX |[Ax]|1 = 1r£1a<x ZMZJ‘ norma [ ,
[4]l2 = max [lAx]l>, norma b,
X||l2=
y
14]loc = max [[Axlloc = max Zmy norma s

Ademas con respecto al dominio D definiremos las normas:
/ _ / / _ /
G =max |GGy G = max |G ()
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donde, obviamente,

ez Hl—maxZ)@gl v e r\m—maxz\a‘% I

1<5< 8% 1<i<n axj

Lema XXI.3
Si F(x) = (fij(x)) es una funcién matricial n x r, donde las f;;(x) son continuas jun-
tamente con sus derivadas parciales de primer orden en un dominio convexo que contenga

los punto x y x + Ax, entonces,
IF(x + Ax) = F(x)[|oc <7 [[Az]o [[F(£)lloc

donde £ =x+6 Ax,0< 0 < 1.
Teorema XXI.4

Sean las funciones G(x) y G’(x) continuas en el dominio D, cumpliéndose en D la
desigualdad

IG'®)|lr<g<1, (XX1.8)

donde ¢ es una constante. Si las aproximaciones sucesivas
xk+) — G (xR (XX1I.5)

(k =0,1,2,...) estdn contenidas en D, el proceso de iteracién (X X1.5) converge y el
vector limite

p = lim x(F)

k—oo
es la unica solucién del sistema y = G(x) en el dominio D.

Demostraciéon: en virtud del Teorema XXI.2, es suficiente demostrar que la aplicacién
y = G(x) es, dada la condicién (X X1.8), una aplicacién sobreyectiva en D para la norma

lo-
Sean x1,x3 € D ey; = G(x;) (i = 1,2). Por el Lema XXI.3 tenemos:

ly1 = yalleo = [[G(x1) = G(x2)|[o0 <
< [1x1 = X[l [IG' ()l < [Ix1 = X2lloo [IG"(x)]111 -

De donde
ly1 — yalleo < ¢ lIx1 — X2|]oo

con 0 < ¢ < 1, lo que completa la demostracion. c.q.d.

Corolario XXI.5
El proceso de iteracion
xk+) — G (x®)) (XXI.5)
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(k=0,1,2,...) converge si
3 ‘agi—@()‘ <g <1 (XXI.9)
= 8.’L‘j

(t=1,2,...,n) cuando x € D.

Demostracién: Evidentemente, del sistema de desigualdades (X X1.9) sigue la condicién
(XX1.8) del Teorema XXI.4. c.q.d.

Notése que en razén del Teorema XXI.2 obtenemos el siguiente estimado para la
aproximacién x(®):

k qk 1 0
(k=0,1,2,...).

Lema XXI.6
Si la funcién vectorial F(x) = (f;(x)) es continua juntamente con su derivada F'(x),

en un dominio convexo que contenga los puntos x y x + Ax, entonces,
IF(x + Ax) — F(x)[[1 < [[Az|]y [[F'(§)]]x

donde { =x+60 Ax,0< 60 < 1.

Teorema XXI.7
Sean las funciones G(x) y G’(x) continuas en el dominio D cerrado, convexo y
acotado, cumpliéndose en D la desigualdad

IG'X)|r<q<1, (X XI.10)
donde ¢ es una constante. Si x(°) € D y todas las aproximaciones sucesivas

x*FHD) = G(x*)) (XXI.5)
(k = 0,1,2,...) pertenecen a D, el proceso de iteracién (X X1.5) converge y el vector

limite

p = lim x*®

k—o0
es la tnica solucion del sistema y = G(x) en el dominio D.

Demostracién: demostraremos que y = G(x) es aplicacién sobreyectiva en D para la
norma /.

Supongamos x1,%x2 € Dy y; = G(x;) (i = 1,2). Por el Lema XXI.6 tenemos:
ly1 = yalh = IG(x1) = G(x2)ll1 < [[x1 — %[l [|G'(§)]x
donde £ € D. Como
1G" (Ol < max[|G'(x)[h = IG'(x)[lrr < q
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se deduce que
lly1 —y2ll < qllx1 — x|l
donde 0 < g < 1, lo que completa la demostracion. c.q.d.
Corolario XXI.8

El proceso de iteracion

x*+D) — G (x®)) (XX1.5)
(k=0,1,2,...) converge si
= 8gj(x))
<¢ <l XXI.11
ZH | <a < (XX1.11)

(t=1,2,...,n) cuando x € D.

Demostracién: evidentemente, del sistema de desigualdades (X X 1.11) se sigue la condicién
(X X1.10) del Teorema XXI.7. c.q.d.

Noétese que por el Teorema XXI.2 obtenemos la siguiente estimacién para la aproxi-
macién x(F):
¢
o —x® Iy < T [V =X
l—gq
(k=0,1,2,...).

El siguiente Teorema generaliza los Teoremas de punto fijo VII.1 y VII.2 al caso
n—dimensional. Este Teorema es un caso especial del bien conocido Teorema de la
Aplicaciéon Contractiva.

Teorema XXI.9

Sea D = {(x1,22,...,2,)" | a; < x; < b; para cada i = 1,2,...,n} para alguna
coleccion de constantes aq,as,...,a, vy bi,ba, ..., b,. Supongamos que G es una funcién
continua con primeras derivadas parciales continuas de D C R"™ a R"™ con la propiedad
de que G(x) € D para cada x € D. Entonces, G tiene un punto fijo en D. Ademss,
supoéngase que existe una constante K < 1 con

0g;(x K
‘ 9i( )‘g— siempre que x € D ,
Ox; n
para cada j = 1,2,...,n y cada funcién componente g;. Entonces la sucesién {X(k)}zozo

definida por un xg en D seleccionada arbitrariamente y generada por
x® = G(x*~Y)  para cada k>1

converge al punto fijo inicop € D y

Kk
||X(k) — Pl < — ||X(1) _X(0)||C><> _ (XXI1.12)
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Ejemplo. Considérese el sistema no lineal dado por

1

3 x1 — cos(xaxs) — 5= 0,

22 — 81 (2o +0.1)? 4 sinzz +1.06 = 0,
10m — 3

=0.

e P12 4+ 20 x3 + 3

Si de la i—ésima ecuacién se despeja x;, el sistema puede cambiarse a un problema de

punto fijo
 cos(aars) +
= — cos -
1 3 €T2T3 6’
1
=g \/:c% 4 sinas +1.06— 0.1,
1 10m — 3
_ _ . —mima _ _
3 20 60

Sea G : R? — R? definida por G(x) = (g1(x), g2(x), g3(x))? donde

g1(x1,m2,23) = = cos(waxs) + = ,

3 6
1
92(x1, 2, x3) = 9 \/:c% + sinxg + 1.06 — 0.1 ,
1 10m — 3
_ =TT ‘
93(51517513275133) 20 60

Se usaran los Teoremas XXI.1 y XXI.9 para demostrar que G tiene un unico punto fijo
en

D = {(z1,79,23)" | —1<z; <1 para cada i=1,2,3}.

Para x = (71,22, 23)" € D,

1 1
|91 (1, 22, 23)| < 3 | cos(zazs)| + 6 < 0.50,
1 5 ;
lg2 (21, 22, 23)| = |§ \/ajl +sinzg + 1.06 — 0.1] <
1
< 9 V1+4sinl+1.06 — 0.1 < 0.09 ,
1 10m — 3
_ = —mim <
1 10m — 3
< — < 0.61 ;
=207 60 ’

asi que —1 < g;(x1,22,23) < 1, para cada i = 1,2,3. Por lo tanto, G(x) € D siempre
que x € D.

Para las cotas de las derivadas parciales en D se obtiene lo siguiente:

995
8903

992
8902

991

—— 1 =0
8:13‘1’ ’

‘:o, ‘:0,
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mientras que

g—i < % |x3] | sinzoxs| < % sinl < 0.281 |

g—i < % |xa] | sinzoxs| < % sinl < 0.281

0 1

aii =9 s +|§;|x3 +1.06 =9 Vo218 0238
0

aiz = 13 W;f:ﬁi Tio s vozs
o) ol e Lo,

g_gz < %6_$1$2§%e<0.14.

Como las derivadas parciales de g1, g2 y g3 estdn acotadas en D, el Teorema XXI.1

implica que estas funciones son continuas en D. Consecuentemente, G es continua en D.

Ademas, para todo x € D

) 9gi(x)
0x;

‘§0.281 para cada i=1,2,3 v j=1,2,3,

y de aqui la condicién de la segunda parte del Teorema XXI.9 se satisface con K =

0.843 < 1.

gi

De la misma manera puede demostrarse que % es continua en D paracada: =1,2,3
J

y 7 = 1,2,3. Consecuentemente, G tiene un punto fijo tinico en D y el sistema no lineal

tiene una solucién en D.

Es necesario hacer notar que, el que G tenga una solucién tnica en D no implica

que la solucion al sistema original sea tinica en este dominio. En nuestro caso, la solucién

para zo implica la eleccién de la raiz cuadrada principal (positiva).

Para aproximar el punto fijo p escogemos x(¥) = (0.1,0.1,—0.1)*. La sucesién de

vectores generada por

1 _ _ 1
J:gk) == Cos(zvgk ngk 1)) + -,

3 6

1 _ _
2 = 5 \/(xg’“ N2 4 sinal +1.06 0.1,

(k) 1 k=1 (k1) 10m — 3
5133 = — —— € 1 2 Y
20 60

convergera a la solucion tnica del problema dado en forma de punto fijo. En este ejemplo

se ha generado la sucesion hasta que k fuera tal que

|[x®) — x*=D)| <1075 .
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Tabla 1
k z{" 2 wf)x® — x|
0 0.100000000 0.100000000 —0.100000000 —
1 0.499983333 0.009441150 —0.523101267 0.4231
2 0.499995935 0.000025568 —0.523363316 9.4 x 1073
3 0.500000000 0.000012337 —0.523598136 2.3x 1074
4 0.500000000 0.000000034 —0.523598467 1.2 x10°°
5 0.500000000 0.000000016 —0.523598775 3.1x10°7

Usando la cota de error (XX1.12) con K = 0.843 da

(0.843)5

(0.423) < 1.15

5
1% — pllo < 1K

1) _ O <
[ = x O < <

—0.8431

lo cual no indica la precisién real de x(®), debido a la inexacta aproximacién inicial. La

solucion real es

p = (0.5,0, —%)t ~ (0.5,0, —0.5235987756)"

asi que el error real es

%) — plloe <2 x 1078 .

Una manera general de acelerar la convergencia de la iteracion de punto fijo en la

solucion de sistemas no lineales es usar las ultimas estimaciones ajg ), - ,mg_)l, en lugar
k—1 k—1 k . , .
de zvg ) ! ), para calcular acg ), como se hizo en el método de Gauss-Seidel para

sistemas lineales. Las ecuaciones son entonces:

1

_ _ 1
:)sgk) = — cos(xgk 1)x§k 1)) + -,
3 6
1 _
xék) =5 \/(xgk))2 + sin:z:gk D 41.06-0.1 ,
(k) _p® e 107 — 3
x?) = — — € 1 2 —

20

60

Con x(0) = (0.1,0.1,—0.1)%, los resultados de estos cdlculos se muestran en la tabla 2.

(k)

Tabla 2

(k)

(k)

k T Ty T3

0 0.100000000  0.100000000  —0.100000000 —

1 0.499983333  0.022229794 —0.523046126 0.4230
2 0.499977468  0.000028154 —0.523598072 2.2 x 1072
3 0.500000000  0.000000038  —0.523598775 2.8 x 107°
4 0.500000000  0.000000000 —0.523598776 3.8 x 107®

La iteracién x* es exacta dentro de 107 en la norma [y ; usando el método de

Seidel se ha acelerado realmente la convergencia para este problema. Se debe observar,

sin embargo, que el método de Seidel no siempre acelera la convergencia.
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CAPITULO XXII. METODO DE NEWTON

1. INTRODUCCION Y METODO

Atn cuando el problema presentado en el ejemplo del Capitulo XXI puede transfor-
marse facilmente en un formato convergente de punto fijo, esto no sucede frecuentemente.
En este capitulo consideraremos un procedimiento algoritmico que puede usarse para

realizar la transformacién para un problema general.

Asi como en el Capitulo IX hemos introducido el método de Newton-Raphson para
la resolucién del problema de la bisqueda de raices de la ecuacién f(x) = 0 usando un
enfoque intuitivo basado en el polinomio de Taylor, aqui también usaremos este proced-

imiento para introducir el método.

La forma general de un sistema de ecuaciones no lineales es:

filzr,z9,...,2,) =0,
fo(z1,z2,...,2,) =0, (XXIL1)
folx1,29,...,2,) = 0.
Usando notacion vectorial, el sistema (X XI1.1) asume la forma:
F(x)=0. (XXI1.2)

Resolveremos el sistema (X X11.2) por el método de aproximaciones sucesivas. Supon-

gamos que hemos hallado la aproximacién k-ésima, x*) = (a;gk), xék), e ,x%k))t, de una

de las raices separadas x = (x1,x2,...,2,) de la ecuacién vectorial (X XI1.2). La raiz

exacta de (X X11.2) puede representarse entonces como
x =x®) 4 ®) (XXII.3)

donde ¢*) = (sgk), sék), . ,57(1k))t es la correccién (error de la raiz).
Sustituyendo (XX 1I.3) en (XXI1.2), tenemos

F(x® +c®)=0. (XXII.4)

Suponiendo que la funcién F(x) es continuamente diferenciable en un cierto dominio
convexo que contiene a x y x(¥)| desarrollemos el primer miembro de la ecuacién (XXII1.4)

en potencias del pequeiio vector (¥) limitdndonos a los términos lineales,
F(x®) + ™) = F(x®) + F/(x®) c®) =0 . (XXII.5)

De la férmula (XX11.5) se deduce que la derivada F/(x) ha de ser considerada como
la matriz Jacobiana, J(x), del conjunto de funciones fi, fa,..., f, con respecto a las
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variables x1,x2,...,x,; esto es,
0f(x)  9f1(x) 0f1(%)
Ox1 Oxo T Oz,
8 8£2 (X) 8]8‘2 (X) . 852 (X)
J(x) =F'(x) = ( /i ) = o - o (XXII.6)
c%cj
O fn(x) O fn(x) Ofn(x)
Ox1 Oxo e Oxy,
(1,7 =1,2,...,n).
El sistema (XX/1I.5) es un sistema lineal en las correcciones 5§k) (i =1,2,...,n)

con la matriz J(x*), y de aqui que la férmula (X X I1.5) pueda escribirse como:
F(x(k)) + J(X(k)) ek =0,
de donde, dando por supuesto que la matriz J (X(k)) es no singular, tenemos
e®) = g1 (x®) F(x®) .
En consecuencia
xk+HD) — x(k) _ =1 (x(®)) p(x®)) | (XXII.7)

(k = 0,1,2,...). Para la aproximacién de orden cero x(® podemos tomar un valor
aproximado de la raiz deseada.

Ademas del enfoque intuitivo basado en el polinomio de Taylor, para construir el
algoritmo que nos llevé a un método apropiado de punto fijo en el caso unidimensional,
en el Capitulo X, tratamos de encontrar una funciéon ¢ con la propiedad de que

g(x) = @ — é(x) f(x) | (XXIL8)

dando convergencia cuadratica al punto fijo p de g. De esta condicién surgié el método
de Newton, escogiendo ¢(z) = 1/f'(x).

Usando un enfoque similar para el caso n—dimensional, es necesaria una matriz

a11(x)  ap(x) ... aip(x)
A = | 00 (XX1L9)
an1(X)  an2(x) ... app(x)

donde cada una de las componentes a;;(x) sea una funcién de R"™ a R. El procedimiento

requiere encontrar una matriz A(x) tal que
G(x)=x—-Ax)"!' Fx), (XXII.10)

dé convergencia cuadrética a la solucién de F(x) = 0, siempre que, desde luego, A(x) sea
no singular en el punto fijo de G. El siguiente Teorema verifica que este enfoque puede
usarse para justificar la eleccién de A.
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Teorema XXII.1
Supdngase que p es una solucién de G(x) = x, para alguna funcién G = (g1, go, . - -,
gn)t, que manda a R™ en R™. Si existe un nimero § > 0 con la propiedad de que
i) 0g;/0z; es continua en N5 = {x | ||x — p|| < 0} para cada i = 1,2,...,n y
j=12....n
ii) 02g;(x)/(0z;0zy) es continua y |0?g;(x)/(0z;0zy)| < M para alguna constante M,
siempre que X € Ng paracadat=1,2,...,n,7=1,2,...,.nyk=1,2,...,n
iii) dg;(p)/0x; =0 paracadai=1,2,...,nyj=1,2,...,n
Entonces existe un ntimero 6 < § tal que la sucesién generada por x¥) = G(X(k_l))
converge cuadriticamente a p para cualquier x(°) siempre que |[x(?) — p|| < 5. Ademss,

M
)~ pllae < "5 D plZ para cada k> 1.

Este Teorema es extension del Teorema X.1 y su demostracién requiere que se pueda
expresar G en términos de su serie de Taylor en n variables alrededor del punto p.

Para utilizar el Teorema XXII.1, supongamos que A(x) es una matriz n x n de
funciones de R™ a R en la forma de la ecuacién (XXII.8), donde las componentes
especificas se escogeran més adelante. Supongamos ademaés, que A(x) es no singular
cerca de una solucién p de F(x) = 0 y denotemos por b;;(x) a la componente de A(x)™*
en el i—ésima fila y en la j—ésima columna. Como G(x) =x — A(x)™! F(x),

gi(x) = z; — Z bij(x) fi(x);

asi que
1-— 3 b;i(x 0;(x) 6b”x)f , sik=1;
891(}() _ J;l .7( ) Oxy, Oz, J( )
0 < 8f;(x) | Obi;(x . .
Tk —Zlbij(x) é,fk) ami) fi(x), sik#1i.
‘7:

El Teorema XXII.1 implica que necesitamos tener dg;(p)/0z; = 0 paracadai =1,2,...,n
vy k=1,2,...,n. Esto significa que para k = i,

3f P)
0—1—2% asz :

con lo que

y cuando k # 1,
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con lo que

> bi(p) @) _ (XXII.12)
Jj=1
Usando la matriz Jacobiana J(x), vemos que las condiciones (XX11.11) y (XXII.12)

requieren que
y por lo tanto

Una eleccién apropiada para A(x) es consecuentemente A(x) = J(x), ya que la condicién

(iii) del Teorema XXII.1 se satisface con esta eleccién.

La funcién G se define como
G(x) = x — J(x) ™ F(x) .

y el procedimiento de iteracién funcional surge de seleccionar x(°) y de generar, para
k>1,
x®) = G(xF~D) = x(b=D _ j(x(F=1)~1 p(x=D)y (XXII.13)

Este método se llama método de Newton para sistemas no lineales y se espera
que generalmente dé convergencia cuadratica siempre y cuando se conozca un valor inicial

-1

lo suficientemente exacto y que J(p)~ " exista.

2. ALGORITMO Y EJEMPLOS

Una debilidad clara del procedimiento del método de Newton surge de la necesidad
de invertir la matriz J(x) en cada paso. En la practica, el método se realiza generalmente

en una forma de dos pasos. Primero, se encuentra un vector y que satisfaga
JxHF) y = —F®) .

Después de que se ha logrado esto, la nueva aproximacién x(**1) se puede obtener
sumando y a x*): es decir,

El siguiente algoritmo usa este procedimiento de dos pasos.

Algoritmo del método de Newton para sistemas no lineales.

Para aproximar una solucién del sistema no lineal F(x) = 0, dada una aproximacién
inicial x:

Entrada: nimero n de ecuaciones e incégnitas; aproximacion inicial x = (z1, xa, ...,
x,); tolerancia TOL; niimero maximo de iteraciones No;

Salida: solucién aproximada x = (x1, x2, ..., )" 0o mensaje de que el nimero de
iteraciones fue excedido.
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Paso 1: tomar k£ = 1;
Paso 2: mientras que k < Ny seguir pasos 3-7;
Paso 3: calcular F(x) y J(x), donde (J(x));; = (0fi(x)/0z;) para 1l <14,j <
n;
Paso 4: resolver el sistema lineal de J(x) y = —F(x);
Paso 5: tomar x =x+y;

Paso 6: si ||y|| < TOL entonces SALIDA (x = (z1, %2, ...,2,)");
(procedimiento completado satisfactoriamente) PARAR;

Paso 7: tomar k =k + 1;

Paso 8: SALIDA ('Namero mdzximo Ny de iteraciones excedido, Ng = ', Ny);
PARAR.

Noétese que la convergencia del método de Newton se hace muy rapida una vez que
estamos cerca de la solucion p. Esto ilustra la convergencia cuadratica del método cerca
de la solucion.
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