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CAPITULO XIII. METODOS PARA LA RESOLUCION DE
SISTEMAS LINEALES: PRELIMINARES

1. SISTEMAS LINEALES DE ECUACIONES

En esta tercera parte se consideran técnicas para resolver el sistema de ecuaciones

lineales:
E12 a11$1+a12$2+...+a1nxn:b1,
EQ! a21x1+a22x2+...+a2n:1:n:b2,
(XIII.1)
E,: ap 1+ ap xo+...4+apn Tn =by
para xi,...,%n, dadas las a;; paracada¢,j = 1,2,...,n,ylasb;, paracadai =1,2,...,n.

Los procedimientos de resoluciéon de sistemas de ecuaciones lineales se dividen fun-
damentalmente en dos grupos:

(1) procedimientos exactos o técnicas directas, que son algoritmos finitos para
célculo de las raices de un sistema (tales como la regla de Cramer, el método de
Gauss, etc.);

(2) procedimientos iterativos, los cuales permiten obtener las raices de un sistema
con una exactitud dada mediante procesos infinitos convergentes (éstos incluyen el
método de iteracién, el de Seidel, el de relajacién, etc.).

Debido al inevitable redondeo, incluso los resultados de procedimientos exactos son
aproximados, viéndose comprometida, en el caso general, la estimacién del error de las

raices. En el caso de procesos iterativos ha de anadirse el error del método.

Para resolver un sistema lineal como el de (X 111.1) estdn permitidas tres operaciones
en las ecuaciones:

(1) la ecuacién E; puede multiplicarse por cualquier constante A\ diferente de cero y se
puede usar la ecuacion resultante en lugar de F;. Esta operacién se denotara por
(AE;) — (Ei);

(2) la ecuacién E; puede multiplicarse por cualquier constante A diferente de cero,
sumarla a la ecuaciéon E;, y usar la ecuacion resultante en lugar de F;. Esta op-
eracion se denotard por (E; + AE;) — (E;);

(3) las ecuaciones E; y E; se pueden intercambiar. Esta operacién se denotard por
(Ei) < (E)).

Por medio de una secuencia de las operaciones anteriores, un sistema lineal se puede
transformar a un sistema lineal mas facil de resolver y teniendo el mismo conjunto de

soluciones. La secuencia de operaciones se ilustrara en el ejemplo siguiente.

Ejemplo. Resolver las cuatro ecuaciones:

By mo+ @ + 3a4 = 4,
E2 . 2 I + T - T3 + T4 — 1 ,
E3 . 3 X1 — To — T3 + 2 Ty = -3 ; (XIIIQ)
E4 : - xl + 2 xQ + 3 x3 - ,[1]‘4 = 4 ,
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para las incégnitas x1, T2, x3, 4. Un primer paso puede ser usar la ecuacién FE; para
eliminar la incégnita z1 de Es, E3y E4 efectuando (Eo—2FE) — (Es), (F3—3E,) — (Es3),
y (E4 + E1) — (F4). El sistema resultante es:

FEy: xr1 + To + 3z4 = 4,
EQ . — Tro — rs — 5 Ty = —7 y
Es: — 4daxy - r3 — Txy = -—15, (XTIT.3)
E4 . 3 T2 + 3 r3 + 2 Tg = 8.

En el nuevo sistema, se usa Ey para eliminar o de F3 y E4 por medio de las operaciones
(Es —4F3) — (E3) y (B4 + 3E2) — (Ey), resultando el sistema:

E1 : x| + ) + 3 T4 = 4 y
E2 : — o — r3 — 5! T4 = -7 5
E4 . — 13 Ty = —13 .

Este ultimo sistema estd ahora en forma triangular o reducida y puede resolverse
facilmente para encontrar las incognitas por un proceso de sustitucién hacia atras.
Notando que Fj4 implica que z4 = 1, E3 puede resolverse para x3:

(13 —13 1'4) =

T3 = (13-13)=0.

Wl
W =

Continuando, x5 resulta ser:
T9=—(=T+5bx4+x3)=—(-T+54+0)=2;

y T es:
21 =4—-3x4—29=4—-3—-2=-1.

Por lo tanto la solucién a (XII1.4) es z1 = —1, x9 = 2, 23 = 0y x4 = 1. Se puede
verificar facilmente que estos valores son también solucién de las ecuaciones (X111.2).

Cuando realizamos los célculos del ejemplo, no necesitamos escribir las ecuaciones
completas en cada paso, ya que la tnica variaciéon de sistema a sistema ocurre en los
coeficientes de las incognitas y en los términos independientes de las ecuaciones. Por esta
razon, un sistema lineal se reemplaza frecuentemente por una matriz, que contiene toda
la informacion del sistema que es necesaria para determinar su solucién, pero en forma
compacta.

La notacion para una matriz n X m sera una letra mayuscula como A para la matriz
y letras mindsculas con subindices dobles como a;;, para referirse a la componente en la

interseccion de la 1—ésima fila y la j—ésima columna:

ail a12 ce A1m

asy a29 e aom,
A= (aij) =

an1 an2 Ce Anm,
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Para representar al sistema lineal (XI17.1) puede usarse una matriz n x (n + 1), con-
struyendo primero

ail ai12 AT bl
a1 a9 N ¢ 5] bg
Qan1 an2 ... Apn bn

y luego combinando estas matrices para formar la matriz ampliada

ann a2 ... G, | by
Aa _ [A,b] _ a1 ao92 e QAon I b2 :
an1 an2 cee Qpn | bn

donde se usa la barra para separar los coeficientes de las incognitas de los términos

independientes de las ecuaciones.

Ejemplo. Repetiremos el ejemplo anterior en notaciéon matricial. La matriz ampliada

asociada con el sistema (X111.2) seré:

1 1 0 3| 4

2 1 -1 1 | 1

3 1 1 2 | -3 (XIII.5)
-1 2 3 -1 | 4

Las operaciones asociadas con (Ey — 2F,) — (E3), (Es — 3E1) — (E3), y (E4 + Eq) —
(Ey4) en el sistema (XII1.2) se llevan a cabo manipulando las filas respectivas de la

matriz ampliada (X 1I1.5), la cual se transforma en la matriz correspondiente al sistema
(X1I1.3):

1 1 0 3| 4
0 -1 -1 =5 | -7
0 4 1 —7 | _15 (XII1.6)
0 3 3 2| 8

Realizando las manipulaciones finales, (E3—4F3) — (E3) y (E4+3FE3) — (Ey4), se obtiene
la matriz ampliada correspondiente al sistema (X1I1.4):

1 1 0 3 | 4
0 -1 -1 -5 | -7
0 0 3 13 | 13 (XIILT)
0 0 0 -13 | -13

Esta matriz puede transformarse ahora en su correspondiente sistema lineal (XI111.4) y
asi obtener las soluciones z1, xo2, 3 y 4.

El procedimiento descrito en este proceso se llama eliminacién Gaussiana con
sustitucion hacia atras. En un préximo capitulo consideraremos las condiciones bajo
las cuales el método puede usarse con éxito para resolver el sistema lineal.
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2. ALGEBRA LINEAL E INVERSION DE UNA MATRIZ

Esta seccién se refiere al algebra asociada con las matrices y la manera en que éstas

pueden usarse para resolver problemas que involucran sistemas lineales.

Definicion. Se dice que dos matrices A y B son iguales si son del mismo tamano,
digamos m x n y si a;; = b;j paracadai=1,2,....,my j=1,2,...,n.

Definicion. Si A y B son matrices ambas m X n, entonces la suma de A y B, denotada
por A + B, es la matriz m x n cuyos elementos son a;; + b;j, paracadai=1,2,...,my
j=12...,n.

Definicion. Si A es una matriz m X n y A es un numero real, entonces el producto
escalar de A y A, denotado AA, es la matriz m x n cuyos elementos son \a;;, para cada
1=1,2,....myj=12,...,n.

Denotando la matriz que tiene todos sus elementos iguales a cero simplemente
como O y como —A la matriz cuyos elementos son —a;;, podemos enumerar las sigu-
ientes propiedades generales de la adicién y de la multiplicacion escalar matricial. Estas
propiedades son suficientes para clasificar el conjunto de todas las matrices m x n con

elementos reales como un espacio vectorial sobre el campo de los ntimeros reales.

Teorema XIII.1

Sean A, B y C matrices m x n y A\ y u nimeros reales. Se satisfacen las siguientes
propiedades de la adiciéon y multiplicacién escalar:
a) A+B=B+A,
(A+B)+C=A+(B+C),
A+O0O=0+A=A,
A+ (-A)=—-A+A=0,
MA+ B)=XA+)\B,
A+ p) A= XA+ A,
9)  ApA) =Au)Aa,
h)y 1A=A.

o oS

®

STl

Definicion. Sean A una matriz m X n y B una matriz n X p. El producto matricial
de Ay B, denotado por A B, es una matriz m X p, cuyos elementos ¢;; estan dados por

n
Cij = E @ik by = ai1 bij + @iz boj + ...+ ain by
k=1

paracadat=1,2,....my j7=1,2,...,p.

Definicién. Una matriz diagonal de orden n es una matriz D = (d;;), n X n, con
la propiedad de que d;; = 0 siempre que ¢ # j. La matriz identidad de orden n,
I, = (d;;), es la matriz diagonal con elementos

s _f1 sii=j;
U0 sii#g.
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Normalmente esta matriz se escribe simplemente como 1.

Es bien conocido que la matriz identidad conmuta con una matriz A de orden n, es
decir, el orden de la multiplicacién no importa. Por otra parte, la propiedad conmutativa,
A B = B A, no es generalmente cierta para la multiplicaciéon matricial. Algunas de
las propiedades relacionadas con la multiplicacion de matrices, que si se satisfacen, se

presentan en el Teorema siguiente:

Teorema XIII.2
Sean A una matriz n X m, B una matriz m x k, C' una matriz k x p, D una matriz
m X k y A un numero real. Se satisfacen las siguientes propiedades:
) A(BC)=(AB)C,
) AB+D)=AB+AD,
) I.B=B,BIl,=B,
d)  MAB)=(M)B=A(\B) .

Un concepto fundamental del algebra lineal que es muy ttil para determinar la

S Q

)

existencia y unicidad de soluciones de sistemas lineales es el determinante de una matriz
n x n. El tnico enfoque que se dara aqui para calcular el determinante serd la definicién
recursiva. El determinante de una matriz A de denotard por “det A”. Una submatriz
de una matriz A es una matriz “extraida” de A suprimiendo algunas filas y/o columnas
de A.

Definicion.

a) Si A = (a) es una matriz 1 x 1, entonces det A = a.

b) El menor M;; es el determinante de la submatriz (n — 1) X (n — 1) de una matriz n x n
de A obtenido suprimiendo la i—ésima fila y la j—ésima columna.

c) El cofactor A;; asociado con M;; se define como A;; = (—1)""7 M;;.

d) El determinante de una matriz A, n x n, donde n > 1 estd dado ya sea por

det A = ZaijA"'j para cualquier i=1,2,...,n, (XII1.8)
j=1
o n
det A = Zaiinj para cualquier j=1,2,...,n. (XII11.9)
i=1

Usando induccién matematica, se puede demostrar que, si n > 1, el uso de las definiciones
dadas para calcular el determinante de una matriz, en general n x n, requiere n! multi-
plicaciones / divisiones y de (n! — 1) sumas / restas. Incluso para valores relativamente
pequenos de n, el nimero de calculos puede llegar a ser inmanejable.

Teorema XIII.3
Sea A una matriz n X n:
a) Si cualquier fila o columna de A tiene s6lo componentes cero, entonces det A = 0.
b) Si A se obtiene de A por medio de la operacién (F;) « (E;), con i # j, entonces
det A = —det A.
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c) Si A tiene dos filas iguales, entonces det A = 0.

d) Si A se obtiene de A por medio de la operacién A(E;) — (E;), entonces det A = Adet A.

e) Si A se obtiene de A por medio de la operacién (E; + A\E;) — (E;), con i # j, entonces
det A = det A.

f) Si B es también una matriz n x n entonces det A B = det A det B.

Definicién. Se dice que una matriz A n x n es no singular si existe una matriz A=!,
nxn,tal que A A1 = A=' A = I. La matriz A~! se llama la inversa de A. Una matriz

que no tiene inversa se llama singular.

Para encontrar un método para calcular A~!, suponiendo su existencia, consideramos
nuevamente la multiplicacién matricial. Sea B; la j—ésima columna de la matriz B n x n.

Realizaremos el producto

n
Z a1k bkj
all a12 cee Q1p blj k=1
n
a a ceeoa ba
A Bj — 21 22 2n 27 — z a9k bk;j
k=1
an1 an2 oo Qpn bn]’ i
Ank by
k=1

Si A B = (', entonces la j—ésima columna de C' estd dada por

> a1k by
Cij k=1
n
Cos
Ci=| "2 | =1 > a by
k=1
C n
" Z Ank bkj
k=1

Por lo tanto, la j—ésima columna del producto A B es el producto de A con la j—ésima
columna de B. Supongamos que A~! existe y que A™! = B = (b;;); entonces A B=1y

0

A B,

I
—_

donde el valor 1 aparece en la j—ésima fila. Para encontrar B debemos resolver n sistemas
lineales en los cuales la j—ésima columna de la matriz inversa es la solucién del sistema

lineal con término independiente igual a la j—ésima columna de 1.

Otra manera de calcular A~! es relacionarla con el determinante de la matriz y con
su adjunto.
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Definicion. Se define el adjunto de una matriz A, n X n, como la matriz

A Ay ... A
At — A A ... Ao
Aln A2n s Ann

donde A;; son los cofactores (menores con signo) de los elementos correspondientes a;;
(i,j = 1,2,...,n). [Nétese que los adjuntos de los elementos de las filas de una matriz
caen en las columnas correspondientes al adjunto, es decir, se verifica la operacion de
transposicién].

Para encontrar la inversa de la matriz A, se dividen todos los elementos de la matriz

adjunta A" por el valor del determinante de A:

1
-1 _ A+
det A

Presentaremos ahora el resultado clave que relaciona a la no-singularidad, la elimi-

nacién Gaussiana, los sistemas lineales y los determinantes.

Teorema XIII.4
Para una matriz A n X n las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) La ecuacién A x = 0 tiene la tnica solucién x = 0.
b) El sistema lineal A x = b tiene una solucién tdnica para cualquier vector columna b
n—dimensional.
c¢) La matriz A es no singular, es decir, A~! existe.
d) det A # 0.
e) El algoritmo de la eliminacién Gaussiana con intercambio de filas (que veremos mas
adelante) se puede aplicar al sistema lineal A x = b para cualquier vector columna b
n—dimensional.

Por medio de la definicién de la multiplicacién de matrices se puede discutir la
relaciéon entre los sistemas lineales y el algebra lineal. El sistema lineal

E12 a11$1+a12$2+...+a1n1’n:b1,

Es: asy x1+ase xo+ ...+ as, x, =bs

(XIII.1)
E, : an1$1+an2x2+-~+annxn:bn7
puede verse como la ecuaciéon matricial
Ax=Db, (XII1.10)
donde
a1 a2 ... Qin x1 b1
A — ao1 a99 .o Qop : X — i) ¥ b — bg
an1 Gp2 ... 0nn Tn bn
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El concepto de la matriz inversa de una matriz esta también relacionado con los sistemas
lineales, dado que multiplicando a la izquierda ambos miembros de (XI11.10) por la

matriz inversa A~!, obtenemos
APAx=A4""'b, o x=A"'b, (XIII.11)

que nos da la solucién tnica del sistema (X171.1). Ese método es conocido como regla
de Cramer. Dado que

A7l = AT
det A’
donde AT es el adjunto de A, se tiene que
1 Al
A+ i) 1 AQ
= b = XIII.12
*T et a ° det A | ... | ( )
xn A’I’L
donde
n ai; ... Q14-1 by aii+1 .- Qin
A; = ZAji bj — det a1 ... Q241 by aziy1  -.. Qa2n
an1 .. Qpg—1 bn Qni+1  --- Qnn

son los determinantes obtenidos del determinante det A sustituyendo su i—ésima columna
por la columna de términos constantes del sistema (X17I.1). De la ecuacién (X1I11.12)
tenemos las férmulas de Cramer:

Ay Ay Ay
Tdet AT TPTdet A0 U " T det A

De este modo, si el determinante del sistema (X1I1.1) es distinto de cero, entonces el

1 (XII1.13)

sistema tiene una solucién tnica x definida por la férmula matricial (XI11.11) o por las
férmulas escalares (X 1711.13) equivalentes. Ademds, la solucién de un sistema lineal como
(XIII.1) con n incégnitas se reduce a evaluar al (n + 1)—ésimo determinante de orden
n. Si n es grande, el calculo de los determinantes es laborioso. Por esta razén, se han
elaborado técnicas directas para hallar las raices de un sistema lineal de ecuaciones.

3. TIPOS ESPECIALES DE MATRICES

Presentamos ahora material adicional sobre matrices. El primer tipo de matrices
que consideraremos es el producido cuando se aplica eliminaciéon Gaussiana a un sistema

lineal.

Definiciéon. Una matriz triangular superior U n x n tiene para cada j, los elementos
u;; = 0 para cada 7 = j + 1,5 + 2,...,n; una matriz triangular inferior L n x n tiene
para cada j, los elementos /;; = 0 para cada i = 1,2,...,j — 1. (Una matriz diagonal es

a la vez triangular superior e inferior). Es decir,

Ity 0 0 O U1l U2 U3 U4
I— lo1 Il 0 O U — 0 w22 u23 U2

I31 I3z I3z 0]~ 0 0 wugz wuss |’

lar lao laz laa 0 0 0 ugq
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di1 0 0 0
0 dao 0 0
0 0 dss 0
0 0 0 du

D=

El célculo del determinante de una matriz arbitraria puede requerir un gran nimero
de manipulaciones. Sin embargo, una matriz en forma triangular tiene un determinante
facil de calcular.

Teorema XIII.5

Si A = (ai;) es una matriz n x n triangular superior (o triangular inferior o diagonal),

n
entonces det A = [] ay;-
i=1

Ejemplo. Reconsidereremos los ejemplos anteriores, en los cuales el sistema lineal

E;: T+ ) + 3z = 4,
Ey: 2z + To — r3 + gy = 1,
Es: 3x1 — Ty — r3 + 2xz4 = -3,
Ey: —21 + 220 + 3x3 — Ty = 4,
fue reducido al sistema equivalente

1 1 0 3 | 4

0o -1 -1 =5 | =7

0 O 3 13 | 13

0 O 0 —13 | -13

Sea U la matriz triangular superior de 4 x 4

1 1 0 3

0 -1 -1 =5
U= o 0 3 13 17

0o 0 0 -13

la cual es el resultado de efectuar la eliminacion Gaussiana a A. Para ¢ = 1,2, 3, definimos

m;; para cada j = ¢+ 1,0+ 2,...,4 como el nimero usado en el paso de eliminacién
(Ej — mﬂEz) — Ej; es decir mo1 = 2, msg1 = 3, g1 = —1, mszo — 4, mMyo =— -3 y
ma3 = 0. Si L se define como la matriz triangular inferior de 4 x 4 con elementos [;;
dados por

0, cuandot=1,2,...,5—1,

Li=4q1, cuando 7 = 7 ,

mj; , cuandoi=j+1,7+2,...,n,

entonces

—_ N =
Wk~ o
o~ oo
-0 oo
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y es facil verificar que

1 0O 0 O 1 1 0 3
2 1 0 0 0O -1 -1 -5
Lu = 3 4 1 0 0 0 3 13
-1 -3 0 1 0 0 0 —-13
1 1 0 3
2 1 -1 1
N 3 -1 -1 2 =4
-1 2 3 -1

Los resultados de este ejemplo son ciertos en general y estan dados en el Teorema
siguiente.

Teorema XIII.6
Si el procedimiento de eliminaciéon Gaussiana puede aplicarse al sistema Ax = b
sin intercambio de fila, entonces la matriz A puede factorizarse como el producto de una

matriz triangular inferior L con una matriz triangular superior U:
A=LU,
donde U = (u;5) y L = (l;j) estén definidas para cada j por:

(i) . :
uij:{aij , cuandoi=1,2,...,7,

0, cuandot=7+1,7+2,...,n,
y
0, cuandot=1,2,...,5—1,
Lj=41, cuando 7 = j ,
m;; , cuandoi=j7+1,7+2,...,n,
donde agj) es el elemento 7,j de la matriz final obtenida por el método de eliminacion

Gaussiana y m;; es el multiplicador.

Si se tienen que efectuar intercambios de filas para que el procedimiento funcione,
entonces A se puede factorizar como L U, donde U es la misma que en el Teorema XIII.6,

pero en general, L no serd triangular inferior.

El problema de calcular el determinante de una matriz se puede simplificar re-
duciendo primero la matriz a forma triangular y después usando el Teorema XIIL.5 para
encontrar el determinante de una matriz triangular.

Definicién. La traspuesta de una matriz A m x n, denotada por A!, es una matriz
n x m cuyos elementos son (A");; = (A);;. Una matriz cuya traspuesta es ella misma se
llama simétrica.

Teorema XIII.7
Las siguientes operaciones que involucran a la traspuesta de una matriz se satisfacen
siempre que la operacion sea posible:
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(A7) =4,

(A+ B)! = At + B' |

(A B)t = Bt A |

si A7! existe, (A1)t = (A}~
det A* =det A .

AN

Definiciéon. Una matriz n X n se llama una matriz banda si existen enteros p y q,
1 <p, ¢ <n, con la propiedad de que a;; = 0 siempre que i +p < j 6 j+¢q < 4. El ancho
de banda para una matriz de este tipo se define como w =p+ g — 1.

La definicién de matriz de banda fuerza a estas matrices a concentrar todos sus
elementos no cero alrededor de la diagonal. Dos casos especiales de matrices de banda
que ocurren frecuentemente en la practica son p = ¢ = 2y p = ¢ = 4. Las matrices
con ancho de banda 3 (que se presenta cuando p = ¢ = 2) se llaman generalmente
tridiagonales ya que tienen la forma

a1 a2 0 0
azy Gz ag3 0 0
0 a3z Ass asq 0 0
a_| 0 0
0 0 @ii—1 Gy a4 0 0
0 0
0 0 p—2n—1 On—-1n—-1 0On—-1n
0 0 Un,n—1 Qnn

Definicion. Se dice que la matriz A de orden n es estrictamente dominante diago-
nalmente en el caso de que satisfaga
n

il > > laij]

j=1
ji

para cada i =1,2,...,n.

Teorema XIII.8

Si A es una matriz n X n estrictamente dominante diagonalmente, entonces A es no
singular. Ademas, se puede efectuar eliminacién Gaussiana en cualquier sistema lineal de
la forma A x = b para obtener su solucién tnica sin intercambios de filas o columnas, y
los calculos son estables con respecto al crecimiento de los errores de redondeo.

La ultima clase especial de matrices que se discutira en esta seccién se llama positiva
definida.

Definicién. Una matriz simétrica A n x n se llama positiva definida si x* A x > 0
para todo vector columna n—dimensional x # 0,

ail a2 ... Qinp T

t a21 a2 ... Q2n T2
x' Ax=(r1,22,...,%p) =

Gn1 Gn2 ... dnn Tn

115



V. Muto Sistemas lineales: Preliminares —  Cap. XIII

Q

15 g
7j=1
n n n
= (x17$27"'7xn) J;lazj T = (ZZG”L] Ty x]) :

i=1 j=1

-

Anj Xj

<
I
—

Teorema XIII.9

Si A es una matriz n X n positiva definida, entonces A es no singular. Ademads, se
puede efectuar eliminacion Gaussiana en cualquier sistema lineal de la forma A x = b
para obtener su solucién unica sin intercambios de filas o columnas, y los calculos son

estables con respecto al crecimiento de los errores de redondeo.

4. NORMAS DE VECTORES Y MATRICES

Sea R"™ el conjunto de todos los vectores columna con componentes reales. Para

definir una distancia en R"™, usaremos la idea de la norma de un vector.

Definicién. Una norma vectorial en R™ es una funcién || - ||, de R™ en R con las
siguientes propiedades:

[|x|| > 0 para todo x € R™;

[|x|| = 0 siy sélo si x = (0,0,...,0) =0;

|l x|| = || ||x]|| para todo a € R y x € R"™;

I+ y[| < [Ix[| +[|y|| para todo x,y € R".

Para nuestros propésitos solo necesitaremos tres normas especificas en R".

Definicién. Las normas i, lr y I, para el vector x = (x1,22,...,%,)" se definen como
n n
Il =3l el =y [D2a? v el = el
1= 1=

La norma [l se denomina frecuentemente norma Euclideana del vector x ya que re-
presenta la nocién usual de distancia al origen en el caso en el que x esté en R, R? o
R3.

Ya que la norma de un vector da una medida de la distancia entre el vector y el
origen, la distancia entre dos vectores se puede definir como la norma de la diferencia de
los dos vectores.

Definicién. Si x = (z1,72,...,7,)' e Yy = (y1,%2,-..,Yn)" son vectores en R"™, las
distancias Iy, Iy y I entre x e y se definen como:

n
Ix =yl = Z\ﬂﬁi -yl ,
=1

n
Ix —yll2 = Z!xi—inQ v |x=ylle = max |z; —yil .
1=1

1<i<n
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El concepto de distancia en R"™ puede usarse también para definir el limite de una

sucesion de vectores en este espacio.

Definicién. Se dice que una sucesién {x(*)12° de vectores en R™ converge a x con
respecto a la norma || - || si, dado cualquier € > 0, existe un entero N(g) tal que

x*) —x|| < e para toda k> N(e) .

Teorema XIII1.10

., k 0 n .
La sucesz%n de vectores {x(*)12° converge a x en R™ con respecto a || - || siy

solo si lim z;

k—o0

Teorema XIII.11
Para cada x € R"™,

=x; para cada i1 =1,2,...,n.

[1x[loe < [Ixll2 < v [I%]]oo -

Demostracién: sea x; una coordenada de x tal que ||X||oc = max |z;| = |z,|. Entonces
<i<n

n n
1x]1% = lz51* = 2 <Y af <) af =naf =nlx||% .
i=1 i=1

Por lo tanto

n ,11/2
Ixlloo < [ 302 = lixlle < VAllxllo
i=1
c.q.d.
Se puede demostrar que todas las normas en R"™ son equivalentes con respecto a la
convergencia; es decir, si || - || y || - ||’ son dos normas cualesquiera en R™ y {x(*)}%°
tiene el limite x con respecto a || - ||, entonces {x(*)}2° | tiene el limite x con respecto a

Il
Es necesario también tener un método para medir distancias entre dos matrices n xn,

lo cual nuevamente requiere el uso del concepto de norma.

Definiciéon. Una norma matricial en el conjunto de todas las matrices reales n x n es
una funcién de valores reales || - ||, definida en este conjunto que satisface, para todas

las matrices A y B n X n y todo nimero real a:

[1A][ = 0;
[|A|] =0 siy sélosi A= O;
lla All = |af [[A]l;

1A+ B[ < [[All +|1B];
1A Bl < [[All - ||B]]

Una distancia entre las matrices A y B n x n se puede definir de la manera
usual como ||A — B||. Adn cuando las normas de las matrices pueden obtenerse de varias
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maneras, las tinicas normas que consideraremos son aquellas que son una consecuencia

natural de las normas vectoriales I, ls ¥ I

Teorema XIII.12

Si|| - || es cualquier norma vectorial en R"™, entonces

1Al = max [lAx]]

define una norma matricial en el conjunto de las matrices reales n x n, que se llama la
norma natural.

Consecuentemente, las normas matriciales que consideraremos tienen las formas

|Alh = max [[Ax|[;, norma I,
[1x[l1=1
14]l2 = max [|Ax]l2, norma i,
X||l2=
y
||Al|lcc = max ||Ax||x , norma Iy

[1x[] oo =1

Teorema XIII.13
Si A = (a;;) es una matriz n x n, entonces

a)  [[Alloc = max ZMU\

1<i<n

b)  [|AllL = max Zlawl

1<j<n

Demostracién: a) sea x un vector columna n—dimensional tal que su norma [, sea uno;

es decir, ||x||coc = max |z;| = 1. Como Ax es también un vector columna n—dimensional,
1<i<n

n
[14%]|oc = max |(A 2)s ggéxnlzaw x| < 2 Iam| Joax [z

—1I£1a<x Z |aiz| [|x[|oo = 11232‘ Z |ai;] -

Asi que ||AX||co < max Z la;;| para toda x con ||x||c = 1. Consecuentemente,
nj=1

[A4]Joc = max [[Ax|loc < max Z|aw|
I1%loo lsisn

Por otro lado, si p es el entero 1 < p < n, con
n
a,i| — max a
> lags| = e <n§j| al
J=1
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y X se escoge de tal manera que

1, si ap; > 0,
T = )
J -1, siay <0,

entonces ||X||oc =1y |ap; ;| = |ap;| para toda j =1,2,...,n. Ademas,

n n
14x]1oc = max \Z 2| 2 !Z;apj 2| = Zram\ = max Zw
J= J= J=

Esto implica que

- = Z
lAllc = maxe [|4xl]oo > max D Ja|

Entonces,

1<i<n

n
|Alloc = max Z\azﬂ :
=1

Demostremos ahora la parte b); sea x un vector columna n—dimensional tal que su
n

norma /; sea uno; es decir, ||x|]; = >_ |x;| = 1. Como Ax es también un vector columna
i=1
n—dimensional,

’AXHI—Z‘ (A x); |—Z‘Zam xﬂ‘_2| Zaw zj| <

lel

SZ|%‘|Z|%| = Z |ai;| [|x[lr = Z|%| :
j=1 =1 =1 =1

n
Asi que |[Ax]|[; < ) |asj| para toda x con ||x|[; = 1. Consecuentemente,
i=1

n
[A4]]r = max ||Ax|[; < max > lag] -
1|12 = 1<j<n £

Por otro lado, si p es el entero 1 < p < n, con

n
a;p| = max a
> lai] = max E:r al
=1
y x se escoge de tal manera que

o 1, sij=np,
7710, en el resto de los casos,

n
entonces ||x||1 = > |z;| = 1. Ademss,
j=1

|[Ax|[1 —Z’Z% mJ| > Z’Zaw $J| —Z|a1p’Z|$J| —1r£1a<x Z|a’70’

i=1 j=1
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Esto implica que
n

|Ax||; = max [|Ax||; > max Z|aij|.
II|[1=1

1<53<n
=I= i=1

Entonces,
n
| Ax|lx = gjagxn; Jaij| -
1=

c.q.d.

Para investigar la norma Iy, es necesario discutir algunos conceptos adicionales del
algebra lineal.

Definicion. Si A es una matriz real n x n, el polinomio definido por
p(A) =det(A— A1)

se llama polinomio caracteristico de A.

Es facil demostrar que p(\) es un polinomio de grado n con coeficientes reales y
consecuentemente, tiene a lo mas n ceros distintos, algunos de los cuales pueden ser
complejos. Si A es un cero de p(\), entonces debido a que det(A — X I) = 0, el Teorema
XIII.4 implica que el sistema lineal definido por (A — A I) x = 0 tiene una solucién
diferente de la solucién idénticamente cero (6 solucién trivial). Deseamos estudiar los
ceros de p(A) y las soluciones no triviales correspondientes de estos sistemas.

Definicién. Si p(\) es el polinomio caracteristico de la matriz A los ceros de p(\)
se llaman autovalores (también llamados valores propios o valores caracteristicos) de
la matriz A. Si A es un valor caracteristico de A y x # 0 tiene la propiedad de que
(A—X1I)x =0, entonces x es el autovector (también llamado vector propio o vector
caracteristico) de A correspondiente al autovalor .

Definicién. El radio espectral p(A) de una matriz A se define como
p(A) = max ||

donde A es un valor caracteristico de A.
El radio espectral estd relacionado con la norma de una matriz, como muestra el

siguiente Teorema.

Teorema XIII.14

Si A = (a;;) es una matriz real n X n, entonces

) [p(A" )12 = |JA]|;

ii)  p(A) <||A|| para cualquier norma natural || - |].

Un resultado til e interesante es que para cualquier matriz A y cualquier € > 0,
existe una norma || - || con la propiedad de que ||A|] < p(A) + €. Consecuentemente,
p(A) es la maxima cota inferior para las normas de A.
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En el estudio de las técnicas iterativas de matrices, es de particular importancia
saber cuando las potencias de una matriz se hacen pequenas, es decir, cuando todas las
componentes tienden a cero. Las matrices de este tipo se denominan convergentes.

Definiciéon. Llamamos a A n X n una matriz convergente si

lim (Ak)w =0

k—oo
paracadai=1,2,...,.nyj=1,2,...,n.

Existe una conexién importante entre el radio espectral de una matriz y su conver-

gencia.

Teorema XIII.15

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
A es una matriz convergente;
nlLIrOlo ||A™|| = 0, para alguna norma natural || - ||;
p(4) < 1;
Al <15

lim A™ x = 0, para toda x.
n—oo
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CAPITULO XIV. ELIMINACION GAUSSIANA
Y SUSTITUCION HACIA ATRAS

1. INTRODUCCION Y METODO
El procedimiento general de eliminaciéon Gaussiana aplicado al sistema

E1: a11x1+a12x2+...+a1nxn:bl,

Es: a1 x1+ag xo+ ...+ agp Ty = bo (XIV1)

E,: apn 1+ ap xo+ ...+ apn Tn =by

se maneja de una manera similar al procedimiento seguido en el ejemplo del Capitulo
XIII. Formamos la matriz ampliada A,:

ai;p a2 ... Qin | a1,n4+1
A= (A= [P e (v
an1l an2 co. Opn | an,n+l

donde A denota la matriz formada por los coeficientes y los elementos en la (n + 1)-ésima
columna son los valores de b, es decir, a;,4+1 = b; para cada i = 1,2,...,n. Siempre y
cuando a1 # 0, se efectian las operaciones correspondientes a (E; —(a;1/a11)E1) — (E;)
para cada j = 2,3,...,n para eliminar el coeficiente de z; en cada una de estas filas.
Aun cuando se espera que los elementos de las filas 2,3,...,n cambien, para facilitar
la notacién, denotaremos nuevamente el elemento en la i—ésima fila y en la j—ésima

columna por a;;. Teniendo en cuenta esto, seguiremos un procedimiento secuencial para

i =2,3,...,n— 1y realizamos la operacién (E; — (a;;/ai;)E;) — (E;) para cada j =
1+1,i+2,...,n, siempre que a;; # 0. Esto eliminara x; en cada fila debajo de la 1—ésima
para todos los valores de ¢ = 1,2,...,n — 1. La matriz resultante tendra la forma:
ai; aiz2 ... Qin | a1 n+1
A — | 0 ez am I 4241
0 ... 0 awn | ann+

Esta matriz representa un sistema lineal con el mismo conjunto de soluciones que el

sistema (X IV.1). Como el sistema lineal equivalente es triangular:

a1 ry + a2 x2 + ... + A1p Tn = Q41,41
Qo2 To -+ ... - + a2y Tn = a2 n+1 s

An—1,n—1 Tn—1 + pn—1n Tn = 0Opn—1n+1,
Qnn Tn = Qn n+1 ,

se puede realizar la sustitucién hacia atrds. Resolviendo la n—ésima ecuacion para x,, se

obtiene:

An on+1
Ty = _— .

a’l’l/l’l
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Resolviendo la ecuacién (n — 1)-ésima para x,,_; y usando x,, obtenemos:

(an—l,n—i—l — Qpn—1,n xn)

Tpn—-1 =
An—1,n—1

Y continuando con este proceso, llegamos a que

- (ai,n—i—l — Qin Tp — Qijn—1 Tp—1 — .. — Q4 441 »’Uz‘+1) .
;= =

Qi

n
(@int1 — Do aij j)
j=i+1
- 9

Q4

paracadai=n—1n—2,...,2, 1.

El procedimiento de eliminacion Gaussiana se puede mostrar més detalladamente,

. . . . . 1
aunque de forma mas complicada, formando una secuencia de matrices ampliadas Ag ),

Ag), .., AD. donde ALV es la matriz A, dada en la ecuacién (XIV2)y AP con
k=2,3,...,n tiene los elementos ag?) de la forma:
'ag.c_l) cuandoi =1,2,...,k—1
yvi=12,....n+1,
*) 0 cunandot =k, k+1,...,n
;5 = yvi=1,2,....,k—1,
(k-1) a7 k-1 doi—k ka1
a;; —mak_l’j cuandot =K,k +1,...,n
\ Y vi=kk+1,....,n+1.
1 1 1 1 1 1 1
aiY ai) ay .ooaly el a0 abg
2 2 2 2 2 2
0 ay ay ... oag, oay  .oah) | agg
3 3 3 3 3
0 0 ag:a) e ai(%,l)c—l ai(’)k) e aén) | aé,T)L—&-l
AR — | e W) PN | W ,
0 e 0y e e G, | a1l
k k k
0 ... .. .. 0 a,gk) a,(m) | a,(w)lle
0 ... ... 0 ag}? . a) | agfgwl

es la matriz que representa el sistema lineal equivalente para el cual la variable x;_; acaba

de ser eliminada de las ecuaciones Fy, Fy11,..., E,.

. . . (1) (2) (n—1) (n)
El procedimiento no funcionard si alguno de los elementos a;;', asy, -+ Gp_1 5,1, Gnn

(k)

es cero, ya que en este caso el paso (E; — % Er) — E; no se puede realizar (esto
Ak

1) (2 (3) (n—1)

ocurre si una de las ajy, gy , Q53 5., Ay )
)

)

, es cero), o la sustitucién hacia atras no

. Esto no significa que el sistema lineal no sea

resoluble, sino que la técnica de resoluciéon debe alterarse. Cuando a,(clz) = (0 para algin

se puede llevar a cabo (en el caso a

k =1,2,...,n — 1, se busca en la k—ésima columna de Agk_l) desde la fila k£ hasta
la n para encontrar el primer elemento diferente de cero. Si agz) # 0 para algun p,
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k+1 < p < n, entonces se efectiia la operacién (Ej) < (E,) para obtener APV El

. . (k) ) . . (k)
procedimiento puede continuar entonces para formar Ay, y asi proseguir. Si a,; =0
para p = k,k + 1,...,n, se puede demostrar (Teorema XIII.4) que el sistema lineal no
tiene una solucién unica y el procedimiento se para. Finalmente, si aﬁ[ﬁ? = 0 el sistema
lineal no tiene una solucién tunica y el procedimiento se para.

El ejemplo siguiente ilustra el funcionamiento de este método:

Ejemplo. Resolver el sistema de ecuaciones:

E1 . I - To + 2 T3 - T4 = —8 y
EQ : 2 T — 2 i) + 3 T3 - 3 Ty = =20 y
E3 : r1 + To + T3 = —2 N
E, xr1 — ro 4+ 4dx3 + x4 = 4.

La matriz ampliada es

1 -1 2 -1 | -8
a2 -2 3 =3 | —20
Ao =4q 1 1 1 o0 | -2/

1 -1 4 3 | 4

y efectuando las operaciones (Fy — 2E1) — (Es), (Es — E1) — (E3) y (Ey — E1) — (Ey)
llegamos a:

1 -1 2 -1 | -8
@_[0 0 -1 -1 | —4
4a 0 2 -1 1 | 6
0 0 2 4 | 12

Como el elemento aézz), llamado elemento de pivote, es cero, el procedimiento no puede

continuar de la misma forma, pero la operacién (E;) < (E;) estd permitida, asi que se
(2) (2)

hace una busqueda de los elementos a5y ¥ a5 para encontrar el primer elemento no cero.

Ya que a§22) # 0, se efectia la operacién (Es) < (Es3) para obtener una nueva matriz

1 -1 2 -1 | -8

@ _ [0 2 -1 1| 6
Aa 0 0 —1 -1 | —4
0 0 2 4 | 12

Como x9 estd ya eliminada de F3 y Ey, AES’) sera Aﬁf)/ y los calculos pueden continuar
con la operacién (E4 + 2E3) — (FEy), dando

1 -1 2 -1 -8

|
@w_[0 2 -1 1] 6
Ad o 0 -1 -1 | —4
o o0 o 2 | 4
Finalmente, se puede aplicar la sustituciéon hacia atras:
4 —4— (-1 =z
n=ion G E N
6— 24— (—1 8 —(=1) 24 — 2 23 — (—1
e L

124



V. Muto Eliminacion Gaussiana y sustitucion hacia atras —  Cap. XIV

2. ALGORITMO Y EJEMPLOS

Para resumir el método de eliminacién Gaussiana completo con sustitucion hacia
atras, se presenta el siguiente algoritmo.

Algoritmo de eliminacién Gaussiana con sustitucion hacia atras.

Para resolver el sistema lineal de n X n:

Ei: annzi+ai2 20+ ...+ ain Tn = a1 nt1

Ey: aoy w1 +a 22+ ...+ a2, Ty = a2 41

En: ap1 o1+ an2 22+ ...+ app Ty = Un,n+1

Entrada: nimero de incdgnitas y de ecuaciones n; matriz ampliada A, = (a;;) donde
1<i<nyl<j<n+1

Salida: solucién x1, xs, ..., x, 6 mensaje de que el sistema lineal no tiene solucién tnica.

Paso 1: Para:=1,2,...,n — 1 seguir los pasos 2-4 (proceso de eliminacion).

Paso 2: Sea p el menor entero con ¢ < p < ny ay # 0. Sip no puede
encontrarse entonces SALIDA; (no eziste solucion unica) PARAR.

Paso 3: Si p # i entonces efectuar (E,) < (E;).
Paso 4: Para j =1+ 1,7+ 2,...,n seguir los pasos 5y 6.

aji
aii

Paso 6: Efectuar (E; —mj; E;) — (E;).
Paso 7: Si a,, = 0 entonces SALIDA; (no eziste solucion inica) PARAR.

Paso 8: (Empieza la sustitucion hacia atrds); tomar

Paso 5: Tomar m;; =

An on+1
Ty = ——— .
ann
Paso 9: Parat=n—1,n—2,...,1 tomar
n
Win+1 = D Gij T
j=i+1
xXr;, =

27

Paso 10: SALIDA (z1,z2,...,%,);
(procedimiento completado satisfactoriamente) PARAR.

Ejemplo. Resolver los dos sistemas lineales:

El,(l) : T  + To + r3 + Ty = 7 y
EQ,(l) : ry + T2 + 2x4 = 8,
E3,(1) : 2x + 2z 4+ 3x3 = 10,
Eyqy: —x — To — 2x3 + 2x4 = 0,
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y
El,(g) : ry + To + r3 -+ Ty = 7,
Es (9) : 1 + Z2 + 2z4 = 5,
Es@y: 221 + 2z + 3ux3 = 10,
E47(2) =11 — To — 2x3 + 2x4 = 0.

Estos sistemas dan lugar a las matrices

1 1 1 1] 7 1 1 1 1 | 7
1 _ 1 1 0 2 | 8 1 1 1 0 2| 5
Ao=| 2 2 3 0] 10 Yo A= 2 2 3 0] 10
-1 -1 -2 2 | 0 -1 -1 -2 2 | 0
Ya que ay1 = 1 # 0, los pasos para eliminar 1 de Fo, F3y FE4 dan, para: =1
a1 a;1
mﬂ:mﬂ:aiu:%:aﬂ .
Entonces:
J=2, ma=1; j=3, mu=2; j=4 mu=-1;
y las operaciones a efectuar son:
(B2 — Er) — (E2) 5 (B3 —2E1) — (E3);  (Ea+ E1) — (Ey)
Las matrices se trasforman en:
1 1 1 1| 7 1 1 1 1| 7
2 0 0 -1 1 | 1 @2 0 0 -1 1 | -2
Ao=| o o 1 -2 | —4 y o de=| o 0o 1 -2 | —4
0 0 -1 3 | 7 0 0 -1 3 | 7

Aqui ase = azs = ago = 0 y el algoritmo requiere que el procedimiento se detenga y no se
obtiene una soluciéon para ninguno de los sistemas.

Para examinar més de cerca la razén de la dificultad, efectuamos (Ey + E3) — (E4)
para obtener ASE) — AW y AB) =A@

1) a(1) a(2) 7 “Ta(2)
1 1 1 1] 7 1 1 1 1] 7
@w [0 0o -1 1] 1 @w [0 0o -1 1| -2
A=l o 0o 1 2| <4 Y Ao~ 0o 0o 1 —2| -4
o 0 0 1] 3 o 0 o0 1 | 3

Escribiendo las ecuaciones para cada sistema se obtiene:

r1 + x2 + x3 + Ty = 7,
- wx3 + xy = 1,

rs — 21’4 = —4,

T4 = 37
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y
r1T + X2 + X3 —+ Ty = 7 ,
— x3 + Ty = -2,
rs — 2 Ty = —4 ,
rg4 = 3.

Efectuando sustitucion hacia atrds en cada sistema nos lleva a:
r4=3 'y x3=-442x4=2,

en ambos sistemas. Si se continta la sustituciéon hacia atras hasta la segunda ecuacién
en cada caso, la diferencia entre los dos sistemas se hace aparente ya que en el primer
sistema

—x3+ x4 =1 implica que 1=1,

mientras que en el segundo sistema
—r3+ x4 = —2 implica que 1= -2.

El primer sistema lineal tiene un nimero infinito de soluciones z4 = 3, 3 = 2, x-
arbitraria y 1 = 2 — x5, mientras que el segundo nos lleva a una contadicciéon y no existe
solucién. En ambos casos, sin embargo, no hay una solucién tnica como concluimos a

partir del algoritmo de eliminacién Gaussiana con sustitucion hacia atras.

Cuando se comparan las técnicas para resolver sistemas lineales, se necesita con-
siderar otros conceptos ademés de la cantidad de lugar requerido para almacenamiento.
Uno de éstos conceptos es el efecto del error de redondeo y otro es la cantidad de tiempo
requerido para completar los cdlculos. Ambos dependen del niimero de operaciones ar-
itméticas que se necesitan efectuar para resolver un problema. En general, el tiempo
requerido para realizar una multiplicacién o divisién es considerablemente mayor que el
requerido para realizar una suma o una resta. Para mostrar el procedimiento que se
emplea para contar las operaciones en un método dado, contaremos las operaciones nece-
sarias para resolver un sistema lineal tipico de n ecuaciones con n incégnitas usando el
algoritmo de la eliminacién Gaussiana con sustitucién hacia atras.

Hasta los pasos 5 y 6 del algoritmo no se efectiian operaciones aritméticas. El paso 5
requiere que se realicen (n —14) divisiones. El reemplazar la ecuaciéon E; por (E; —m;; E;)
en el paso 6 requiere que m;; se multiplique por cada término en E; resultando un total de
(n—1)(n—142) multiplicaciones. Después de completar esto, cada término de la ecuacién
resultante se resta del término correspondiente en E;. Esto requiere (n —i)(n — i+ 2)
restas. Para cada ¢ =1,2,...,n — 1, las operaciones requeridas en los pasos 5 y 6 son

Multiplicaciones/Divisiones
(mn—i)+n—i)(n—i+2)=Mnm—1) (n—i+3),

Sumas/Restas
n—i)(n—i+2).
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El nimero total de operaciones requeridas en estos pasos se obtiene sumando las cuentas
de las operaciones para cada i. Recordando que

e o m(m+1) o, mm+1)(@2m+1)
; 1=m, ; j TR ; J ; :
obtenemos
Multiplicaciones/ Divisiones
n—1 n—1 n—-1  n-1

dn—i)n—i+3)=m"+3n)> 1-2n+3)> i+» i’=

(n—1n (n—1n@2n—-1) n3+3n?—4n
> 6 N 3 ’

=n?*+3n)(n—1)— (2n +3)

Sumas/Restas

n—1 n—1 n—1

n—1
dn—i)n—i+2)=n*+2n)) 1-2n+1)) i+ i’=
i=1 i=1 i=1 i=1
(n—1)n N (n—1n@2n—1)  2n3+3n? —5n
2 6 - 6 '
Los otros pasos del algoritmo de la eliminacién Gaussiana con sustitucién hacia atras que

=m*+2n)(n—1)—2(n+1)

requieren de operaciones aritméticas son los pasos 8 y 9. El n° 8 requiere de una divisién.
El n° 9 requiere de (n — i) multiplicaciones y (n — 4 — 1) sumas para cada término con
sumatorio y luego una resta y una divisiéon. El nimero total de operaciones en los pasos
8y 9es

Multiplicaciones/Divisiones

n—1 2

nT+n

1 i)+ =

+;[(n )+l ="——,

Sumas/Restas

n—1 2_

Dln—i-1)+1 ="~

i=1

El total de operaciones aritméticas en el algoritmo de la eliminacién Gaussiana con susti-
tucion hacia atras es por lo tanto
Multiplicaciones/Divisiones

n3+3n2—4n+n2+n_ 2n3 +9n? — 5n
3 2 6 ’

Sumas/Restas

2n3 + 3n2 — 5n nz—n_ n3 +3n?2 —4n

6 +2_3

Como el nimero total de multiplicaciones y de divisiones es aproxidamente n3/3, y similar

para sumas y restas, la cantidad de cémputo y el tiempo requerido se incrementaran con

n proporcionalmente a n3.
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CAPITULO XV. ESTRATEGIAS DE PIVOTEO

1. INTRODUCCION Y METODO

Durante la derivacion del algoritmo de la eliminacién Gaussiana con sustitucién hacia
atras, se encontrd que para obtener un cero para el elemento pivote a,(clz) era necesario un
intercambio de filas de la forma (E)) < (E,) donde k 4+ 1 < p < n era el entero mas
pequeno con a]()],? # 0. En la préactica frecuentemente es deseable realizar intercambios
de las filas que contienen a los elementos pivote, aun cuando éstos no sean cero. Cuando
los céalculos se realizan usando aritmética de digitos finitos, como seria el caso de las
soluciones generadas con calculadora u ordenador, un elemento pivote que sea pequeno
comparado con los elementos de debajo de él en la misma columna puede llevar a un error

de redondeo sustancial. En el ejemplo siguiente se da una ilustracion de esta dificultad.
Ejemplo. El sistema lineal

Ey: 000327 4+ 59142 = 59.17,
Ey: 52912y — 613022 = 46.78,

tiene la solucién exacta x1 = 10.00 y o = 1.000.
Para ilustrar las dificultades del error de redondeo, se aplicard eliminacién Gaussiana
a este sistema usando aritmética de cuatro digitos con redondeo.

El primer elemento pivote es a§11) = 0.003 y su multiplicador asociado es

Mot = ——— = 1763.6 ,

el cual se redondea a 1764. Efectuando la operacién (Ey —ma1 E1) — (E2) y el redondeo
apropiado (1764 - 59.14 = 104322 = 104300 y 1764 - 59.17 = 104375 = 104400),

0.003 1y — 8914 zy = 09.17 ,
— 104300 xzo = —104400 .

La sustitucion hacia atras implica que

59.17 —59.14-1.001  59.17 — 59.20 0.030
9 = 1.001 y Tr1 = == == = —10.00 .

0.003 0.003 T 0.003

El error absoluto tan grande en la solucion numérica de x; resulta del error pequeno de

0.001 al resolver para xo. Este error absoluto fue amplificado por un factor de 20000 en
la solucion de x; debido al orden en el que fueron realizados los célculos.

El ejemplo anterior ilustra las dificultades que pueden surgir en algunos casos cuando

el elemento pivote a,(clz) es pequeno en relacién a los elementos az(-f) para k <1 < ny

k < j < n. Las estrategias de pivoteo se llevan a cabo en general seleccionando un nuevo
elemento como pivote aé’ﬁ) intercambiando las filas k y p, e intercambiando las columnas
k y q, si es necesario. La estrategia mas simple consiste en seleccionar el elemento en la
misma columna que esta debajo de la diagonal y que tiene el mayor valor absoluto; es
decir, se determina p tal que
|a(k)] = max \a(.k)\
pk p<i<n ' k17
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y se efectia (Ey) < (E,). En este caso no se considera un intercambio de columnas.

Ejemplo. Reconsideremos el sistema lineal del ejemplo anterior:

Ey: 0003z + 591429 = 59.17,
Ey: 52912y — 613022 = 46.78.

Usando el procedimiento de pivoteo descrito arriba resulta que primero se encuentra
1 1 1
max{|a{}|, ||} = max{|0.003],|5.291|} = |5.291| = |a'}] .
Asi, se realiza la operacién (F3) < (E7) la cual da el sistema

Ey: 52912y — 613022 = 46.78,
Ey: 0003z + 591429 = 59.17.

El multiplicador para este sistema es

aly)  0.003

p— _1 p—
oD 5291

ma1

= 0.000567 ,

y la operacién (Ey—ma1 F1) — (Es2) con el redondeo apropiado (0.000567-6.13 = 0.003476
y 0.000567 - 46.78 = 0.02652) reduce el sistema a

0291 1 — 6.130 22 = 46.78,
09.14 x5 = 59.14.

Las respuestas con cuatro digitos que resultan de la sustitucion hacia atras son los valores
correctos x1 = 10.00 y z2 = 1.000.

Esta técnica se conoce como pivoteo maximo de columna o pivoteo parcial.

2. ALGORITMOS DE ELIMINACION GAUSSIANA CON PIVOTEO

A continuacién se presenta el algoritmo de eliminacién Gaussiana con pivoteo par-
cial (pivoteo maximo de columna). Los procedimientos detallados en este algoritmo son
suficientes para garantizar que cada multiplicador m;; tiene una magnitud que no excede

a uno.

Algoritmo de eliminacién Gaussiana con pivoteo maximo de columna.

Para resolver el sistema lineal de n X n:

Ei: annzi+ai2 220+ ...+ ain Tn = a1 pnt1

E2 I a9l X1+ age o+ ...+ a9y Ty, = as nitl

En: ap1 o1 +an2 22+ ...+ app Ty = Un,n+1

Entrada: nimero de incégnitas y de ecuaciones n; matriz ampliada A, = (a;;) = (a(i, j))
donde 1 <:1<nyl<j<n+1.
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Salida: solucién x1,xs, ..., x, 6 mensaje de que el sistema lineal no tiene solucién tnica.
Paso 1: Parai=1,2,...,n tomar F(i) = i;
(inicializar el indicador de la fila).
Paso 2: Parai=1,2,...,n— 1 seguir los pasos 3-6 (proceso de eliminacion,).
Paso 3: Sea p el menor entero con i < p <ny

(a(F(p),)] = max [a(F (), )]

Paso 4: Si a(F(p),i) = 0 entonces SALIDA;
(no existe solucion unica) PARAR.

Paso 5: Si F(i) # F(p) entonces tomar AUX = F(i), F(i) = F(p), F(p) =
AUX; (intercambio de filas simulado).
Paso 6: Para j =i+ 1,74+ 2,...,n seguir los pasos 7 y 8.
Paso 7: Tomar m(F(j),i) = Z((Zg(d))z))
Paso 8: Efectuar (Ep;y — m(F(j),1) Eru)) — (Ery))-
Paso 9: Sia(F(n),n) =0 entonces SALIDA; (no existe solucion unica) PARAR.

Paso 10: (Empieza la sustitucion hacia atrds); tomar

a(F(n),n+1)
a(F(n),n)

Iy —

Paso 11: Parai=n—1,n—2,...,1 tomar

a(F(i),17)

Paso 12: SALIDA (x1,x2,...,2,);
(procedimiento completado satisfactoriamente) PARAR.

Atn cuando la estrategia del pivoteo maximo de columna es suficiente para la mayoria
de los sistemas lineales, se presentan a veces situaciones en las que esta estrategia resulta
inadecuada.

Ejemplo. El sistema lineal:

Ey: 30.00 z;y + 591400 zo = 591700 ,
Ey: 5291z, — 6.130 zo = 46.78 ,

es el mismo sistema que el presentado en los ejemplos previos excepto que todos los
coeficientes en la primera ecuacién estan multiplicados por 10%. El procedimiento descrito
en el algoritmo de eliminacién Gaussiana con pivoteo maximo de columna con aritmética
de 4 digitos lleva a los mismos resultados que se obtuvieron en el primer ejemplo.

El méximo valor en la primera columna es 30.00 y el multiplicador

5.291

= ——=0.1764
30.00 0176

ma1

131



V. Muto Estrategias de pivoteo —  Cap. XV

y la operacién (Fy — mo1E1) — (F2) con el redondeo apropiado (0.1764 - 591400 =
104322 = 104300 y 0.1764 - 591700 = 104375 = 104400) transformaria el sistema en

30.00 1 + 591400 5 = 591700 ,
— 104300 zo = —104400 ,
el cual tiene soluciones x5 = 1.001 y 21 = —10.00.

Para el sistema del ultimo ejemplo es apropiada una técnica conocida como pivoteo
escalado de columna. El primer paso en este procedimiento consiste en definir un
factor de escala s; para cada filal =1,...,n

s = max |ag] .
1<j<n
Si s; = 0 para algtn [, los Teoremas XIII.3 y XIII.4 implican que no existe solucién tnica
y el procedimiento se detiene. El intercambio apropiado de filas para luego obtener ceros
en la primera columna queda determinado escogiendo el primer entero 1 < k < n con
|ak1| |aj1]

= max ,
Sk 1<j<n Sj

y realizando (F7) < (E%). Igualmente, al paso generico i, el intercambio apropiado para
llevar el elemento pivote a;; en su posicién, queda determinado escogiendo el menor entero
k,1 <k <mn, con

laki| _ laji|

= max ,
sk i<i<n 8

y realizando (FE;) < (Ej). Si al efectuar este intercambio no se varifan los factores de
escala, diremos que estamos aplicando una estrategia de pivoteo escalado de columna
con factores de escalas fijos. Por otra parte, otra estategia es efectuar también el
intercambio (s;) <> (si) si se estd haciendo el intercambio de filas (E;) < (Ej) (1 <i <mn,
i < k < n). En este caso diremos que se aplica la estrategia de pivoteo escalado de columna
con intercambio completo o simplemente pivoteo escalado de columna.

Una modificacién de esta técnica de pivoteo escalado de columna, que llameremos
pivoteo escalado de columna modificado, consiste en redefinir los factores de escala
a cada paso, es decir, al paso i-ésimo de nuestro algoritmo (1 < i < n) se definen los
factores de escala s; para cada filal =1i,...,n

s1= max ;] -
Entonces, el intercambio apropiado de filas para llevar el elemento pivote a;; en su posicién
queda determinado escogiendo el primer entero k, i < k < n, con
| k] |aj1]

= max —— ,
Sk i<j<n §;

y realizando luego (E;) < (Ey).
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El efecto de escalar consiste en asegurar que el elemento mayor de cada fila tenga
una magnitud relativa de uno antes de que se empiece la comparacion para el intercambio
de filas. El escalamiento se hace solamente con propésitos de comparacién, asi que la
divisién entre los factores de escala no produce un error de redondeo en el sistema.

Aplicando la técnica de pivoteo escalado de columna al iltimo ejemplo se obtiene
s1 = max{|30.00],591400|} = 591400 ,

se = max{|5.291],| — 6.130|} = 6.130 .

Consecuentemente,
]a11| 30.00 4 ‘CL21| 5.291
_ — 0.5073 x 10 19211 _ 2290 _ ) 8631
s1 591400 % Yo e T 6.130 ’

y por lo cual se hace el intercambio (F;) < (Es).

Aplicando eliminacién Gaussiana, el nuevo sistema

5291 z; — 6.130 zo = 46.78 |
30.00 z; + 591400 zo = 591700 ,

producira los resultados correctos 1 = 10.00 y x5 = 1.000. De hecho, el multiplicador es

(1)
a 30.00
mo1 = 21 -

— 2 —5.67
oD 7 5.291 ’
11

y la operacién (B2 —mo1 E1) — (E3) (con 5.67-6.13 = 34.76 y 5.67-46.78 = 256.2) reduce

el sistema a
5291 1 — 6.130 zo = 46.78 ,

591400 o = 591400 .
Las respuestas con cuatro digitos que resultan de la sustitucion hacia atras son los valores

correctos x1 = 10.00 y x5 = 1.000.

Algoritmo de eliminacién Gaussiana con pivoteo escalado de columna.

Para resolver el sistema lineal de n X n:

Ei: aynxitap x4+ ...+ a1, Ty = a1 pq1

Ey: a1 w1 +a 22+ ...+ a2, Ty = a2 nt1

En: ap1 o1 +an2 22+ ...+ app Ty = Un,n+1

Entrada: nimero de incégnitas y de ecuaciones n; matriz ampliada A, = (a;;) = (a(i, j))
donde 1 <:1<nyl<j<n+1

Salida: solucién x1,x9, ..., x, 6 mensaje de que el sistema lineal no tiene solucién tinica.

Paso 1: Para:=1,2,...,n tomar

si = s(i) = max la(i,j)| ;
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si s; = 0 entonces SALIDA; (no eziste solucion unica) PARAR. Tomar
F(i) = 1; (inicializar el indicador de la fila).
Paso 2: Parai=1,2,...,n— 1 seguir los pasos 3-6 (proceso de eliminacion,).

Paso 3: Sea p el menor entero con i < p <ny

Paso 4: Si a(F(p),i) = 0 entonces SALIDA;
(no existe solucion unica) PARAR.

Paso 5: Si F(i) # F(p) entonces tomar AUX = F(i), F(i) = F(p), F(p) =
AUX; (intercambio de filas simulado).
Paso 6: Para j =14+ 1,74+ 2,...,n seguir los pasos 7 y 8.
Paso 7: Tomar m(F(j),i) = Z((Ig(d))z))
Paso 8: Efectuar (Ep;y —m(F(j),1) Eru)) — (Ery))-
Paso 9: Sia(F(n),n) =0 entonces SALIDA; (no existe solucion inica) PARAR.

Paso 10: (Empieza la sustitucion hacia atrds); tomar

a(F(n),n+1)
a(F(n),n)

Ipn =

Paso 11: Parai=n—1,n—2,...,1 tomar

n

a(F(i),n+1)— ':ZH a(F(i),7) x;

a(F(i), 1)

T, =

Paso 12: SALIDA (z1,x9,...,2y);
(procedimiento completado satisfactoriamente) PARAR.

Los célculos adicionales requeridos para el pivoteo escalado de columna resultan
primero de la determinacién de los factores de escala, es decir (n — 1) comparaciones para
cada uno de las n filas, que da un total de

n(n—1) comparaciones .

Para determinar el primer intercambio correcto, se realizan n divisiones y se hacen (n—1)

comparaciones. La determinacién del primer intercambio entonces, anade un total de
comparaciones n(n—1)+(n—1) 'y divisiones n .
Como los factores de escala se calculan sélo una vez, el segundo paso requiere solamente

comparaciones (n—2) 'y divisiones (n—1).
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Procediendo de manera similar, el procedimiento de pivoteo escalado de columna agrega

un total de
- 3
comparaciones (n—1) + Z(k —-1) = in(n -1)
k=2
y
n(n+1)

-1,
2

n
divisiones Z k=
k=2
al procedimiento de eliminacién Gaussiana. El tiempo requerido para realizar una com-
paracién es comparable, aunque un poco mayor, al de suma/resta. Entonces la técnica
de escalamiento no incrementa significativamente el tiempo de cémputo requerido para

resolver un sistema para valores grandes de n.

Si un sistema garantiza el tipo de pivoteo que da un pivoteo escalado de columna
modificado, entonces se debe usar pivoteo maximo o total. Es decir, este pivoteo

maximo en el k—ésimo paso busca todos los elementos
a;; para i=kk+1,...,n, y j=kk+1,...,n,

para encontrar el elemento que tiene la magnitud més grande. Se realizan intercambios
de filas y de columnas para traer este elemento a la posicién pivote.

El primer paso de pivoteo total requiere que se realicen (n? — 1) comparaciones,
el segundo paso requiere [(n — 1)? — 1] comparaciones, y asi sucesivamente. El tiempo
total adicional requerido para incorporar el pivoteo total en la eliminaciéon Gaussiana es

consecuentemente

cCoOmparaciones

Z(kg 1 n(n —1)(2n + 5)

k=2 6

Este ntmero es comparable con el niimero requerido por una técnica de pivoteo de
columna modificada, pero no es necesaria ninguna divisién. El pivoteo total es conse-
cuentemente la estrategia recomendada para la mayoria de los sistemas complicados para

los cuales se puede justificar la cantidad de tiempo de ejecucion tan intensa.

3. EJEMPLO DE ALGORITMO FORTRAN

En esta seccién vamos a presentar una version FORTRAN muy sencilla del algoritmo
de eliminacién Gaussiana con pivoteo maximo de columna. En el esquema de la progra-
macién estructurada FORTRAN, el problema de la busqueda de solucién de un sistema
de ecuaciones lineales sera desarrollado dividiéndolo en un programa principal y en varios
subprogramas, donde cada uno de ellos resuelve una tarea particular. En nuestro caso, el
problema serd resuelto usando un programa principal que llama a la subrutina MATRIZA,
para la lectura de los elemento de la matriz ampliada A,, correspondiente al sistema dado
A x = b y a las subrutinas GAUSELI, GAUSMAX o GAUSESC, dependiendo de qué
método se quiere usar, para el desarrollo del algoritmo de eliminacién Gaussiana sin pi-

voteo, la primera, con pivoteo maximo de columna, la segunda, y con pivoteo escalado
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de columna, la tercera. Aqui se dara solamente la version FORTRAN de la subrutina
GAUSMAX (las otras se pueden obtener de ésta con sencillas modificaciones).

C PROGRAMA PRINCIPAL
PROGRAM SISLIN
PARAMETER (M =20, MM = 21)
REAL XX(M), AA(M,MM)
INTEGER N, I, J, INDEX
EXTERNAL MATRIZA, GAUSELI, GAUSMAX, GAUSESC

C
PRINT*, ' NUMERO DE DIMENSION MAXIMA' M
PRINTx*, 'DAR LA DIMENSION DEL PROBLEMA'
READx, N
PRINTx*, '"ESCOGER EL METODO A USAR’
PRINT*, 'INDEX =0, ELIMINACION GAUSSIANA CON'
PRINTx*, " SUSTITUCION HACIA ATRAS SIN PIVOTEO'
PRINT*, 'INDEX =1, ELIMINACION GAUSSIANA CON'
PRINTx*, ' PIVOTEO MAXIMO DE COLUMNA'
PRINT*, 'INDEX =2, ELIMINACION GAUSSIANA CON'
PRINTx,' PIVOTEO ESCALADO DE COLUMNA'
READx, INDEX
IF(INDEX.EQ.0) PRINTx, " NO USARE PIVOTEO'
IF(INDEX.EQ.1) PRINTx, ' USARE PIVOTEO MAXIMO'
IF(INDEX.EQ.2) PRINTx, ' USARE PIVOTEO ESCALADO'
C
CALL MATRIZA(N, AA, M)
IF(INDEX.EQ.0) CALL GAUSELI (N, AA, M, XX)
IF(INDEX.EQ.1) CALL GAUSMAX (N, AA, M, XX)
IF(INDEX.EQ.2) CALL GAUSESC (N, AA, M, XX)
C
PRINT*, " LA APROXIMACION A LA SOLUCION ES’
DO 10 I=1, N
10 PRINT*, XX(I)
STOP
END
ko>k skoskoskoskosk skoskoskosk sk skoskeosk sk sk skoske sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k sk sk sk sk sk sk sk sk sk >k skosk sk sk >k sk sk sk sk sk skk
SUBROUTINE GAUSMAX (N, A, M, XX)
PARAMETER (MM = 20)
INTEGER I, J, K, N, IFIL(MM)
REAL AA(M,+), XX(M), CHECK, CHECK1, MUL(MM, MM)
C
DO 10 K=1, N
10 IFIL(K) = K
C
DO 99 T=1, N1
PRINTx, ' xx*x PASO NUMFERO xxx [I:' 1
CHECK = ABS(A(IFIL(I),1))
IP=1

DO 20 J=I+1, N
CHECK1 = ABS(A(IFIL(J),I))
IF(CHECK1.GT.CHECK) THEN
CHECK = CHECK1
IP=]
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PRINT*, ' HAY INTERCAMBIO DE I: ', I
PRINT=, ' CON IP: ' IP

ENDIF

20 CONTINUE

IF(A(IFIL(IP),I).EQ.0.0) THEN
PRINT*, ' NO EXISTE SOLUCION UNICA'
GOTO 999

ENDIF

IF(IFIL(I).NE.IFIL(IP)) THEN
AUX = IFIL(I)
IFIL(I) = IFIL(IP)
IFIL(IP) = AUX

ENDIF

DO 77 J=I+1, N

MUL(IFIL(J),I) = A(IFIL(J),I)/AIFIL(I),I)
PRINT=, ' MULTIPLICADOR'

PRINTx, I, J, MUL(IFIL(J),I)

DO 88 K=1, N+1

88 A(IFIL(J),K) = AIFIL(J),K) — MUL(IFIL(J),I) * AIFIL(I), K)
77 CONTINUE
PRINTx, (AK,J), J=1, N+1), K=1, N)
99 CONTINUE
C

IF(A(IFIL(N),N).EQ.0.0) THEN
PRINT*, ' NO EXISTE SOLUCION UNICA'

GOTO 999
ENDIF
C
XX(N)=A(IFIL(N),N +1)/A(IFIL(N),N)
DO 55 I=N-1,1, -1
SUMA = 0.0
DO 44 J=I+1, N
44 SUMA = SUMA + AIFIL(I),J) * XX(J)
XX(I) = (AUFIL(I),N + 1) — SUMA)/JA(IFIL(I), I)
55 CONTINUE

PRINT*, ' EL. PROCEDIMIENTO HA SIDO'
PRINT*, ' COMPLETADO SATISFACTORIAMENTE'

999 CONTINUE
RETURN
END

koskoskoskoskosk sk sk skoske sk sk skoskeoskoske sk sk skoskeoskoskoskoskeoskoskoskoskoskosk skosk skosk skosk skoskoskoskskoskosk sk sk sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk kk

SUBROUTINE MATRIZA (N, AA, M)
INTEGER N, I, J, M
REAL AA(M, x)
OPEN (UNIT =13, FILE =' IN.DAT")

C
DO 10 I=1, N
DO 10 J=1, N+1
10 READ(13,%) AA(I, J)
CLOSE(13)
RETURN

END
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4. EL ALGORITMO DE GAUSS-JORDAN

Como hemos visto en el método conocido como regla de Cramer (ver Capitulo XXII),
para resolver el sistema lineal A x = b se puede necesitar la matriz inversa A~! para
obtener x = A~! b como tinica solucién del sistema. Sin embargo la inversa A~! de una
matriz n X n no singular A no se necesita a menudo, dado que existen otros métodos para
resolver los sistemas lineales. De cualquier manera, el algoritmo de Gauss-Jordan nos
da un método para invertir la aplicacion x — Ax =y, x € R"™, y € R", de una manera
sistemaética.

Consideremos el sistema A x =y:

Ei: annzi4+apxre+...+an Thn =91,
Ey: a9 1+ a xo+ ... +aw, Tn =92,
(XV.1)

E,: a1 +aps xo+ ...+ apn Tn = Yn -

En el primer paso del método de Gauss-Jordan, la variable x; se cambia por una de las
variables y,.. Para hacer esto, se busca un coeficiente a,; # 0, por ejemplo con el pivoteo
maximo de columna:

ar1| = Joax. a1

y las ecuaciones Fp y E, vienen intercambiadas, es decir, se hace un intercambio de filas
(E1) <> (E,). De esta manera se obtiene un sistema:

Ei: appzi+aie e+ ...+ 0in Tn =7,
Es: G x1+ao z2+ ...+ G2 Ty =7y
men e (XV.2)

En: An1 1+ A2 x2+---+ann~xn:gn7

en el cual las variables 7, ..., ¥,, son permutaciones de yi, ..., Y, y ademés a;; = a,1,
Y, = yr. Ahora @1; # 0, porque si no fuese asi,tendriamos a;; = 0 para todo 7, con lo que
A seria singular. Resolvamos la primera ecuacién de (XV.2) para z1, y sustituyamos el
resultado en todas las demés ecuaciones del sistema. Entonces se obtiene el sistema:

! — !/ /
Ei: a1y +agx2+...+ay, v =121,

Esy: ab Yy + ahy To + ...+ ab, Tp =Tsy ,
21 Y1 22 2n In 2 (XV3)

. J— / / -
E,: a, Uy +a,r2+...+a,, Tn=1,,

donde, para todo i,k =2,3,...,n,

al, = —1 al, = _a—lk
11 = = k= —=
ail ail
;o Gi P _ a1k
;1 = = Qi = Qi — Q1 —.
ail 11
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En el paso siguiente, la variable zo se cambia con una de las variables ¥, ..., 7,,; €s
decir, se busca a,o # 0, tal que |a.2| = Jnax la;2| v se hace un intercambio de filas
<i<n

(E2) < (E,); luego se resuelve la segunda ecuacién para xs, y se sustituye en todas las
demas ecuaciones del sistema. Después se repite para las variables x3 y para todas las
demés. Si representamos los sistemas con sus matrices, partiendo de A = A se obtiene
una sucesiéon A® — AM — . — A La matriz genérica AY) = a%) representa el
sistema mixto de ecuaciones de la forma

by ag) gjl—l—...—l—ag) §j+a§{;+1 xj+1+...+a(1]ﬁ) Ty = T1 ,

(7)) ~

E; - agl) y1+...+aj; yj+a§f}+1 a:j+1—|—...—|—a§n) Tp =Tj , (XVA4)
Ejq: aé”l) yr+...+ agﬂzl,j y;j + a§-3+)1,j+1 Tjp1+...+ ang Tp = Yj41
Eo: o al) i+ +a?) g+ el w6 @ = G
En este sistema (g1, ..., §,) indica una permutacién de las variables originarias (y1, ...,

Yn). En el paso AU~Y) — A0U) 1a variable x; se intercambia por §j;. Entonces, se obtiene
AU) de AU—D segiin las reglas dadas abajo. Por simplicidad, los elementos de AU~ se
indican con a;x, y los elementos de AW con al,.

Reglas para el algoritmo de Gauss-Jordan con pivoteo maximo de columna.

a) Determinar r como el menor entero j < r < n tal que

jar;| = max Jai;|
Si ar; = 0, la matriz es singular y no hay solucién.
b) Intercambiar las filas r y j de la matriz AU=D y llamar al resultado A = @y,.
¢) Calcular AY) = a., para i,k # j, segin las férmulas

1 Q;
/ / jk
T g ik T
ajj ajj
ro_ Gij R _ 4
Qi = = Qi = Qi — Q5 — .
ajj ajj
El sistema (XV.4) implica que
N A ~ ~ Nt
A(n)yzx, y:(ylv"'uyn)
donde (91,...,9n) es una permutacién de las variables originales (y,...,y,); es decir,

y = P y que corresponde a los intercambios de filas hechos en el paso b) del algoritmo
de Gauss-Jordan, y puede ser facilmente determinado. Entonces, A™ y = A" Py =x

ademas de A x =y, lo que implica
At =AM p .
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En la préactica, cuando se hacen los cdlculos para resolver a mano un sistema de
ecuaciones lineal, no se construyen las matrices A®*), si no que se trabaja directamente

sobre el sistema. Mostraremos esta manera de proceder en el ejemplo siguiente.

Ejemplo. Resolvemos el sistema lineal

E1 . I + 2 i) — Tr3 = 2 5
Ey: 2z + ) = 3,
E3 . — X1 + X9 + 2 T3 = 4 s

con el método de Gauss-Jordan con pivoteo escalado de columna y aritmética de tres
digitos.
En el primer paso del método de Gauss-Jordan, la variable x; se cambia por una de

las variables y,.. Para hacer esto, se busca un coeficiente a,; # 0, con el pivoteo escalado
de columna:

s; = max |a| lan] = max |
B P S R Sy 1<i<3  8;

y las ecuaciones E; y F, vienen intercambiadas, (F1) < (E,). En nuestro caso

o] _ 10 _ o e 20 o Jas| L0 _

= — = =—=0.5
S1 2.0 S92 2.0 S3 2.0 ’

y asi tenemos que intercambiar las primera y la segunda ecuacién, y también tenemos que
intercambiar los factores de escala, aunque en este caso quedan iguales s; = so = 53 = 2.
De esta manera se obtiene el sistema:

2x1 + T2 = 3,
1 + 2x9 — r3 = 2,
—x + To + 2x3 = 4.

Ahora, resolvemos la primera ecuacion por x1, y sustituyemos el resultado en todas las
demas ecuaciones:

1.5 - 0.5 i) = I,
(15 — 0.5 xg) + 2 i) — T3 = 2 s
(—15 + 05 5132) —|— i) —|— 2 T3 = 4 .
Entonces,
1.5 — 0.5 i) = I,
1.5 + 1.5 o — r3 = 2 5

Ahora aplicamos otra vez el pivoteo escalado de columna:

|CL22| . 1.5 . |a32| . 1.5 .
5 50 0.75 55 2.0 0.75

140



V. Muto Estrategias de pivoteo —  Cap. XV

y asi no hay que intercambiar ecuaciones. Entonces, podemos resolver la segunda ecuacion

por xo, y sustituir el resultado en las demés:

1.5 — 0.5(0.3334+0.667 x3) = 2,
0.333 + 0.667 23 = z9,
—-1.5 4+ 1.5(0.333+0.667 x3) -+ 2 x3 = 4,
que nos da
1.33 — 033 23 = x1,
0.333 + 0.667 z3 = xo,
—1.00 + 3 x3 = 4.

Finalmente, resolvemos la tercera ecuacién por la variable z3, y sustituyamos el resultado

en las demads,

3wy = 5, =  x3=2=167
133 — 0.334 (1.67) = a1,
0.333 + 0.667 (1.67) = ao,

para obtener la solucién
x1 =0.772, xo = 1.44 | x3 = 1.67 ,

que es una buena aproximacion de la solucion exacta

I S T ST
1_97 2_93 3_9-
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CAPITULO XVI. FACTORIZACION DIRECTA DE MATRICES

1. INTRODUCCION Y METODO

La discusion centrada alrededor del Teorema XIII.6 se refirié a la factorizacion de
una matriz A en términos de una matriz triangular inferior L y de una matriz triangular
superior U. Esta factorizacion existe cuando se puede resolver de manera tnica el sistema
lineal A x = b por eliminacién Gaussiana sin intercambios de filas o columnas. El sistema
L U x = A x = b puede transformarse entonces en el sistema U x = L~! b y como U es
triangular superior, se puede aplicar una sustitucién hacia atrds. Atun cuando las formas
especificas de L y U se pueden obtener del proceso de eliminacién Gaussiana, es deseable
encontrar un método mas directo para su determinacién, para que, si fuera necesaria la
solucién de varios sistemas usando A, sélo se necesitaria realizar una sustitucion hacia
adelante y otra hacia atras. Para ilustrar un procedimiento para calcular los elementos

de estas matrices, consideremos un ejemplo.
Ejemplo. Considere la matriz estrictamente dominante diagonalmente de 4 x 4:

6 2 1 -1
2 4 1 0
1 1 4 -1
-1 0 -1 3

A=

Los Teoremas XIII.6 y XIII.8 garantizan que A se puede factorizar en la forma A = L U,
donde:

iy, 0 0 O U] U2 U1z U4

log Il 0 0 0 w2 wu23 U2
L — U =

l31 lzg2 l33 O Y 0 0 wus3 us4

lyn lao lag laa 0 0 0 wuas

Los 16 elementos conocidos de A se pueden usar para determinar parcialmente los diez
elementos desconocidos de L y el mismo niimero de U. Sin embargo si el procedimiento
nos debe llevar a una solucion tnica, se necesitan cuatro condiciones adicionales para los
elementos de L y de U. El método a usar en este ejemplo consiste en requerir arbitra-
riamente que l1; = log = l33 = l44 = 1, y se conoce como el método de Doolittle. Mas
adelante en este capitulo, se consideraran métodos que requieren que todos los elementos
de la diagonal de U sean uno (método de Crout) y que l;; = u;; para cada valor de i
(método de Choleski).
La parte de la multiplicacién de L con U,

1 0 0 O Uy U2 U3 U4
LU= log 1 0 O 0 wup2 w2z wu2s | _
31 I3z 1 0 0 0 wuzz wus
lgn lao lyg 1 0 0 0 ugy
ail ai12 e e A1n
_ a1 a2 e Aon, _ A
n1 Gnp2 ... 0nn
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que determina la primera fila de A, da lugar a las cuatro ecuaciones
uir =6, we2=2, wz=1, wuy=-1.

La parte de la multiplicaciéon de L con U que determina los elementos restantes de la
primera columna de A da las ecuaciones

loruin =2, l3runn=1, Iy un=-1,
y entonces
1 1 1
21 3 31 6’ 41 6

Hasta aqui las matrices L y U asumen la forma:

1 0 0 O 6 2 1 -1

o 1/3 1 0 0 . 0 U292 U223 U4
L= 1/6 l3o 1 0 y U= 0 0 wuszz wus
—1/6 l42 l43 1 0 0 0 U444

La parte de la multiplicacién que determina los elementos restantes en la segunda fila de
A lleva a las ecuaciones

l21U12+U22=§+U22:47
l21u13+u23=§+u23=1,
l21U14+U24:—§+U24:0,
asi que
10 2 1
Ugg = — , Uz = — , Uy = — ;
22 3 28 = 3 24 = 3

y la que determina los elementos restantes de la segunda columna de A da

2 10
[ [ =+ —l3=1
31 U12 + (32 U22 6+ 3 (32 ;
2 10
[ [ = ——+4+ — =0
41 U12 + 32 U22 6 + 3 42 ;
asi que
[ _ ! lyo = L
32 = ¢ 2= 5
Ahora las matrices L y U tienen la forma:
1 0 0 O 6 2 1 -1
. 1/3 1 0 0 . 0 10/3 2/3 1/3
E=11%6 15 1 o0 Y U= 00 0 ws s
~1/6 1/10 Lz 1 0 0 0 wuy
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La parte de la multiplicacién que determina los elementos restantes en la tercera fila de

A lleva a las ecuaciones

l +1 - L L2y 4
u u U3z = = + - - = + uzz =
31 U13 + 32 U23 3= ¢t g3 33 ;
l +1 + " 1
u u Ugg = — =+ — - =+ ugy = —
31 U14 + 132 U24 34 65 3 34 ;
asi que
37 9

U33=E y U34:—1—0;

y la que determina los elementos restantes de la tercera columna de A da

1 1 2 37
l41 u13 + la2 u23 + lu3 usy =~ E§+1—0143:—17
asi que
oo 9
437 T
Y finalmente, la tltima ecuacion es:
1 1 1 9 9
la1 w1g + a2 u2g + 143 Uzg + Ugg = _6(_1) + 0°3 37 (_E) +ugq =3,
asi que
191
= g
para obtener finalmente:
1 0 0 0 6 2 1 -1
1 10 2 1
3 1 0 0 0 5 3 3
L= 1 1 y U= 37 9
5= 1 0 0 0 %5 -7
11 9 191
-5 19 —3 |1 0 0 0 =

2. LOS ALGORITMOS DE DOOLITTLE Y DE CROUT

En el siguiente algoritmo de factorizacién directa estd contenido un procedimiento
general para factorizar matrices en un producto de matrices triangulares. Aunque
se construyen nuevas matrices L y U, los valores generados pueden reemplazar a los
elementos correspondientes de A que no son ya necesarios. Por lo tanto, la nueva matriz
tiene elementos a;; = l;; para cadai=2,3,...,ny j=1,2,3,...,i—1;y a;; = u;; para
cadai1=1,2,3,....nyj=1,1+1,...,n.

Algoritmo de factorizacion directa de Doolittle o de Crout.

Para factorizar una matriz A = (a;;) de n X n en el producto de la matriz triangular
inferior L = (l;;) con la matriz triangular superior U = (u;;); esto es, A = L U, donde
estd dada la diagonal principal de L 6 U.
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Entrada: dimensién n; los elementos a;;,1 < 7,5 < n de A; la diagonal 11, l22, ..
de L (método de Doolittle) 6 uyq,uge, ..., un, de U (método de Crout).

‘7lTL’I'L

Salida: los elementos [;;, 1 < 7 <4, 1 <4 < n de L y los elementos u;;, 1 < i < n,
1<j<n,deU.

Paso 1: Seleccionar l11 y u1; satisfaciendo 11 u11 = aq1.
Si 111 u1; = 0 entonces SALIDA; (factorizacion imposible) PARAR.

Paso 2: Para j =2,3,...,n tomar
U = %; (primera fila de U );
aji1

— (primera columna de L).

ljl =

Paso 3: Para:=2,3,...,n — 1 seguir los pasos 4 y 5.

1—1
Paso 4: Seleccionar l;; v u;; satisfaciendo l;; wi; = a; — > Lik ugi-
k=1
Si l;; ui; = 0 entonces SALIDA; (factorizacion imposible)
PARAR.
Paso 5: Para j =1+ 1,7+ 2,...,n tomar
i—1
Ujj = li laij — > lik ukjl; (i—ésima fila de U);
‘ k=1

i

i—1
lj; = UL [aj; — k21 ik uki); (i—ésima columna de L).

n—1
Paso 6: Seleccionar l,, y Un, satisfaciendo Uy, Unn = apn — D lnk Ukn-
k=1

Si lnn Upn = 0 entonces A = L U pero A es singular.
Paso 7: SALIDA (l;; y w;j para j=1,...,nei=1,...,n ); PARAR.

Una dificultad que puede surgir cuando se usa este algoritmo para obtener la fac-
torizacién de la matriz de coeficientes de un sistema lineal de ecuaciones es la causada
por el hecho de que no se usa pivoteo para reducir el efecto del error de redondeo. Se ha
visto en célculos anteriores que el error de redondeo puede ser muy significativo cuando
se usa aritmética de digitos finitos y que cualquier algoritmo eficiente debe de tomar esto
en consideracién.

Atn cuando el intercambio de columnas es dificil de incorporar en el algoritmo de
factorizacion, el algoritmo puede alterarse facilmente para incluir una técnica de inter-
cambio de filas equivalente al procedimiento de pivoteo maximo de columna descrito en

el capitulo XV. Este intercambio resulta suficiente en la mayoria de los casos.

El siguiente algoritmo incorpora el procedimiento de factorizacion del algoritmo de
factorizacion directa junto con el pivoteo maximo de columna y la sustituciéon hacia ade-
lante y hacia atras para obtener una solucién a un sistema lineal de ecuaciones. El proceso
requiere que el sistema lineal A x = b se escriba como L U x = b. La sustituciéon ha-
cia adelante resuelve el sistema L z = b y la sustitucion hacia atras resuelve al sistema
U x = L' b=z Sedebe hacer notar que los elementos diferentes de cero de L y U se
pueden guardar en los elementos correspondientes de A excepto los de la diagonal de L 6
U, la cual debe darse en entrada.
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Algoritmo de factorizacion directa con pivoteo maximo de columna.

Para resolver el sistema lineal n X n A x = b en la forma:
Fi: a1 z1+ta2 22+ ... +a1, T, = a1,n+1

Es: agy wy +az x2+ ... +az, Ty = azni1

En D Qp1 T1FGp2 o+ ..o+ A Ty = Qn on+1

factorizando A en L U y resolviendo L z = b y U x = z donde se da la diagonal principal
de Lo U.

Entrada: dimensién n; los elementos a;;, 1 <i <n, 1 < j < n+1 de la matriz ampliada

de A; la diagonal l11, l22, . .., Iy, de L (método de Doolittle) o la diagonal w11, usg, . . ., Unn
de U (método de Crout).

Salida: solucién x1,xs,...,x, 6 mensaje de que el sistema lineal no tiene solucién tinica.
Paso 1: Sea p el menor entero tal que 1 <p <ny |ap| = 1I£1a<x laj1]; (encontrar

el primer elemento pivote).
Si |api| = 0 SALIDA; (no existe solucion tinica) PARAR.

Paso 2: Sip # 1 entonces intercambiar las filas p y 1 en A.
Paso 3: Seleccionar l1; y uy; satisfaciendo 117 w11 = aq1.

Paso 4: Paraj =2,3,...,n tomar
U = (pmmem fila de U );

l_
L1 = u— (primera columna de L).
Paso 5: Parai=2,3,...,n — 1 seguir los pasos 6-9.

Paso 6: Sea p el menor entero tal que : <p<ny

i—1 i—1
Qpi — E lpk Uk aj; — E Lik g
k=1 k=1

(encontrar el i—ésimo elemento pivote).
Si el maximo es cero entonces SALIDA;
(no existe solucion unica) PARAR.

Paso 7: Si p # i entonces intercambiar las filas p e ¢ en la matriz A e in-
tercambiar los elementos de las filas p e i de las primeras (i — 1)
columnas de L.

= maXx
1<j<n

Y

Paso 8: Seleccionar l;; v u;; satisfaciendo ly; wi; = ay; — > Lik Ugi-

Paso 9: Para j =i+ 1, z—|—2 ,n tomar
U5 = f lai; — Z Lik ukj] (i—ésima fila de U );

— laj; — Z Lik uki); (i—ésima columna de L).

1
Paso 10: Tomar AUX = a,, — Z lnk Ukn-

Si AUX = 0 entonces SALIDA (no existe solucion unica) PARAR.

n—1

Seleccionar l,,,, y un, que satisfagan Uy, Unn = apn — D lnk Ukn-
k=1
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(Los pasos 11 y 12 resuelven el sistema triangular inferior L z =b.)
a1 m+1

Paso 11: Tomar z; = i

Paso 12: Para:=2,3,...,n tomar
i—1
1
zi = 17 (@i — 22 lij %1
Jj=1

(Los pasos 13 y 14 resuelven el sistema triangular superior U x = z.)

Paso 13: Tomar z, = 2=

uTLTL
Paso 14: Parai=n—1,n—2,...,1 tomar
n
1
T = oo [z — 2w @l
j=i+1

Paso 15: SALIDA (x1,x9,...,2,);
(procedimiento completado satisfactoriamente) PARAR.

Ejemplo. Para ilustrar el procedimiento seguido en el algoritmo de factorizacion directa

con pivoteo maximo de columna, consideremos el sistema lineal

1.00z; + 033322 + 150zxz3 — 033324 = 3.00,
—201lz; 4+ 145z9 + 05023 + 29524 = 540,
43221 — 1.95 2 + 208z4y = 0.13,
5.11 T - 4.00 i) + 3.33 r3 — 1.11 Tq = 3.77.

Seguiremos los pasos del algoritmo de factorizaciéon directa con pivoteo maximo de
columna con l1; = las = l33 = l44 = 1, usando aritmética de redondeo a tres digitos. En
primer lugar escribimos la matriz ampliada:

1.00 0.333 1.50 —-0.333 3.00

—2.01 1.45 0.50 2.95 5.40

|

B B |
Aa=TABI=1" 435 195 000 208 | 013

|

5.11 —-4.00 3.33 -—-1.11 3.77

Ademas, las matrices triangular inferior L y triangular superior U son:

1.00 0 0 0 U1l U2 U3 Ul4q

. lo1 1.00 0 0 . 0 w22 w23 U
=10 e 100 0] YY1 0 0 ugp us
l41 l42 l43 1.00 0 0 0 U444

Paso 1: Tenemos que encontrar el primer elemento pivote, es decir, el menor entero
ptal que 1 <p <nylap| = max |a;i1]. En nuestro caso
1<j<n

p=4.

Paso 2: Dado que p # 1, entonces tenemos que intercambiar las filas p =4 y 1 en A.

La matriz ampliada se transforma en

511 —4.00 3.33 —1.11 | 3.77
A= | 200 145 050 295 | 540
PIT 432 —195 000 208 | 0.13
|

1.00 0333 1.50 —0.333 3.00
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Paso 3: Se necesita seleccionar l1; y uq; satisfaciendo /17 u1; = a;; = 5.11. 'Y como

l11 = 1.00,
U1 = 5.11
Paso 4: Para j = 2,3,4 debemos tomar uy; = 72 y lj1 = 32
Es decir,
wpe = P2 = 400, up=3-333, uy—=_ 111,
l11 l11 l11
Y 2.01
a1 —4.
lop = — = ——— =-0.393
7w s ’
asq 4.32
l31 = — = —— =10.845
31 U1 5.11 ’
aq1 1.00
ly1= —=—-=0.196 .
R
Entonces, las matrices L y U asumen la forma
1.00 0 0 0 5.11 —4.00 3.33 -—1.11
I —0.393 1.00 0 0 v U= 0 U22 U23 U24
0.845 l32 1.00 0 0 0 Uuss Us34
0.196 l42 l43 1.00 0 0 0 U44

Paso 5: Para i = 2 seguir los pasos 6-9.
Paso 6: Ahora tenemos que encontrar el segundo elemento pivote, es decir, en-
contrar el menor entero p tal que 2 <p <4y

—1 — o — X
ap2 — lp1 u12| 21%8?4\%2 j1 U2l

En nuestro caso,

|a22 — l21 'lL12| = |1.45 — (—0393)(—400)| = | — 0.12| =0.12 5
|CL32 - l31 U12| = | —1.95 — (0845)(—400)| = |143’ =1.43 ;
’CL42 - 141 ’LL12| = |O333 — (0196)(—400)| = ‘112’ =1.12.

Asi, p = 3.

Paso 7: Dado que p = 3 # 2 = i, tenemos que intercambiar las filasp =3 e i = 2
en la matriz A e intercambiar los elementos de las filas p =3 e i = 2 de
la primera columna de L. Entonces,

511 —-4.00 3.33 —1.11 | 3.77
[4,b] — 432 —-195 0.00 208 | 0.13
R —2.01 1.45 0.50 295 | 540 )] °
|

1.00 0333 1.50 —0.333 3.00

1.00 0 0 0
0.845 1.00 0 0
—0.393 32 1.00 0
0.196  l42 43 1.00

L=

148



V. Muto Factorizacion directa de matrices —  Cap. XVI

Paso 8: Tenemos que seleccionar lao y uso satisfaciendo
log uge = aga — lo1 ui2 .
Dado que I3 = 1.00, entonces
Uga = ag2 — lo1 u12 = —1.95 — (0.845)(—4.00) = 1.43 .

Paso 9: Para j = 3,4 tenemos que tomar

1
ug; = +— [ag; — lop Upj)
l22
s = —— [ag2 — Ly uge)
j2 — Uso ;2 jk Uk2
En nuestro caso,
1
Ugs = . [aos — l21 ui3] = [0.00 — (0.845)(3.33)] = —2.81 ,
22
1
Uy = . [a2q — l21 u14] = [2.08 — (0.845)(—1.11)] = 3.01
22
1 1
= — — = —— [1.45 — (0. —4. = —0.
l32 Yo [(l32 131 Ulg] 143 [ 5 ( O 393)( 00)] O 0839 ;
1
lyg = s lago — 141 u12] = T3 [0.333 — (0.196)(—4.00)] = 0.783 .

Entonces, las matrices L y U asumen la forma

1.00 0 0 0 5.11 —4.00 3.33 —1.11

I — 0.845 1.00 0 0 y U= 0 143 —-281 3.02
—-0.393 —0.0839 1.00 0 0 0 u33 U34

0.196 0.783 lygs 1.00 0 0 0 Ugq

Paso 5: Para i = 3 seguir los pasos 6-9.
Paso 6: Ahora tenemos que encontrar el tercer elemento pivote, es decir, encon-
trar el menor entero p tal que 3 <p <4y

2 2
|aps — ; Lpk ugks| = Joax, lajs — ; Lik uks) -

En nuestro caso,

’CL33 — <l31 UuU13 + l32 U/23)‘ = ‘05 - ((—0393)<333) + (—00839)(—281))| = 1.57 5
’CL43 — (l41 U3 + 42 U23)‘ = |1.5 — ((0196)(333) + (0783)(—281)))| =3.05.

Asi, p = 4.
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Paso 7: Dado que p =4 # 3 = i, tenemos que intercambiar las filasp =5y 1 =3
en la matriz A e intercambiar los elementos de las filas p =5 e i =3 de
la primera y segunda columnas de L. Entonces,

511 —-4.00 3.33 -—-1.11 | 3.77
[4,b] = 432 —-195 0.00 208 | 0.13
’ 1.00  0.333 1.50 —0.333 | 3.00 | ’
—2.01 1.45  0.50 295 | 5.40
1.00 0 0 0
0.845 1.00 0 0

L=1 0196 0783 100 o0
~0.393 —0.0839 ;3 1.00

Paso 8: Tenemos que seleccionar 33 y uss satisfaciendo
I33 uzz = azz — (I31 u13 + 32 u23) -
Dado que l33 = 1.00, entonces
usz = assz — (I31 u1z + l32 u23) = 1.50 — (0.196)(3.33) 4+ (—0.0839)(—2.81) = 3.05 .

Paso 9: Para j = 4 tenemos que tomar

1
Ugj:E

1
ljz = — lazz — (lj1 w1z + lj2 ua3)] .
u3s

[033‘ — (Is1 Uy + l32 Uzj)]

En nuestro caso,

Uz4 = é [aza — (I31 w14 + 32 U24)]
— [20.333 — ((0.196)(—1.11) + (0.783)(3.02))] = —2.47 ,

1

las = — Jaas — (a1 w1 + Ly uss)]
U33
1

= 555 (05— ((-0.393)(3.33) + (—0.0839)(~2.81))] = 0.515 .

Entonces, las matrices L y U asumen la forma

1.00 0 0 0 5.11 —-4.00 3.33 -—-1.11

I - 0.845 1.00 0 0 v U= 0 143 -—-2.81 3.02
0.196 0.783 1.00 0 0 0 3.06 —247

—-0.393 —0.0839 0.515 1.00 0 0 0 Ug4

Paso 10: Finalmente, tenemos que seleccionar l44 v u44 que satisfagan

3

lag wag = ag4 — E lap, upa .
k=1
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Dado que l44 = 1.00, entonces

Ugq = agq — (lg1 w14 + lyo uog + ly3 us3)

= 2.95 — ((—0.393)(—1.11) 4 (—0.0839)(3.02) + (0.515)(—2.47)) = 4.04 .
La factorizacién esta completa:

5.11 —-4.00 333 -—-1.11
432 —-195 0.00 2.08

A= 1.00 0.333 1.50 -0.333 |
—2.01 1.45 0.50 2.95
1.00 0 0 0 5.11 —-4.00 333 -—-1.11
| 0.845 1.00 0 0 0 143 -281 3.02
0.196 0.783 1.00 0 0 0 3.06 =247
—-0.393 —0.0839 0.515 1.00 0 0 0 4.04

(Los pasos 11 y 12 resuelven el sistema triangular inferior L z =b.)

Paso 11: Tomar z; = 7% = ?‘—(7)8 = 3.77.
11 .

Paso 12: Para ¢ = 2,3,4 tomar

1 1—1
zi = [aim = )l 7] -
Jj=1

En nuestro caso:

1

Z2 = l_ [CL25 — oy 21]
22
= 0.13 — (0.845)(3.77) = —3.06
1
7= [ass — (131 21 + l32 22)]
33
= 3.00 — ((0.196)(3.77) 4+ (0.783)(—3.06)) = 4.66
1
Z4 = E [ass — (la1 21 + la2 22 + lug 23)]

= 5.40 — ((—0.393)(3.77) + (—0.0839)(—3.06) + (0.515)(4.66)) = 4.22 .

(Los pasos 13 y 14 resuelven el sistema triangular superior U x = z.)

Paso 13: Tomar x4 = uzﬁ = % = 1.04.

Paso 14: Para i = 3,2,1 tomar

1
mi:—[zi— Z ui]‘x]’].
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En nuestro caso:

I3 = L [23 — Us4 564]
Uuss
1
= g7 [460 — (~2.47)(1.04)] = 2.37
Ty = %22 (22 — (u23 @3 + u24 T4)]
_ % 23.06 — ((—2.81)(2.37) + (3.02)(1.04))] = 0.322
T = L (23 — (w12 T2 + w13 T3 + U4 T4)]
Uu33
= 5% [3.77 — ((—4.00)(0.322) + (3.33)(2.37) + (—1.11)(1.04))] = —0.329 .

Paso 15: SALIDA. La solucién es
r1=-0.329, 20=0.322, x3=237, x4=104.

(procedimiento completado satisfactoriamente) PARAR.

Una aplicacién del algoritmo de factorizacién directa da lugar a la factorizacién

1.00 0.333 1.50 -0.333
—2.01 1.45  0.50 2.95

A= 432 —-195 0.00 2.08 |
5.11 —-4.00 333 -—-1.11
1.00 0 0 0 1.00 0.333 1.50 —0.333
| —2.01 1.00 0 0 0 212 3.52 2.28
| 432 —-1.60 1.00 0 0 0 -08 7.17
5.11  —=2.69 —-6.04 1.00 0 0 0 50.0

Aplicando entonces los pasos 11 hasta el 15 del algoritmo de factorizaciéon directa con

pivoteo maximo de columna se obtiene la solucién
x1=—-0370, x22=0.236, x3=242, x4,=1.03.

La siguiente tabla compara los resultados del algoritmo de factorizacion directa con pivo-
teo maximo de columna, del algoritmo de factorizacion directa y de la respuesta real a
tres digitos. Noétese la mejoria en la precisién cuando se incluyen intercambios de filas.

Tabla 1
z Z2 Zs3 T4
Alg. fact. pivoteo —0.329 0.322 2.37 1.04
Alg. fact. directa —0.370 0.236 2.42 1.03
Real —0.324 0.321 2.37 1.04
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3. EL ALGORITMO DE CHOLESKY

Cuando se sabe que la matriz real es simétrica y positiva definida, se puede mejorar
significativamente la técnica de factorizacién de una matriz con respecto al niimero de

operaciones aritméticas requeridas.

Teorema XVI.1

Si A es una matriz real de n x n simétrica y positiva definida, entonces A tiene
una factorizacién de la forma A = L L', donde L es una matriz triangular inferior. La
factorizacion se puede lograr aplicando el algoritmo de factorizacién directa con l; = wu;;
para cada i =1,2,...,n.

Para una matriz simétrica y positiva definida, este Teorema se puede usar para
simplificar el algoritmo de factorizacion directa. Ademads, si se tiene que resolver un
sistema lineal representado por una matriz positiva definida, los pasos 1-6 del siguiente
algoritmo (algoritmo de Choleski) pueden sustituirse por los pasos 1-10 del algoritmo
de factorizacién directa con pivoteo maximo de columna para aprovechar la simplificacién
que resulta, siempre y cuando u;; sea reemplazado por [;; en los pasos 13 y 14. El

procedimiento de factorizaciéon se describe en el siguiente algoritmo.

Algoritmo de Choleski.

Para factorizar una matriz n X n simétrica y positiva definida A = (a;;) como A = L L,
donde L es triangular inferior.

Entrada: dimensién n; los elementos a;j,1 <7,j5 <n de A.

Salida: los elementos /;;, 1 < j <4, 1 < i < n de L; (los elementos de U = L! son
Paso 1: Tomar
li1 = /a1 .
Paso 2: Para j =2,3,...,n tomar
_ %

li1 = .
T

Paso 3: Parai=2,3,...,n — 1 seguir los pasos 4 y 5.

Paso 4: Tomar

Paso 6: Tomar
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La solucién de un sistema lineal tipico representado por una matriz positiva definida
usando el algoritmo de Choleski requiere de
raices cuadradas

multiplicaciones/divisiones

n>+9n2+2n
6

sumas/restas
n*+6n*—Tn
6

Estas son alrededor de la mitad de las operaciones aritméticas requeridas en el algoritmo

de eliminacién Gaussiana. La vantaja computacional del método de Choleski depende
del nimero de operaciones que se requieran para determinar los valores de las n raices
cuadradas, el cual, debido a que es un factor lineal con n, decrecera significativamente
conforme n crezca.

4. EL ALGORITMO DE CROUT PARA SISTEMAS TRIDIAGONALES

Los algoritmos de factorizacion se pueden simplificar considerablemente en el caso
de matrices de banda debido al gran niimero de ceros que aparecen en patrones regulares
en estas matrices. Es particularmente interesante observar la forma que los métodos de
Crout o Doolittle toman en este caso. Para ilustrar esta situacién, supongamos que una

matriz tridiagonal

aj;p a2 0 c. . 0
agy Gz a23 0 0
0 a a a e 0
A= 32 33 34 7
0 R 0 pn—1,n—2 Opn—1n—1 On—-1n
o ... ... 0 Ay n—1 Ann

pueda factorizarse en las matrices triangulares L y U.

Como A tiene solamente (3 n — 2) elementos distintos de cero, habré sélo (3 n — 2)
condiciones para determinar a los elementos de L y U siempre y cuando se obtengan
también los elementos cero de A. Supongamos que realmente es posible encontrar las
matrices en la forma

l11 0o ... . e 0
lo1 1o O . e 0
I — 0 I3 ls3 0 . 0 7
0 0 ln—l,n—Q ln—l,n—l 0
0 0 ln,nfl lnn
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y
1 u12 0 0
0 1 U923 0 0
U — 0 0 1 U34 0
0 0 1 Un—1,n
o ... ... 0 0 1

De esta forma hay (2 n — 1) elementos indeterminados de L y (n — 1) elementos indeter-
minados de U, que en total son iguales, en niimero, a las condiciones mencionadas arriba
y ademas, los elementos cero de A se obtienen automaticamente.

La multiplicacion A = L U da, sin contar los elementos cero, las ecuaciones:

ain = b1,
aji—1=1l;;—1, para cada i1=2,3,...,n,

Qi = li,i—l Ui—1,4 + lii , para cada i=2,3,...,n,
@ii+1 = lij Wi j41 , para cada ¢=1,2,...,n—1.

Una solucion a este sistema de ecuaciones puede encontarse obteniendo primero todos los
términos no cero fuera de la diagonal de L, usando la segunda ecuacién y luego usando
la cuarta y la tercera para obtener alternadamente el resto de los elementos de U y L, los
cuales se pueden ir guardando en los elementos correspondientes de A.

A continuacion se da un algoritmo completo para resolver un sistema de ecuaciones

lineales de n x n cuya matriz de coeficientes es tridiagonal.

Algoritmo de reduccion de Crout para sistemas lineales tridiagonales.

Para resolver el sistema lineal tridiagonal de n x n

Ei a1+ a o2 = a1,n41 »
Es5 :az x1 + age x2 + ags x3 = a2,n+1 »
En—l : An—1,n—2 Tn—2 + An—1,n—1 Tn—1 + Un—1,n Tn = Apn—1,n+1 ,
En : An.n—1 Tn-1 + Gpn Tn = an n+1 -

el cual se supone tiene solucién tnica.

Entrada: dimensién n; los elementos a;;, 1 <i<ny1<j<n+1de A,.

Salida: solucion x1,xa, ..., T,.
Paso 1: Tomar
. _a12
l11 = all y U = — .
l11
Paso 2: Parai=2,3,...,n — 1 tomar
lii—1 = a;i—1; (i—ésima fila de L).
lis = ai; _a‘l‘z‘,i—l Ui—1,i-
Ui i1 = —55+; ((i + 1)—ésima columna de U).
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Paso 3: Tomar l,, ,—1 = apn—1; (n—ésima fila de L).
lnn = Qnn — ln,n—l Un—1,n-
(Los pasos 4 y 5 resuelven L z =b).
Paso 4: Tomar
a1 n+1

zZ1 =
lll

Paso 5: Para:=2,3,...,n tomar

1
%= [@in+1 —liic1 zio1] -
ii
(Los pasos 6 y 7 resuelven U x = z).

Paso 6: Tomar
Ty = Zn -

Paso 7: Parat=n—1,n—2,...,1 tomar

Li = 2 — Uqi+1 Tit1 -

Este algoritmo requiere sélo de (5 n — 4) multiplicaciones/divisiones y de (3 n — 3)
sumas /restas, y consecuentemente tiene una ventaja computacional considerable sobre los
métodos que no consideran la triadiagonalidad de la matriz, especialmente para valores
grandes de n.

El algoritmo de reducciéon de Crout para sistemas lineales tridiagonales puede apli-
carse cuando l; # 0 para cada i = 1,2,...,n. Dos condiciones, cualquiera de las cuales
asegurara que esto es cierto, son que la matriz de coeficientes del sistema sea positiva
definida o que sea estrictamente dominante diagonalmente. Una condicién adicional que

garantiza que este algoritmo se puede aplicar estd dada en el siguiente Teorema.

Teorema XVI.2

Supdéngase que A = (a;;) es tridiagonal con a;;—1 - a;;+1 # 0 para cada i =
2,3,...,n—1. Silai1] > |ai2|, |ai| > |aii—1| + |aii+1] para cada i = 2,3,...,n — 1,
Y |@nn| > |an n—1|, entonces A es no singular y los valores de [;; descritos en el algoritmo
de reducciéon de Crout son diferentes de cero para cada i =1,2,...,n.
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CAPITULO XVII. TECNICAS ITERATIVAS PARA RESOLVER
SISTEMAS LINEALES

1. INTRODUCCION Y METODO

Una técnica iterativa para resolver un sistema lineal A x = b de n x n empieza con
una aproximacién inicial x(©) a la solucién x, y genera una sucesién de vectores {x(k)}z‘;o
que converge a x. La mayoria de estas técnicas iterativas involucran un proceso que
convierte el sistema A x = b en un sistema equivalente de la forma x = T' x + ¢ para
alguna matriz T' de n x n y un vector c. Ya seleccionado el vector inicial x(?) la sucesién
de vectores de solucién aproximada se genera calculando

x®) =1 x*=1 4 ¢ (XVII.1)

para cada k = 1,2,3,.... Este tipo de procedimiento nos recuerda a la iteracién del punto
fijo estudiada en la tercera parte.

Las técnicas iterativas se emplean raras veces para resolver sistemas lineales de di-
mensién pequena ya que el tiempo requerido para lograr una precision suficiente excede
al de las técnicas directas como el método de eliminacion Gaussiana. Sin embargo, para
sistemas grandes con un gran porcentaje de ceros, estas técnicas son eficientes en términos
de almacenamiento en la computadora y del tiempo requerido. Los sistemas de este tipo
surgen frecuentemente en la solucién numérica de problemas de valores en la frontera y

de ecuaciones diferenciales parciales.

Ejemplo. El sistema lineal A x = b dado por

E1 : 10 I — To + 2 I3 = 6 y
Ey: —z7 + 1129 — r3 + 3x4 = 25,
Eys: 2x -— ro + 10x3 — ry = -—11,
E4 : 3 i) — r3 + 8 Ty = 15 y

tiene por solucién a x = (1,2, —1,1)*. Para convertir A x = b a la forma x =T x + c,
resolvemos la ecuacion E; para cada ¢ = 1,2, 3, 4, obteniendo:

1 = 5Tz — i3 + 2,
To = ﬁxl + ﬁ$3 — %CB4 + % ,
r3 = —é:m + %Oxz + %1‘4 - % )
L4 = - 3x2 +  gT3 + 18—5 )

En este ejemplo,

1 1 3

0 % -5 O 5
19 L1 _3 25

11 11 11 11

T = y c=

1 1 g 4 1
5 10 10 10

3 1 15

0 8 8 0 8
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Como una aproximacién inicial tomemos a x(®) = (0,0, 0,0)? y generemos x() mediante:

2t = L~ 1500 + 2 = 06000,
xél) = 1—11m§0) + ﬁxéo) 13—130510) + % = 2.2727
a:gl) = —%:cgo) + %xéo) + %xio) — % = —1.1000 ,
i) = — 50 LY + L = 18750

xgk) (k) (k) (F)

Las iteraciones adicionales x(*) = ( , T ),x3 ,x; )¢, se generan de manera similar y

se presentan en la tabla siguiente.

Tabla 1

k a:gk) :z:ék) argk) xflk)

0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1 0.6000 2.2727 —1.1000 1.8750
2 1.0473 1.7159 —0.80523  0.88524
3 0.93264 2.0533 —1.0493 1.1309
4 1.0152 1.9537 —0.96811  0.97385
5 0.98899 2.0114 —1.0103 1.0213
6 1.0032 1.9923 —0.99453  0.99444
7 0.99814 2.0023 —1.0020 1.0036
8 1.0006 1.9987 —0.99904  0.99889
9 0.99968 2.0004 —1.0004 1.0006
10 1.0001 1.9998 —0.99984  0.99980

La decisién de parar después de diez iteraciones estd basada en el hecho de que

Ix19 — x| 8.0 x107*
x(10)]|  1.9998

1073 .

En realidad, ||x(?) — x||,, = 0.0002.

El método del ejemplo anterior se llama método iterativo de Jacobi. Este consiste
en resolver la i—ésima ecuacién de A x = b para z; para obtener, siempre y cuando

ai; # 0, que

o _ % Ty “"J’) bi i —=1.2 XVII2
X ;( o +an‘ para i ,2,...,m ( 2)
G

y generar cada a:l(-k) de las componentes de x*~1) para k > 1 con

1 — _
o = =3 (—ay 2V +b]  para i=1,2,...n. (XVIIL.3)

7
@ij !

El método puede escribirse en la forma x(¥) = T x(*=1 4 ¢ dividiendo a A en su parte
diagonal y no-diagonal. Para ver esto, sean D la matriz diagonal cuya diagonal es la
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misma que la diagonal de A, —L la parte triangular estrictamente inferior de A, y —U la
parte triangular estrictamente superior de A. Con esta notacion, se separa en

a1 a2 e A1n ail 0 NN 0
A — a1 az2 ... Q2n _ 0 aszy ... 0 +
Anl Gp2  -.. QOpp 0 0 ... apn
0 0 0 0 —aiz —Qin
. —a91 0 0 . 0 0 .
—Anpn—1,n
—Qan1 2 | 0 0 0 NN 0

=D - L - U.

La ecuacién Ax =b 6 (D—L—U) x = b se transforma entonces en D x = (L+U) x+Db,
y finalmente
x=D1'(L+U)x+D'b. (XVII.4)

Esto da lugar a la forma matricial de la técnica iterativa de Jacobi:
x®O =Dt (L+U)x* V4D tb, k=1,2.... (XVIIL5)

En la practica, la ecuaciéon (XVI1.3) es la que se usa para los cdlculos, reservando a la
ecuaciéon (XVII.5) para propdsitos teéricos.

2. LOS ALGORITMOS DE JACOBI Y DE GAUSS-SEIDEL

Para resumir el método iterativo de Jacobi, presentamos el siguiente algoritmo:

Algoritmo iterativo de Jacobi.

Para resolver el sistema lineal A x = b con una aproximacién inicial dada x(®.

Entrada: nimero de incégnitas y de ecuaciones n; las componentes de la matriz A = (a;;)
donde 1 < 4,5 < n; las componentes b;, con 1 < i < n, del término no homogéneo b; las
componentes XO;, con 1 < i < n, de la aproximacién inicial XO = x(9); la tolerancia
TOL; el nimero maximo de iteraciones Nj.

Salida: solucién aproximada xz1,xs9,...,x, 0 mensaje de que el nimero de iteraciones
fue excedido.

Paso 1: Tomar k = 1.
Paso 2: Mientras que k < Ny seguir los pasos 3—6.

Paso 3: Parai:=1,2,...,n tomar
1 n
X2 le
j#i

Paso 4: Si ||x — XO|| < TOL entonces SALIDA (x1,za,...,2y);
(procedimiento completado satisfactoriamente) PARAR.
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Paso 5: Tomar k =k + 1.
Paso 6: Para:=1,2,...,n tomar XO; = x;.

Paso 7: SALIDA (ndmero mdximo de iteraciones excedido);
(procedimiento completado sin éxito) PARAR.

El paso 3 del algoritmo requiere que a;; # 0 para cada i = 1,2,...,n. Si éste no es
el caso, se puede realizar un reordenamiento de las ecuaciones para que ningin a;; = 0,
a menos que el sistema sea singular. Se sugiere que las ecuaciones sean arregladas de tal
manera que a;; sea lo mas grande posible para acelerar la convergencia.

En el paso 4, el criterio de paro ha sido ||x — XO|| < TOL; otro criterio de paro es

iterar hasta que
Ix®) — x|

x|

sea menor que alguna tolerancia predeterminada € > 0. Para este propdsito, se puede

usar cualquier norma conveniente; la que mas se usa es la norma I

Un anélisis de la ecuacién (XVII.3) sugiere una posible mejora en el algoritmo

iterativo de Jacobi. Para calcular :L’(-k) se usan las componentes de x*~1 . Como para i >
(k) (k) (k)

1,277,257, ..., 1 ya han sido calculadas y supuestamente son mejores aproximaciones
. k k k
a la solucion real z1, o, ..., ;1 que xg ) g ), e 335 )1, parece razonable calcular :17( )

usando los valores calculados mas recientemente; es decir,

1—1 n
1 _
) = —[= (ay 2f) = D (ay 2 TY) 0] (XV1I.6)
71=1 j=1+1
para cada i = 1,2,...,n en vez de la ecuacién (XVII.3).

Ejemplo. El sistema lineal A x = b dado por

E1 : 10 ry — o2 + 2 T3 = 6 s
Eys: —z1 + 11 x9 — r3 + 3Ty = 25,
E3 : 2 I — To + 10 I3 - Ty = —11 y
E,: 3xry — T3 + 8x4 = 15,

fue resuelto en el ejemplo anterior con el método iterativo de Jacobi. Incorporando la
ecuaciéon (XVII.6) en el algoritmo iterativo de Jacobi, se obtienen las ecuaciones que se

usaran para cada k =1,2,...:

xgk;) _ %x(k 1y %x:(%k:—l) i % ,
xék) = ﬁxgk) + 11xi(’)k Do i é(lk Do+ 3,
xgk) = —%xgk) + mxék) + wazflk S % ,
xik) = — —zc;k) + %xgk) + % .

Tomando x(¥) = (0,0,0,0)?, generamos los vectores iterados de la tabla 2
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Tabla 2

k :cgk) wék) :cgk) xflk)

0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
1 0.6000 2.3273 —0.98727  0.87885
2 1.0302 2.0369 —1.0145 0.98435
3 1.0066 2.0035 —1.0025 0.99838
4 1.0009 2.0003 —1.0003 0.99985
5 1.0001 2.0000 —1.0000 1.0000

Ya que
(5) — x(4)
[|x x ||°O:0'0008:4><10_4,
x| o0 2.000

se acepta x(®) como una aproximacién razonable a la solucién. Es interesante notar que
el método de Jacobi en el ejemplo dado requiere el doble de iteraciones para la misma
precision.

La técnica presentada en el dltimo ejemplo se llama método iterativo de Gauss-
Seidel. Para escribir este método en la forma matricial (XVII.1) se multiplican ambos
lados de la ecuacion (XVI1.6) por a;; y se recolectan todos los k—ésimos términos iterados

para dar
a1 xgk) + a;o :L'gk) + ...+ ay xgk) = —Qjit+1 :z:l(-f:l) — . — Qi x,(f_l) +b; ,
para cada i = 1,2,...,n. Escribiendo las n ecuaciones tenemos:
ail xgk) = —aio xék_l) — a3 mgk_l) — ... — a1 ng_l) + by
az @+ ag 1) = —azy 2§V L ag, Y by

(k)

(k)
Anl Ty~ + Qp2 Ty

+...+annx7(1k):bn,

y se sigue que, en forma matricial, el método de Gauss-Seidel puede ser representado
como (D — L) x*) =U x*~1) + b, ¢

x®W =(D-D)'Uux*V+(D-L)'b. (XVII.T)

Para que la matriz triangular inferior (D — L) sea no singular, es necesario y suficiente

que a;; # 0 para cada i =1,2,...,n.
Para resumir el método iterativo de Gauss-Seidel, presentamos el siguiente algoritmo:

Algoritmo iterativo de Gauss-Seidel.

Para resolver el sistema lineal A x = b con una aproximacién inicial dada x(?).

Entrada: nimero de incégnitas y de ecuaciones n; las componentes de la matriz A = (a;;)
donde 1 < i,5 < n; las componentes b;, con 1 < i < n, del término no homogéneo b; las
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componentes XO;, con 1 < i < n, de la aproximacién inicial XO = x(9; la tolerancia
TOL; el nimero maximo de iteraciones Nj.

Salida: solucién aproximada xz1,xo,...,x, 0 mensaje de que el nimero de iteraciones
fue excedido.

Paso 1: Tomar k = 1.
Paso 2: Mientras que k < Ny seguir los pasos 3-6.

Paso 3: Para:=1,2,...,n tomar
1 i—1 n
Ti = ;[—Z(%‘ ;) = Y (a5 XO;) +bi] .
=1 j=i+1

Paso 4: Si ||x — XO|| < TOL entonces SALIDA (z1,x3,...,2,);
(procedimiento completado satisfactoriamente) PARAR.

Paso 5: Tomar k =k + 1.
Paso 6: Parat=1,2,...,n tomar XO,; = x;.

Paso 7: SALIDA (ndmero mdzimo de iteraciones excedido);
(procedimiento completado sin éxito) PARAR.

Los resultados de los ejemplos parecen implicar que el método de Gauss-Seidel es
superior al método de Jacobi. Este es generalmente cierto, pero no siempre. En realidad,
hay sistemas lineales para los cuales el método de Jacobi converge y el método de Gauss-
Seidel no, y viceversa.

3. CONVERGENCIA DE LOS PROCESOS ITERATIVOS

Para estudiar la convergencia de las técnicas generales de iteracion, consideramos la
férmula (XVII.1)

x®) =1 xk=1 4 ¢

para cada k = 1,2, ..., donde x(?) es arbitrario. Este estudio requerird del siguiente lema:

Lema XVII.1
Si el radio espectral p(T') satisface que p(T") < 1, 6 si la norma de la matriz 7" satisface
que ||T|| < 1, entonces (I —T)~1 existe y

I-T)'=I+T+T*+....

Teorema XVII.2
Para cualquier x(?) € R™, la sucesién {x(*)}2° = definida por (XVII.1)

xF) =1 xk=1) 4 ¢

para cada k > 1y ¢ # 0, converge a la solucién tinica de x =T x+c siy sélo si p(T) < 1.
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Demostracién: de la ecuacién (XVII.1), se tiene que

x) = 7 x4 ¢ =
=T (Tx%* 2 4¢)+c=
=T72x* 2 L (T+1)c=

=TFxO (T4 4+T+1D)c.

Suponiendo que p(T) < 1, podemos usar el Teorema XIII.15 y el Lema XVIIL.1 para

obtener
k—1

li (k) — k50 4 j
i <8 = i 75 i (D T7)e
7=0
=0-xO4+(I-T)le=(I-T)""c.
De (XVII.1) x = klim x(F) = (I — T)~'c serd la solucién tinica de x = T x + c.

Para probar el reciproco, sea {X(k)}zozo convergente a x para cualquier x(?). De la
ecuacién (XVII.1) sigue que x =T x + ¢, asi que para cada k,

x—x® =T (x—x*V)y =  =7F (x—x©) .
Por lo tanto, para cualquier vector x(9),

klim T (x — x©) = klim x—x® =0.

Consecuentemente, si z es un vector arbitrario y x(0) = x — Z, entonces

lim T z = lim T% [x — (x —2)] =0,

k—oo k—oo

lo cual, por el Teorema XIII.15, implica que p(T") < 1. c.q.d.

Un Teorema parecido nos dara condiciones de suficiencia para la convergencia de los
procesos de iteraciéon usando las normas en lugar del radio espectral.

Teorema XVII.3
Si ||T|| < 1, para cualquier norma matricial natural, entonces la sucesion definida en
la ecuacién (XVII.1), {x(k)}zozo, converge para cualquier x(9) € R™, a un vector x € R",

y se satisfacen las siguientes cotas de error:

[l —x® | < |71 [x© — x|l , (XVII.8)

k
HX_X(I@)||< ||T||
1
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Demostracién: comenzando con un vector arbitrario x(?), formaremos una secuencia de

aproximaciones
x® =7 xW 4¢,
x®) =1 xk=D 4 ¢
de donde

xF) =7k xO (7"l 4T+ c.

Como para ||T|| < 1 tenemos ||T*|| — 0 cuando k — oo, se deduce que

k—oo k—oo

lim 7" =0 y lm (I+T+T°+.. . +T")=> TF=1-T)".
k=0

Y por tanto, pasando al limite cuando k — oo, tenemos

x = lim x® =T -T)"'c.
k—o0

Esto prueba la convergencia del proceso iterativo. Ademads, tenemos (I —7T) x = ¢ 6
x =T x + c, lo cual quiere decir que el vector x en el limite es una solucién del sistema.
Como la matriz (I —T') no es singular, la solucién x es inica. Hemos asi demostrado la
primera parte del Teorema.

Demostramos ahora la cota de error (XVII.8). Supongamos que x*+7) y x(*) son
dos aproximaciones de la solucién del sistema lineal x = T" x+c¢; de la ecuacién (XVII.1),

tenemos:
Hx(kz+p) _ X(k)” = ||IT x(ktp=1) _ X(k—l)H = ||T (X(k+p—1) _ X(k—l))H -

— |[T* (<) = x| < T =P - <O

Ahora pasando al limite cuando p — oo, obtenemos

lim Hx(kﬂ’) — X(k)H < lim HTHk Hx(p) — X(O)H = HTHk lim Hx(p) — X(O)H
p—00 p—00 p—00
y entonces

[l = x®| < IT)* |lx = x|,

que es la cota de error (XV1I.8)
Finalmente demostramos la cota de error (XV1I1.9). Como antes, supongamos que
x(k+P) v %) son dos aproximaciones de la solucién del sistema lineal x = T x + c.

Tenemos

Hx(kﬂo) _ X(k)H < Hx(k-&-l) _ X(k)H + Hx(k+2) _ X(k+1)H 4.+ Hx<k+p) _ X(k+p—1)” )

164



V. Muto Técnicas iterativas para resolver sistemas lineales —  Cap. XVII
Por lo visto antes:

[+ — x| < 7] [ = XD < TR Y = x W)
para m > k > 1. Entonces tenemos:

) — x| < D = O g T D = ]

TP [0 = x®) < o ) - x0) <
1—||T]
k
< ||TH Hx(k) _X(k—l)H <...< HTH HX(l) _X(O)H 7
1—||T] 1|7l
de donde se deduce la cota de error (XVII.9). c.q.d.

Notése que si en particular elegimos x(?) = ¢, entonces x) =T c+cy
1x = <O = |7 ¢|| < |T]| [[e]| ,

y la cota (XVII.9) nos da:

[Ix —x®]| < llel| - (XVILY)

Ejemplo. Demostrar que el proceso de iteracion de Jacobi es convergente para el sistema

lineal siguiente:

E1 . 10 ry — D) + 2 rs — 3 Ty = 0 y
E2 . T + 10 i) - 3 + 2 T4q = 5 y
E3 . 2 I + 3 i) + 20 I3 - Ty = -10 ;
E4 : 3 r1 + 2 Tro + I3 + 20 Ty = 15 .

. Cuéntas iteraciones han de efectuarse para hallar las raices del sistema con un error
menor de 1074?

Reduciendo el sistema a la forma especial para la iteracion de Jacobi, tenemos

T = 01z — 02z3 + 0324,

ro = —0.1 24 + 0lz3 — 02z4 + 05,
r3= —01x7 — 0.15 x4 + 005xz4 — 0.5,
4= —01527 — 01z — 0.052x3 + 0.75.

Entonces la matriz del sistema es:

0 0.1 -0.2 0.3
—0.1 0 0.1 -0.2
-0.1 —-0.15 0 0.05
-0.15 -0.1 -0.05 0

T =
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Utilizando, por ejemplo, la norma /;, tenemos:

|I7|]1 = max{0.35,0.35,0.35,0.55} = 0.55 < 1 .

En consecuencia el proceso de iteracién para el sistema dado es convergente. Si conside-

ramos como aproximacion inicial de la raiz x el vector
x© = ¢ =(0.0,0.5,—0.5,0.75)* ,

entonces
HCH1 =004+054+05+075=1.75.

Sea ahora k el nimero de iteraciones requeridas para conseguir la exactitud especificada.
Utilizando la férmula (XVI1.9"), tenemos:

k+1 k1 5 1.75
De aqui,
45
0.55F 1 < TF 1074
0 sea

(k4 1)log;0.55 < log,45 — logy( 175 — 4
—(k+1) 0.25964 < 1.65321 — 2.24304 — 4 = —4.58983

y consecuentemente

4.58083

1 ~
1> 0.25964

17.7 - k> 16.7 .

Podemos tomar £ = 17. Notése que la estimacion tedrica del ntimero de iteraciones
necesarias para asegurar la exactitud especificada es excesivamente alto. A menudo se

obtiene la exactitud deseada en un nimero menor de iteraciones.

Para aplicar los resultados de arriba a las técnicas iterativas de Jacobi o Gauss-
Seidel, necesitamos escribir las matrices de iteracién del método de Jacobi, Ty, dadas en
(XVII.5)y del método de Gauss-Seidel, T, dadas en (XVII1.7), como

T, =D ' (L+U) vy Tgs=(D-L)*'U.

De ser p(Ty) 6 p(Tgs) menores que uno, es claro que la sucesién {x(®)}2° . converge a
la solucién x de A x = b. Por ejemplo, el esquema de Jacobi (ver ecuaciéon (XVII.5))
tiene:

x® =DV (L+U)x* DV 4+ Db,

y si {x(F)}2  converge a x, entonces
x=D1'(L+U)x+D'b.
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Esto implica que
Dx=(L+U)x+b y (D-L-U)x=b.

Ya que D — L — U = A, luego x satisface A x = b. De manera parecida se procede con
el esquema de Gauss-Seidel dado por la ecuacién (XVII.7).

Podemos dar ahora condiciones de suficiencia faciles de verificar para la convergencia
de los métodos de Jacobi y de Gauss-Seidel.

Teorema XVII.4

Si A es una matriz estrictamente dominante diagonalmente, entonces, para cualquier
eleccién de x(© € R™ ambos métodos, el de Jacobi o el de Gauss-Seidel, dan lugar a
sucesiones {x(k)}zo:o que convergen a la soluciéon de A x = b.

La relacion entre la rapidez de convergencia y el radio espectral de la matriz de
iteracién T se puede ver de la desigualdad (XVII1.8). Como (XVII.8) se satisface para
cualquier norma matricial natural se sigue, de la afirmacién que siguié al Teorema XI11.14,
que

[x®) — x|| ~ p(T)* ||x© —x]|| . (XV1II.10)

Supongamos que p(7) < 1 y que se va a usar x(©) = 0 en una técnica iterativa para
aproximar X con un error relativo maximo de 107*. Por la estimacién (XVII1.10), el
error relativo después de k iteraciones es aproximadamente p(T)*, asi que se espera una

precisién de 107 si

p(T)* <107,
esto es, si
t
k> ———— .
—logy p(T)

Por lo tanto, es deseable escoger la técnica iterativa con el menor p(7') < 1 para el sistema
particular A x = b.

En general no se conoce cudl de las dos técnicas, la de Jacobi o la de Gauss-Seidel,
debe usarse. Sin embargo, en un caso especial, si se conoce la respuesta.

Teorema XVIIL.5 (Stein-Rosenberg)
Sia;; < 0 para cada i # j y a; > 0 para cada ¢ = 1,2,...,n, entonces se satisface
una y solamente una de las siguientes afirmaciones:
) 0<p(Tgs) <p(Ty) <1
) 1< p(Ty) < p(Tas);
) p(Tas) = p(Ty) = 0;
d)  p(Ts) = p(Tes) = 1;

Para el caso especial descrito en el Teorema XVIIL.5, vemos que cuando un método

0 o o

converge, entonces ambos convergen, siendo el método de Gauss-Seidel mas rapido que el
método de Jacobi.
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4. LOS METODOS DE RELAJACION

Como la razon de convergencia de un procedimiento depende del radio espectral de
la matriz asociada con el método, una manera de seleccionar un procedimiento que nos
lleve a una convergencia acelerada consiste en escoger un método cuya matriz asociada
tenga un radio espectral minimo. Estos procedimientos nos llevan a los métodos de
relajacion. Pero antes de formular la teoria de los métodos de relajacion, veamos las ideas
fundamentales de la forma mas simple. Supongamos que se dispone de un sistema de
ecuaciones lineales

Ei: annxi+apro+...+am, o, =b1,
Ey: as z1+ag z2+...+az, v, =0ba,
(XVIIL.11)

E,: a1+ ap To+ ...+ apn Tp, = by .

Transformaremos este sistema de la manera siguiente: pondremos los términos constantes
a la izquierda y dividiremos la primera ecuacién por —aiq, la segunda por —aso, etc.

Obtendremos entonces un sistema que estd listo para la relajacion:

Fi: —zy4+bgaxo+...+b1pz,+c1 =0,

EQI bgll‘l— l‘g—f—...—f—bgnl'n—f—CQ:O,
(XVII.12)

E,: by xi+byxa+...— Tp+cp =0,

donde b
bij=—-2 (i£j) vy oe=-—-. (XVII.13)

Qg Qg5

Supongamos que x(©) = (xgo) . 20 )) es la aproximacion inicial a la solucién del sistema

dado. Sustituyendo estos Valores en el sistema tendremos los restos

Rg()) =c — (O) + Zb 1j :U(O) = xgl) 3350) )

RO = ¢ —2© 4 Z by 2 = 2 — 20 |

J#k

(XVII.14)

n—1
RY =¢, — 20 4 Z by :L’;-O) =z — 20
j=1

(0)

. ) . 0
Si damos un incremento 5x a una de las incégnitas x5, el resto correspondiente Rg )

(0)

quedera disminuido en dzs ’ y todos los otros restos RZ(- ) (i 7é s) quedaran aumentados en
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bis 5x( ). De este modo, para hacer que desaparezca el resto siguiente Rgl) es suficiente

(1)

dar a z5’ un incremento 5532” = Rgo) y tendremos

R0y RO RO 400 g iz, (VLI

Asi el método de relajacion, en su forma méas simple, consiste en reducir el resto
numéricamente mas elevado a cero, en cada etapa, cambiando el valor del componente
apropiado de la aproximacion. El proceso acaba cuando todos los restos del tltimo sistema
transformado son iguales a cero con la exactitud requerida.

Vamos ahora a describir los métodos de relajacion. Antes de describir un proce-
dimiento para seleccionar tales métodos, necesitamos introducir una manera nueva de
medir la cantidad por la cual una aproximacion a la soluciéon de un sistema lineal difiere

de la solucion real del sistema. El método hace uso del denominado vector residual.

Definicién. Si x € R" es una aproximacion a la solucién del sistema lineal definido por

A x = b, el vector residual de X con respecto a este sistema se define comor = b— A x.

En procedimientos como los métodos de Jacobi o de Gauss-Seidel se asocia un vector
residual con cada calculo de una componente aproximada del vector solucién. El objetivo
del método consiste en generar una sucesiéon de aproximaciones que hagan que los vectores

residuales asociados converjan a cero. Supongamos que tomamos

(/f) ((k) (k) (k))

1z 7T21 Yt nz

para denotar al vector residual para el método de Gauss-Seidel correspondiente al vector

solucion aproximado

@) gD ey

(k)

La m—ésima componente de r;"”’ es

rin) = by Zamj z; Zamj Y (XVII.16)
0
(k) Zamj z Z U x( -1) —a LB=1)
Jj=i+1
para cada m = 1,2,...,n. En particular, la t—ésima componente de rz(-k) es
S D s
j=1+1
asi que
i—1 n
(077 ng_l) + T‘Z(f) = bz — Zaij ng) - Z Aij I;k_l) . (XVIIl?)
=1 j=i+1
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Recuérdese, sin embargo, que en el método de Gauss-Seidel xg ) se escoge como

n

1—1
k k—1
= Y (a2 = 2 (e 2Y) + by

(k) _ _ =1 Jf{“ , (XVIIL.6)
asi que la ecuaciéon (XVII.17) puede escribirse como a;; :c(k 2 + r(k) = a;; xEk) o
k k—1 ri®)
o) = gk 4 D (XVII.18)

a”L’L

Podemos derivar otra conexion entre los vectores residuales y la técnica de Gauss-
Seidel. De (XVI1.16), la i—ésima componente de rE +)1 es

z(lj)+1 =b; — Zaw R Z Qij $§k_1)

J=1+1

— bz — Zaij .Tgk) — Z aij acg-k_l) — Q4 CCEk) .
j=1

j=i+1

(XVII1.19)

1(1)4_1 = 0. Entonces, en cierto sentido, la técnica de
(k)

Gauss-Seidel estd ideada para requerir que la i—ésima componente de r; ", sea cero.

La ecuacién (XVII.6) implica que r

Reducir una coordenada del vector residual a cero, sin embargo, no es necesariamente
la manera mas eficiente de reducir la norma del vector rgi)l. En realidad, modificando el
procedimiento de Gauss-Seidel en la forma de la ecuacién (XVII1.18) a

k k—1 (k)
2 = 4y (XVII.20)

an’
para ciertas elecciones de w positivo nos llevara a una convergencia significativamente
mas rapida.

Los métodos que emplean la ecuacién (XV1I.20) se conocen como métodos de
relajacion. Para 0 < w < 1, los procedimientos se llaman métodos de sub-relajacion
y se pueden emplear para obtener la convergencia de algunos sistemas que no son conver-
gentes por el método de Gauss-Seidel. Para w > 1, los procedimientos se llaman métodos
de sobre-relajacién y se pueden usar para acelerar la convergencia de sistemas que son
convergentes por el método de Gauss-Seidel. Estos métodos se abrevian frecuentemente
como SOR (de Successive Over-Relaxation) y son particularmente ttiles para re-
solver los sistemas lineales que aparecen en la solucion numérica de ciertas ecuaciones
diferenciales parciales.

Antes de ilustrar las ventajas del método SOR notamos que usando la ecuacion
(XVII.17), la ecuacién (XVI1.20) se puede reformular para propdsitos de computo como

2 = (1-w) 2l 4+ 2 [b —Zaw Mo Y ag el (XVII21)
j=i+1
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Para determinar la forma matricial del método SOR reescribimos (XVI1.21) como

i—1 n
Qi xl(-k) +w Zaij xg-k) =(1—-w) ay xl(-k_l) —w Z a;j xgk_l) +w b;
P =it
asi que
D-wLl)x® =[1-w) D+w U] x* YV 4tub

xM=D-wl)'(1l-w) D+w U x*Vtw(D-wL)'b.

Algoritmo iterativo Successive Over-Relaxation (SOR).

Para resolver el sistema lineal A x = b dados el parametro w y una aproximacion inicial
0)
x(0),

Entrada: nimero de incégnitas y de ecuaciones n; las componentes de la matriz A = (a;;)
donde 1 < i,5 < n; las componentes b;, con 1 < i < n, del término no homogéneo b; las
componentes XO;, con 1 < i < n, de la aproximacién inicial XO = x(9); el pardmetro w;
la tolerancia TOL; el nimero maximo de iteraciones Nj.

Salida: solucién aproximada 1, xo9,...,x, 0 mensaje de que el nimero de iteraciones
fue excedido.

Paso 1: Tomar k = 1.
Paso 2: Mientras que k < Ny seguir los pasos 3—6.

Paso 3: Parai:=1,2,...,n tomar
i—1 n
w
r,=1-w) XO; + ;[— Z(aij xj) — Z (a;; XOy) -|-bz-] .
o= j=i+1

Paso 4: Si ||x — XO|| < TOL entonces SALIDA (x1,za,...,2y);
(procedimiento completado satisfactoriamente) PARAR.

Paso 5: Tomar k =k + 1.
Paso 6: Parat=1,2,...,n tomar XO; = x;.

Paso 7: SALIDA (ndmero mdximo de iteraciones excedido);
(procedimiento completado sin éxito) PARAR.

Ejemplo. El sistema lineal A x = b dado por

E1 4 I + 3 i) = 24 3
E2 3 r1 + 4 T2 — rs = 30 y
E3 . — To + 4 r3 = —24 5

tiene por solucién x = (3,4, —5)*. Se usardn los métodos de Gauss-Seidel y el SOR con
w = 1.25 para resolver este sistema usando x(©) = (1,1,1)* para ambos métodos. Las
ecuaciones para el método de Gauss-Seidel son

2 = —0.75 28V 16,
e = —075 2 +025 20V 475

2 =025 2" —6 |
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para cada k = 1,2, ..., y las ecuaciones para el método SOR con w = 1.25 son
2 = —0.25 25V —0.9375 2V 475
2 = —0.9375 2 —0.25 20"V +0.3125 2 +9.375

2 = 03125 209 —0.25 20"Y — 75 .

Las primeras siete iteraciones de cada método se muestran en las tablas 3 y 4.

Para obtener una precision de siete lugares decimales el método de Gauss-Seidel
requiere de 34 iteraciones en contra de las 14 que se necesitan en el método de sobre-
relajacion con w = 1.25.

Tabla 3

k acgk) xgk) a::())k)

0 1.000000 1.000000 1.000000

1 5.250000 3.812500 —5.046875
2 3.1406250 3.8828125 —5.0292969
3 3.0878906 3.9267578 —5.0183105
4 3.0549317 3.9542236 —5.0114441
5 3.0343323 3.9713898 —5.0071526
6 3.0214577 3.9821186 —5.0044703
7 3.0134111 3.9888241 —5.0027940

Tabla 4

k :L’gk) xék) x:())k)

0 1.000000 1.000000 1.000000

1 6.312500 3.5195313 —6.6501465
2 2.6223144 3.9585266 —4.6004238
3 3.1333027 4.0102646 —5.0966864
4 2.9570513 4.0074838 —4.9734897
5 3.0037211 4.0029250 —5.0057135
6 2.9963275 4.0009263 —4.9982822
7 3.0000498 4.0002586 —5.0003486

Un problema que se presenta al usar el método SOR, es cémo escoger el valor apro-
piado de w. Atn cuando no se conoce una respuesta completa a esta pregunta para un

sistema lineal general n x n, los siguientes resultados pueden usarse en ciertas situaciones.

Teorema XVII.6 (Kahan)

Si a;; # 0 para cada @ = 1,2,...,n, entonces p(T,) > |w — 1|. Esto implica que
p(T,) <1s6losi0<w<2 donde T, =(D—wL)™![(1-w)D+w U] es la matriz de
iteracion del método SOR.

Teorema XVII.7 (Ostrowski-Reich)

Si A es una matriz positiva definida y 0 < w < 2, entonces el método SOR converge

para cualquier eleccién de la aproximacién inicial x(?) del vector solucién.
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Teorema XVII.8
Si A es una matriz positiva definida y tridiagonal, entonces p(Tgs) = [p(T)]? < 1,
la eleccion 6ptima de w para el método SOR es

w = 2 : (XVII.22)

L+ /1= [p(T1))?

y con este valor de w, p(T,) = w — 1.

5. ELECCION DEL METODO PARA RESOLVER SISTEMAS LINEALES

Cuando el sistema lineal es lo suficientemente pequeno para que sea facilmente aco-
modado en la memoria principal de un ordenador, es en general mas eficaz usar una
técnica directa que minimice el efecto del error de redondeo. Especificamente, es ade-

cuado el algoritmo de eliminacién Gaussiana con pivoteo escalado de columna.

Los sistemas lineales grandes cuyos coeficientes son entradas basicamente de ceros y
que aparecen en patrones regulares se pueden resolver generalmente de una manera efi-
ciente usando un procedimiento iterativo como el discutido en este capitulo. Los sistemas
de este tipo aparecen naturalmente, por ejemplo, cuando se usan técnicas de diferencias
finitas para resolver problemas de valor en la frontera, una aplicaciéon comun en la solucién

numérica de ecuaciones diferenciales parciales.
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CAPITULO XVIII. ESTIMACIONES DE ERROR
Y REFINAMIENTO ITERATIVO

1. ESTIMACIONES DE ERROR

Parece razonable intuitivamente que si X es una aproximacion a la soluciéon x de
A x = b y el vector residual r = b — A X tiene la propiedad de que ||r|| es pequeno,
entonces ||x — X|| serd también peque no. Aun cuando éste es frecuentemente el caso,
ciertos sistemas especiales, que aparecen bastante en la practica, no tienen esta propiedad.

Ejemplo. El sistema lineal A x = b dado por

1 2 T . 3
1.0001 2 xe /  \3.0001 )’

tiene la solucién tnica x = (1,1)". La aproximacién a esta solucién x = (3,0)" tiene

vector residual

ceboaz—( 3 N_( 1 2\ (3\_( o
- — \ 3.0001 10001 2) \o) =\ ~0.0002)

asi que ||r||oc = 0.0002.
Aunque la norma del vector residual es pequenia, la aproximacién X = (3,0)" es
obviamente bastante pobre; en realidad, ||x — X||oc = 2.

Esta dificultad se puede explicar muy simplemente si se observa que la solucién del

sistema representa la interseccién de las rectas
lh: x14+2x22=3 y Ily: 1.0001 1 + 2 2o = 3.0001 .

El punto (3,0) se encuentra en [ y las rectas son casi paralelas. Esto implica que (3,0)
se encuentra también cerca de [y, ain cuando difiere significativamente del punto de
interseccion (1,1). Si las rectas no hubieran sido casi paralelas, se espereria que un vector

residual peque no implicara una aproximacion precisa.

En general, no podemos depender de la geometria del sistema para obtener una
indicacién de cuando pueden presentarse problemas. Sin embargo, podemos extraer esta

informacion considerando las normas de la matriz A y de su inversa.

Definicién. El nimero de condicién K(A) de la matriz no singular A relativo a la

norma || - || se define como

K(A) = [|Al 1A~

Teorema XVIII.1
Si X es una aproximacion a la solucién de A x = b y A es una matriz no singular,

entonces para cualquier norma natural,

~ _ r
[ = x[| < [[r[] [|A 1IIZK(A)H (XVIII1)

174



V. Muto Estimaciones de error y refinamiento iterativo —  Cap. XVIII

[Ix—xI| _ Jiisl) [Ir]]
= K(A) =1L (XVIII.2)
BETR bl I

siempre que x # 0 y b # 0, donde r es el vector residual de X con respecto al sistema
Ax=D

<[l A7 114l 1Bl]

Demostracion: comor=b - Ax=Ax— A Xy A no es singular:
[l —%[| = [|A™" el < A7) |l -

Ademds, como b = A x, ||b|| < ||4]| ||x||; asi que

[x =x|[ _ 141 el
= S ATA]
1]l bl *
c.q.d.
Las desigualdades (XVIII.1) y (XVIII.2) implican que las cantidades ||[A7}Y|| y
K(A) = ||A|| ||A7Y| pueden ser usadas para dar una indicacién de la conexién entre

el vector residual y la precision de la aproximacién. En general, el error relativo ||x —
x||/]|x|| es de mayor interés y por la desigualdad (XVIII.2) este error esta acotado por
el producto del ntiimero de condicién K (A) = ||4]| ||[A7Y|| con el residual relativo para
esta aproximacién ||r||/||b||. Para esta aproximacién puede usarse cualquier norma que
sea conveniente, el tinico requisito es que se use consistentemente desde el principio hasta

el final.

Ya que para cualquier matriz no singular A
L= = ||A- A7 < [JA] |ATH] = K(4)

se espera que la matriz A tenga un buen comportamiento (llamada formalmente una
matriz bien condicionada) si K(A) esta cerca de uno y un comportamiento defectuoso
(lamada una matriz mal condicionada) cuando K (A) sea significativamente mayor
que uno. El comportamiento en esta situacién se refiere a la relativa seguridad de que
un vector residual peque no implique correspondientemente una soluciéon aproximada

precisa.

Ejemplo. La matriz del sistema considerado en el ejemplo anterior es

12
A‘(1.0001 2) ’

que tiene ||Al|s = 3.0001. Esta norma no se considera grande, sin embargo

A1 —10000 10000
~ \5000.5 —5000 ) ’

v [|A7Y|so = 20000 y para la norma infinita K (A4) = 20000 x 3.0001 = 60002. El tama no
del niimero de condicién para este ejemplo seguramente nos detendria al tomar decisiones
apresuradas acerca de la precisién, basadas en el residual de la aproximacion.
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Mientras que, en teoria, el nimero de condicion de una matriz depende totalmente
de las normas de la matriz y de su inversa, en la practica, el célculo de la inversa esta
sujeto a errores de redondeo y es dependiente de la exactitud con la que se estén haciendo
los calculos. Si hacemos la suposicion de que la soluciéon aproximada al sistema lineal
A x = b se determina usando aritmética de ¢ digitos y eliminacién Gaussiana, se puede
demostrar que el vector residual r para la aproximacién X tiene la propiedad

lr]| =~ 107" || A]] ||X]] . (XVIII.3)

De esta ecuacion aproximada, se puede obtener una estimaciéon del niimero de condicién
efectivo para la aritmética de ¢ digitos, sin la necesidad de invertir la matriz A. [La
aproximacién en la ecuacién (XVI11.3) supone que todas las operaciones aritméticas en
la técnica de eliminacién Gaussiana se efectiian usando aritmética de t digitos, pero que
las operaciones que se necesitan para determinar el residual se hacen en doble precision,
es decir, 2t digitos, para eliminar la pérdida de precisiéon involucrada en la sustraccion de
numeros casi iguales que ocurre en los calculos del residuall.

La aproximacién del nimero de condicién K(A) a ¢ digitos viene de considerar el
sistema lineal A y = r. La solucién de este sistema puede aproximarse facilmente ya que
los multiplicadores para el método de eliminaciéon Gaussiana han sido ya calculados y
supuestamente retenidos. De hecho y, la solucién aproximada de A y = r, satisface que

yrAlr=A"1b-AX)=A"'"b-ATAx=x—-%; (XVIII.4)
asi que y es una estimacion del error cometido al aproximar la solucién del sistema original.
Consecuentemente la ecuacion (XVII1.3) puede usarse para deducir que

1711 = [lx = %[| = ||A™" r[| <
< [JATH] [[ef] = [|ATH] (107" [JA[] [[%]]) = 107" [|%]| K(A) .

Esto proporciona una aproximacién para el niimero de condicién involucrado en la solucién
del sistema A x = b usando eliminaciéon Gaussiana y el tipo de aritmética de ¢ digitos

descrito anteriormente:

K(A) =~ 10* H : (XVIII.5)
X
Ejemplo. El sistema lineal A x = b dado por
3.3330 15920 —10.333 1 15913
2.2220 16.71 9.612 xo | = | 28.544 | |
1.5611 5.1791  1.6852 T3 8.4254

tiene la solucién exacta x = (1,1,1)°%.
Usando eliminacion Gaussiana y aritmética de redondeo de 5 digitos llegamos a la

matriz ampliada

3.3330 15920 —10.333 | 15913
0 —10596 16.501 | —10580
0 0 —5.079 | —4.7
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La solucién aproximada a este sistema es
% = (1.2001, 0.99991, 0.92538)" .

El vector residual correspondiente a X calculado con doble precisién (y luego redondeado
a cinco digitos) es

r=b—-—Ax=

15913 3.3330 15920 —10.333 1.2001
= | 28544 | — | 2.2220 16.71 9.612 0.99991 | =
8.4254 1.5611 5.1791 1.6852 0.92538

—0.0051818
= 0.27413 :
—0.18616

asi que

lIr]|oo = 0.27413 .

La estimacién del nimero de condicién dada en la discusién anterior se obtiene

resolviendo primero el sistema A y = r:

3.3330 15920 —10.333 Y1 —0.0051818
2.2220 16.71 9.612 Y2 | = 0.27413 ,
1.5611 5.1791 1.6852 Y3 —0.18616

lo cual implica que § = (—0.20008, 8.9989 x 107°,0.074607)¢. Usando la estimacién dada
por la ecuacién (XVIII.5):

< 107 [Flloe _ 10° (0.20008)
1% oo 1.2001

K(A) = 16672 .

Las cotas de error dadas en el Teorema XVIII.1 para estos valores son

Il (16672)(0.27413)

— X[l < K(A = — 0.28683
[ — X[]oo < K( )||A||oo 5031
|Ix — %o Ir|leo (16672)(0.27413)
< K(A) = — 0.28721 .
B3 e 15913

Para determinar el nimero de condicion exacto de A, necesitamos construir primero
A~!. Usando aritmética de redondeo de 5 digitos para los cdlculos se obtiene la aproxi-
macion:

—1.1701 x 10~% —1.4983 x 10~}  8.5416 x 10!
A= 6.2782 x 1075 1.2124 x 10~%*  —3.0662 x 10~*
—8.6631 x 107°  1.3846 x 1071  —1.9689 x 10~}
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El Teorema XII1.13 puede usarse para demostrar que ||A7}||o = 1.0041 y || A]|oo = 15934.

Como consecuencia la matriz A mal condicionada tiene
K(A) = (1.0041) (15934) = 15999 .

La aproximaciéon que habiamos obtenido antes estd bastante cerca de este K(A) y ha

requerido un esfuerzo computacional considerablemente menor.

Como la solucién real x = (1,1,1)" de este sistema es conocida, podemos calcular

ambos
[|x — X||0o = 0.2001
y o~
e = Klloe _ 901 .
%] oo

Las cotas de error dadas en el Teorema XVIII.1 para estos valores son

Ie[loe (15999)(0.27413)

— X[l < K(A = = 0.27525
|[x — X|]oo < K( )HAHOO F03
’ | | ||r|] ( )( )
X — X r 15999)(0.27413
T < K(A) o = — 0.27561 .
1% | oo e 15913

2. REFINAMIENTO ITERATIVO

En la ecuacién (XVII1.4) usamos la estimacién y ~ x —X, en la que ¥ es la solucién
aproximada al sistema A y = r. Seria razonable sospechar, a partir de este resultado,
que X + y fuese una mejor aproximacién a la solucién del sistema lineal A x = b que la
aproximacion inicial x.

El método que usa esta suposicion se llama refinamiento iterativo, o mejora iter-
ativa y consiste en llevar a cabo iteraciones sobre el sistema cuyo lado derecho es el vector
residual para las aproximaciones sucesivas, hasta que se obtiene una precision satisfacto-
ria. El procedimiento se usa generalmente sélo en los sistemas en que se sospecha que la
matriz involucrada es mal condicionada, debido a que esta técnica no mejora mucho la

aproximacién para un sistema bien condicionado.

Algoritmo de refinamiento iterativo.

Para aproximar la solucién al sistema lineal A x = b cuando se sospecha que A sea mal
condicionada.

Entrada: nimero de incégnitas y de ecuaciones n; las componentes de la matriz A = (a;;)
donde 1 < 4,5 < n; las componentes b;, con 1 < ¢ < n, del término no homogéneo b; la
tolerancia TOL; el nimero maximo de iteraciones Nj.

Salida: solucién aproximada xx = (xx1,xxa,...,22,) 6 mensaje de que el nimero de
iteraciones fue excedido.
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Paso 0: Resolver el sistema A x = b para x1,x2,...,x, por eliminacién Gaus-
siana guardando los multiplicadores mj;, 7 = i+ 1,i +2,...,n, 1 =
1,2,...,n— 1 y haciendo notar los intercambios de filas.

Paso 1: Tomar k = 1.
Paso 2: Mientras que k < Ny seguir los pasos 3—8.
Paso 3: Para i = 1,2,...,n (calcular v, realizando los cdlculos con doble

precision aritmética), tomar
n

ri = b — > (aij x;).

Jj=1
Paso 4: Resolver el sistema lineal A y = r usando eliminacién Gaussiana en
el mismo orden que en el paso 0.

Paso 5: Para:=1,2,...,n tomar
TX; = Ti + Y.
Paso 6: Si ||x —xx|| < TOL entonces SALIDA (zx1,xxo,...,22,);
(procedimiento completado satisfactoriamente) PARAR.

Paso 7: Tomar k =k + 1.
Paso 8: Para:=1,2,...,n tomar z; = xz;.

Paso 9: SALIDA (nidmero mdzximo de iteraciones excedido);
(procedimiento completado sin éxito) PARAR.

Si se esta usando aritmética de ¢ digitos, un procedimiento recomendable para parar
en el paso 6 consiste en iterar hasta que \ygk)] <10~' paracadai=1,2,...,n.

Debe enfatizarse que la técnica de refinamiento iterativo no da resultados satisfacto-
rios para todos los sistemas que contienen matrices mal condicionadas. En particular, si
K(A) > 10, es probable que el procedimiento falle y que la tinica alternativa sea el uso

de mayor precisién en los célculos.

Ejemplo. En el ejemplo anterior encontramos que la aproximacién al problema que
habifamos estado considerando, usando aritmética de cinco digitos y la eliminacién Gaus-
siana, era (1) = (1.2001,0.99991,0.92538)" y que la solucién a A y) = r(1) era 1) =
(—0.20008, 8.9989 x 1075,0.074607)* . Usando el paso 5 del algoritmo, tenemos que

%) =z 4+ $M = (1.0000, 1.0000, 0.99999)*
y el error real en esta aproximacién es
|x —%@||c =1.0x107° .

Usando la técnica de paro sugerida para el algoritmo, calculamos r? = b — A4 %), y
resolvemos el sistema A y?) = r(?) obteniéndose

¥ = (=2.7003 x 1075,1.2973 x 107%,9.9817 x 107%)" .
Puesto que ||§?]|s < 107%, concluimos que
£®) = x® 1+ 3 = (1.0000,1.0000, 1.0000)*

es suficientemente preciso. De hecho es claramente correcto.
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