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CAPITULO V. SOLUCION APROXIMADA DE ECUACIONES
DE UNA VARIABLE: PRELIMINARES

1. SEPARACION DE RAICES

En esta segunda parte analizaremos uno de los problemas bésicos del analisis numé-
rico: el problema de biisqueda de raices.

Si una ecuacién algebraica o trascendente es relativamente complicada, no resulta
posible por lo general hallar raices exactas. Es més, en algunos casos las ecuaciones
tienen coeficientes conocidos sélo de forma aproximada, y por tanto, carece de sentido
tratar de hallar las raices exactas de la ecuacion. Por consiguiente, adquieren particular
importancia los procedimientos de calculo aproximado de raices de una ecuacién asi como
la estimacién de su grado de exactitud.

El problema consiste en encontrar los valores de la variable x que satisfacen la
ecuaciéon

flx) =0, (V.1)

para una funcién f dada, que esta definida y es continua en un cierto intervalo finito o
infinito a < x < b. En ciertos casos se necesitara la existencia y continuidad de la primera
derivada f’(z) e incluso de la segunda derivada f”(x).

A una solucién de este problema, es decir a todo valor p para el cual la funcién f(x)
es cero, se le llama cero de la funcién f(x) o una raiz de f(z) = 0.

Supondremos que la ecuacién (V.1) tiene inicamente raices separadas, es decir, para

cada raiz existe un entorno que no contiene otras raices de la ecuacién.

El célculo aproximado de las raices reales separadas de (V.1) se efectiia por lo general
en dos etapas:

(a) separacién de raices, es decir, establecer los intervalos més pequenos posibles
[ar, 8] que contengan una y solamente una raiz de la ecuacién (V.1);

(b) mejorar los valores de las raices aproximadas, es decir, manipularlos hasta que
presenten el grado de exactitud especificado.

Recordemos antes el Teorema del Valor Intermedio:

Si f € Cla,b] y K es un nimero cualquiera entre f(a) y f(b), entonces existe ¢ en
(a,b) tal que f(c) = K.

Y un Corolario de ese Teorema:

Corolario V.1

Si f € Cla,b] asume valores de signo opuesto en los extremos de un intervalo [« 3],
es decir, f(a)- f(B) < 0, entonces el intervalo contendrd al menos una raiz de la ecuacién
f(z) = 0; en otras palabras, habrd al menos un nimero p € («a, 3) tal que f(p) = 0.

La raiz p serd tnica si la derivada f/(z) existe y mantiene el signo dentro del intervalo
(ar, B); esto es, si f'(z) >0 (6 f'(z) <0) para a < x < 3.
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El proceso de separacién de raices comienza estableciendo los signos de la funcion
f(z) en los puntos extremos z = a y x = b de sus dominios de existencia. A continuacién
se determinan los signos de la funcién f(x) para un nimero intermedio de puntos = =
a1, Qa, ..., cuya eleccién depende de la peculiaridades de la funcién f(z). Si se cumple que
f(ag) - f(aks1) < 0, entonces, en virtud del Corolario V.1, existe una raiz de la ecuacién
f(z) =0 en el intervalo (ay, agt1). Debemos asegurarnos que esta raiz es la tnica.

En la practica suele ser suficiente, en el caso de separacion de raices, efectuar el
proceso de biseccién (que analizaremos en més detalle en el préximo capitulo), dividiendo
aproximadamente el intervalo dado («a, 3) en dos, cuatro, ocho, ..., partes iguales (hasta
un cierto intervalo) y determinar el signo de f(x) en los puntos de divisién. Conviene

recordar que en una ecuacién algebraica de grado n,
ap " +a; 2" 1+ .. +a,=0, ag # 0

tiene a lo sumo n raices reales. Por consiguiente, si para una ecuacién de este tipo se
obtienen n cambios de signo (es decir, n + 1 intervalos el los cuales la funcién tiene signo

distinto), habran quedado separadas todas las raices de la ecuacion.

Si existe una derivada continua f’(x) y pueden calcularse ficilmente las raices de la
ecuacién f'(x) = 0, puede regularizarse el proceso de separacién de raices de la ecuacién
(V.1). Evidentemente es suficiente contar tnicamente los signos de la funcién f(z) para

los ceros de su derivada y en los puntos extremos x =a y = = b.

Vamos ahora a recordar dos Teoremas que usaremos mas adelante:

Teorema del Valor Medio
Si f € Cla,b] y f es diferenciable en (a,b), entonces existe un nimero ¢, a < ¢ < b,

tal que
Fb) ~ fa)

7o) = 22—

Teorema del Valor Extremo

Si f € Cla, b], entonces existen c1, ¢y € [a, b] tales que f(c1) < f(x) < f(c2) para todo
x € la,b]. Si ademds, f es diferenciable en (a,b), entonces los nimeros ¢; y c¢o existirdn
ya sea en los extremos de [a, b], o donde f’ sea cero.

Veamos ahora una estimacion del error de una raiz aproximada.

Teorema V.2
Sea p una raiz exacta y T una raiz aproximada de la ecuacién f(z) = 0, situadas

ambas en el mismo intervalo [«, ], y
|f'(@)| =z m1 >0,

para a < x < 3. Se cumple entonces la siguiente aproximacion:

e -p < MO0 (v2)

m
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Demostracion: aplicando el Teorema del valor medio, se tiene

f@) = flp)=@-p) f'()

donde ¢ es un valor intermedio entre T y p, es decir, ¢ € (a, (3).
De aqui , ya que f(p) =0y |f'(c)| > m1 (puede tomarse para my, por ejemplo, el valor
més pequenio de |f'(z)| cuando o < z < [3), tenemos

1f(@) = fp)| = [f(@)] = ma [T - pl

y entonces,
/()|

mi

T —p| <

c.q.d.

Nétese que la férmula (V.2) puede ofrecer sélo resultados someros y por tanto no
es siempre conveniente utilizarla. Por esta razén en la practica resulta mejor estrechar
el intervalo general (o, 3) que contiene la raiz p y su valor aproximado T, y considerar
T —p| <G —a.

Ejemplo. Como valor aproximado de la raiz de la ecuacién f(z) = 2* -2z —1 = 0

tenemos T = 1.22. Estimese el error absoluto en esta raiz.

F(T) =2.2153 — 1.22 — 1 = —0.0047

Como para T = 1.23, tenemos
F(F) = 2.2889 — 1.23 — 1 = 0.0589

la rafz exacta p cae en el intervalo (1.22,1.23). La derivada f’(x) = 4 2% — 1 crece en

forma mondtona y por tanto su valor mas pequeno en el intervalo dado es
my =4%1.22% —1=4%1.8158 — 1 = 6.2632

de donde, mediante la férmula (V.2), tenemos

iz < 0.0047
r—p

~ 0. 415 .
< 52632 0.000750415

Noétese que ocasionalmente, en la practica, la exactitud de una raiz aproximada x
se estima en funcién de cémo satisfaga la ecuacién dada f(z) = 0; es decir, si el nimero
| f(Z)| es pequeno, se considera entonces T una buena aproximacion a la raiz exacta p; pero
si |f(Z)| es grande, entonces T se toma como aproximacién grosera de la raiz exacta p.
Pero esa forma de proceder es errénea, porque hay funciones que crecen muy rapidamente
y entonces el valor |f(Z)| es grande aunque T estd cerca de p, y hay funciones que crecen
muy lentamente y entonces el valor |f(Z)| es pequeno aunque T esté lejano de p.
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2. SOLUCION GRAFICA DE ECUACIONES

Las raices reales de la ecuacion

fla) =0 (V1)
pueden determinarse en forma aproximada considerando las abscisas de los puntos de
interseccién de la grifica de la funcién y = f(z) con el eje .

Resulta aconsejable a veces sustituir la ecuacién dada por una ecuacién equivalente (dos

ecuaciones se denominan equivalentes si tienen exactamente las mismas raices):

¢(z) = ¥ ()
donde las funciones ¢(x) y 1(z) son mas sencillas que f(x). Constriyanse entonces las

gréaficas de las funciones y = ¢(x) e y = ¥(x), y las raices deseadas serdn entonces las
abscisas de los puntos de interseccion de estas graficas.

Ejemplo. Resuélvase graficamente la siguiente ecuacion

Para ello, escribimos la ecuacion de la forma

| 1
O xr = — .
£10 T

Las raices pueden entonces hallarse facilmente, ya que son las abscisas de los puntos de
interseccién de la curva logaritmica y = log;, « y la hipérbola y = % Construyendo estas

curvas, tendremos un valor aproximado p ~ 2.5 de la tnica raiz de la ecuacién dada.

Figura 1

y &

Si una de las funciones ¢(x) 6 1(x) es lineal queda simplificada la operacién de
hallar las raices de la ecuaciéon. Las raices son entonces las abscisas de los puntos de
interseccién de la curva y = ¢(x) y la linea recta y = a x + b. Este procedimiento es
particularmente ventajoso cuando han de resolverse series de ecuaciones del mismo tipo
que difieren dnicamente en los coeficientes a y b de una funcion lineal. La construccién
grafica se reduce entonces a hallar los puntos de interseccion de una grafica dada y varias

lineas rectas. Este caso incluye evidentemente las ecuaciones de tres términos

z"+ax+b=0.
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CAPITULO VI. EL ALGORITMO DE BISECCION

1. INTRODUCCION Y METODO

En este capitulo comenzaremos a analizar uno de los problemas més béasicos del
analisis numérico: el problema de busqueda de raices. El problema consiste en
encontrar los valores de la variable = que satisfacen la ecuacién f(z) = 0, para una
funcién f dada.

La primera técnica, basada en el Teorema del Valor Intermedio, se llama algoritmo
de biseccién 6 método de busqueda binaria, 6 también método de Bolzano.

Supongamos que tenemos una funcién continua f definida en el intervalo [a, b], con
f(a) y f(b) de signos distintos. Entonces por el corolario V.1 del Teorema del Valor
Intermedio, existe p, a < p < b, tal que f(p) = 0. Aunque el procedimiento sirve para el
caso en el que f(a) y f(b) tienen signos opuestos y hay mas de una raiz en el intervalo
[a, b], por simplicidad se supondra que la raiz en este intervalo es inica.

El método requiere dividir repetidamente a la mitad los subintervalos de [a, b] y, en
cada paso, localizar la mitad que contiene a p. Para empezar, tomemos a1 = ay by = b
y p1 el punto medio de [a,b]; 0 sea p; = %(al +b1). Si f(p1) = 0, entonces p = py; si
no, entonces f(p1) tiene el mismo signo que f(ay) o f(by). Si f(p1) y f(a1) tienen el
mismo signo, entonces p € (p1,b1), y tomamos as = p1 y b = by. Si f(p1) vy f(b1) son del
mismo signo, entonces p € (aj,p1), y tomamos as = a; y by = p;. Ahora re-aplicamos el
proceso al intervalo [ag, ba]. Y asi hasta que se encuentra f(p) = 0 6 el i-ésimo intervalo
[a;, b;] es més pequenio que una toleracia TOL prefijada, 6 hasta que se cumpla alguna

otra condicién de paro.

El procedimiento de paro mas comin es el de dar un niimero maximo de iteraciones
Njy. Cuando usamos un ordenador para generar las aproximaciones, conviene anadir una
condicién que imponga un méaximo al nimero de iteraciones realizadas. Asi se elimina
la posibilidad de poner a la maquina en un ciclo infinito, una posibilidad que puede
surgir cuando la sucesion diverge (y también cuando el programa esta codificado inco-
rrectamente). Esto se hace facilmente dando una cota inicial Ny y requiriendo que el
procedimiento termine si se supera esa cota.

Otros procedimientos de paro que se pueden aplicar a cualquier técnica iterativa son
los de dar una tolerancia € > 0 y generar una sucesion pi, po, ..., P, hasta que una de las
siguientes condiciones se satisfaga:

|pn _pn—1| <e€ (VIl)
% <& pn#0 (VI.2)
|f(pn)] <e. (V1.3)

Desafortunadamente, pueden surgir dificultades usando cualquiera de estos criterios de
paro. Existen sucesiones {p,} con la propiedad de que las diferencias p,, —p,—1 convergen
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a cero mientras que la sucesién misma diverge. Es posible también que f(p,) esté cerca
de cero mientras que p,, difiere significativamente de p. Sin conocimiento adicional acerca
de f 6 p, la desigualdad (V' 1.2) es el mejor criterio de paro que puede aplicarse porque

verifica el error relativo.

Noétese que para empezar el algoritmo de biseccion, se debe encontrar un intervalo
[a,b] tal que f(a)- f(b) < 0. En cada paso del algoritmo de biseccién, la longitud del
intervalo que contiene el cero de f se reduce por un factor de dos; por lo tanto es ventajoso
escoger el intervalo inicial [a,b] tan pequeno como sea posible. Por ejemplo, si f(z) =
22% — 2%+ —1,

f(=4)-f4)<0 vy f(0)-f(1) <0,

asi que el algoritmo de biseccién puede usarse con cualquiera de los intervalos [—4,4] 6
[0,1]. Empezando el algoritmo de biseccién con [0, 1] en vez de con [—4,4], reducird en

tres el nimero de iteraciones requeridas para alcanzar una precisién especifica.

2. ALGORITMO Y EJEMPLOS

Algoritmo de biseccion.

Para encontrar una solucién de f(z) = 0 dada la funcién f en el intervalo [a,b] donde
f(a) y f(b) tienen signo opuestos:

Entrada: extremos a y b; tolerancia T'O L; niimero maximo de iteraciones Ny;
Salida: solucién aproximada p 6 mensaje de fracaso.

Paso 1: tomar i = 1;
Paso 2: mientras que 7 < Ny seguir pasos 3-6;

(b—a)
2

Paso 3: tomar p =a + (calcular p; );

Paso 4: si f(p) =06 @ < TOL entonces SALIDA (p);
(procedimiento completado satisfactoriamente) PARAR,;
Paso 5: tomar i =14+ 1
Paso 6: si f(a)) - f(p) > 0 entonces tomar a = p, si no, tomar b = p (calcular
a;, b;);
Paso 7: SALIDA ('El método fracasé después de Ny iteraciones, No = ', Np);
(procedimiento completado sin éxito); PARAR.

Para ilustrar el algoritmo de biseccion, considérese el siguiente ejemplo. En este caso
M <1074,
[Pnl

Ejemplo. La funcién f(z) = 23 + 4 22 — 10 tiene una rafz en [1,2] ya que f(1) = =5y

se termina la iteracién cuando

f(2) = 14. Es fécil ver que hay una séla raiz en [1,2]. El algoritmo de biseccién da los
valores de la tabla 1.

Después de 13 iteraciones, podemos ver que p13 = 1.365112305 aproxima a la raiz p
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con un error de [p — prs| < |bus — aia] = |1.365234375 — 1.365112305] = 0.000122070 y
como |ai4| < |pl,
Ip —p13| _ |bia — ai4]
|p| |a14]

la aproximacién es correcta al menos con cuatro cifras significativas. El valor correcto de

<9.0x 1077,

p, con nueve cifras decimales, es p = 1.365230013.
Es interesante notar que pg estd mas cerca de p que la aproximacién final pi3, pero

no hay manera de determinar esto a menos que se conozca la respuesta correcta.

Tabla 1
n an bn Pn f(pn) T
1 1.0 2.0 1.5 2.375
2 1.0 1.5 1.25 —1.796875 0.2
3 1.25 1.5 1.375 0.16211 0.090909
4 1.25 1.375 1.3125 —0.84839 0.047619
5 1.3125 1.375 1.34375 —0.35098 0.023256
6 1.34375 1.375 1.359375 —0.09641 0.011494
7 1.359375 1.375 1.3671875 0.03236 0.0057143
8 1.359375 1.3671875 1.36328125 —0.03215 0.0028653
9 1.36328125 1.3671875 1.365234375 0.00007 0.0014306
10 1.36328125 1.365234375 1.364257813 —0.01605 0.00071582
11 1.364257813 1.365234375 1.364746094 —0.00799 0.00035778
12 1.364746094 1.365234375 1.364990234 —0.00396 0.00017886
13 1.364990234 1.365234375 1.365112305 —0.00194 0.000089422

El algoritmo de biseccién, aunque conceptualmente claro, tiene inconvenientes im-
portantes. Converge muy lentamente (o sea, N puede ser muy grande antes que |p — py]|
sea suficientemente pequeno) y, mas ain, una buena aproximacién intermedia puede ser
desechada sin que nos demos cuenta. Sin embargo, el método tiene la propiedad impor-
tante de que converge siempre a una solucién y, por esta razén se usa frecuentemente para

“poner en marcha” a los métodos mas eficientes que se presentaran mas adelante.

Definicién. Decimos que {a,, }72 | converge a « con rapidez de convergencia O(f,,),
donde {3, }52; es otra sucesién con 3, # 0 para cada n, si

|, — af
™ Z % K
|Bn|

donde K es una constante independiente de n. Esto se indica por lo general escribiendo

para n suficientemente grande

an, =a+ 0(6,) 6 a,, — a con una rapidez de convergencia O([3,,).

Teorema VI.1

Sea f € Cla,b] y supongamos que f(a) - f(b) < 0. El procedimiento de biseccién
genera una sucesiéon {p,} que aproxima a p con la propiedad

b—a

2n

|pn, — p| < n>1. (VI.4)
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Demostracion: para cada n > 1, tenemos

1
bn_anZQn—_l(b_a> y p € (an,by) -

Ya que p,, = %(an + b,,), para todo n > 1, se sigue que

(b, —an)=2""(b—a) .

N =

(an + by) —an‘ =

N

1

c.q.d.

De acuerdo con la definicién de rapidez de convergencia, la desigualdad (V'1.4) im-
plica que {p,, }52; converge a p y estd acotada por una sucesién que converge a cero con
una rapidez de convergencia O(27"). Es importante hacer notar que Teoremas como éste
dan solamente cotas aproximadas para los errores.

Por ejemplo, esta cota aplicada al problema del ejemplo anterior afirma tinicamente

que
p—pol € 5 ~20x 1077,

siendo el error real mucho mas pequeno:

Ip — po| = |1.365230013 — 1.365234275| ~ 4.3 x 1075 .

Ejemplo. Determinar aproximadamente cuantas iteraciones son necesarias para resolver
f(z) = 23 +4 22 — 10 = 0 con una precisién de ¢ = 107° para a; = 1 y by = 2. Esto

requiere encontrar un entero N que satisfaga:
lpy —p| <27V (b—a)=2"N <1075 .

Para determinar N usamos logaritmos. Aunque seria suficiente usar logaritmos de
cualquier base, usaremos logaritmos de base 10 pues la tolerancia estd dada como una
potencia de 10. Ya que 27~ < 10~° implica que log;,(27Y) < log;,(107%) = —5,

5

—Nlogp2< =5 6 N >
logyg

~ 16.6 .

Pareceria que se requieren 17 iteraciones para obtener una aproximacién exacta a
1072, Con € = 1073, se requieren N > 10 iteraciones y el valor de pg = 1.365234275
es exacto dentro de 107°. Es importante notar que estas técnicas dan solamente una
cota para el nimero de iteraciones necesarias, y en muchos casos esta cota es mucho méas

grande que el nimero realmente requerido.
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CAPITULO VII. ITERACION DEL PUNTO FI1JO

1. INTRODUCCION Y METODO

En este capitulo consideraremos un método para determinar la soluciéon de una

ecuacion que se expresa, para alguna funcién g, de la forma

g(x) =z .
A una solucién de esta ecuacion se le llama un punto fijo de la funcién g.

Si para cualquier funcién g dada se puede encontrar un punto fijo, entonces cada
problema de busqueda de las raices de f(x) = 0 tiene soluciones que corresponden pre-
cisamente a los puntos fijos de g(z) = x con g(z) = z — f(x). La primera tarea entonces
es decidir cudndo una funcién tendrd un punto fijo y cémo se pueden determinar (es decir,
aproximar con suficiente grado de precisién) dichos puntos fijos.

El siguiente Teorema da las condiciones suficientes para la existencia y unicidad de
un punto fijo.

Teorema VII.1
Sig € Cla,b] y g(x) € [a,b] para todo x € [a,b], entonces g tiene un punto fijo en
[a,b]. Si ademas, ¢'(x) existe en (a,b) y

lg'(z)] <k<1  para todo x € (a,b), (VII.1)

entonces ¢ tiene un punto fijo tnico p en [a, b].

Figura 1
y 4
y=x
b B —
g(p)
5 — Yy =g(x)
1 | | ’
a p b R

Demostracién: si g(a) = a 6 g(b) = b, la existencia del punto fijo es obvia. Supongamos
que no es asi; entonces debe ser cierto que g(a) > a'y g(b) < b. Definamos h(z) = g(z)—x;
h es continua en [a,b], y

h(a) =g(a) —a >0, h(b) =g(b) —b <0 .

El corolario V.1 del Teorema del Valor Intermedio implica que existe p € (a,b) tal que
h(p) = 0. Por lo tanto g(p) —p = 0 y p es un punto fijo de g.
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Supongamos ademds, que la desigualdad (VI1.1) se satisface y que p y ¢ son puntos
fijos en [a,b] con p # q. Por el Teorema del Valor Medio, existe un nimero £ entre p y ¢
y por lo tanto en [a, b] tal que

p—aql=19() =9 =g lp—adl <klp—aql<Ip—aql,

lo cual es una contradiccién. Esta contradiccion debe venir de la tinica suposicion, p # q.
Por lo tanto, p = ¢ y el punto fijo en [a, b] es tnico. c.q.d.
2

Ejemplo. Sea g(z) = en el intervalo [—1,1]. Usando el Teorema del Valor Ex-
tremo es facil demostrar que el minimo absoluto de g estd en z = 0 y es g(0) = —1/3.
Similarmente el maximo absoluto de g ocurre en x = +1 y tiene el valor g(+1) = 0.

Ademas, g es continua y

2x

5 para todo x € [—1,1],

[GVIN )

lg' (@) = =] <

asi que g satisface las hip6tesis del Teorema VII.1 y tiene un tinico punto fijo en [—1, 1]. En
este ejemplo, el inico punto fijo p en el intervalo [—1, 1] puede determinarse exactamente.
Si

entonces, p> —3 p—1 = 0, lo cual implica que p = %ﬁ Noétese que g también tiene un

punto fijo inico p = %ﬁ en el intervalo [3,4]. Sin embargo, g(4) =5y ¢'(4) = 8/3 > 1;
asi que g no satisface las hipdtesis del Teorema VII.1. Esto muestra que las hipdtesis del
Teorema VII.1 son suficientes para garantizar un punto fijo inico, pero no son necesarias.

Ejemplo. Sea g(x) = 37%. Como ¢'(z) = —37% In 3 < 0 en [0,1], la funcién g es
decreciente en [0,1]. Entonces, g(1) = 3 < g(z) <1 = g(0) para 0 < = < 1. Por lo tanto,
para z € [0, 1], g(x) € [0,1]. Esto implica que g tiene un punto fijo en [0, 1]. Como

¢'(0) = —In 3 = —1.098612289 |,

lg'(z)] £ 1 en [0,1] y el Teorema VII.1 no puede ser usado para determinar la unicidad.
Sin embargo, g es decreciente, asi que esta claro que el punto fijo debe ser tnico.

Geométricamente, el método de iteracién puede explicarse de la siguiente manera:
dibijese sobre un plano zy las gréficas de las funciones y = z e y = g(z). Cada raiz real
p de la ecuacién = = g(x) es la abscisa del punto de interseccién M de la curva y = g(x)
con la linea recta y = = (ver figuras 2 y 3).

Comenzando a partir de un punto Ay (po, g(po)), construyamos la linea poligonal
Ay By Ay Bj... (escalera), cuyos segmentos son alternativamente paralelos al eje z y al

eje y, los vértices Ag, Ay, As, ... caen sobre la curva y = g(x), y los vértices By, By, Bo,
Bs, ... caen sobre la linea recta y = z. Las abscisas comunes de los puntos A1 y By, y As
y By, ..., evidentemente seran las aproximaciones sucesivas p1, ps, ... a la raiz p. También

es posible tener una linea poligonal diferente Ay By A1 B ... (espiral).
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Evidentemente se tiene la solucién escalera si la derivada ¢'(z) es positiva, y la solucién
espiral si ¢'(z) es negativa.

Figura 2 Figura 3
y
A y=x
y & y=xX \(F’]vpz)
B =9(R)
0 Ao R=9'} 1%
y=9(x) R=9(R) <
P=9(Ry) (Pgs P7)
By
Bz / Ay y =969
Ay > » x
PP3 Py P PO « P B R R

En las figuras anteriores, la curva y = g(z) se “inclina” en la vecindad de la raiz
p, es decir, |¢'(z)| < 1y el proceso de iteracién converge. No obstante, si consideramos
el caso en que |¢'(x)| > 1, entonces el proceso de iteracién puede ser divergente. Por
consiguiente, para aplicar de una manera practica el método de iteracion del punto fijo,
hemos de asegurarnos de que se cumplen las condiciones de suficiencia de convergencia
del proceso de iteracion.

2. ALGORITMO Y EJEMPLOS

Para aproximar el punto fijo de una funcién g, escogemos una aproximacion inicial pg
y generamos la sucesion {p,}72, tomando p, = g(p,—1) para cada n > 1. Si la sucesién
converge a p y g es continua, entonces

p= lim p, = lim g(pn—1) = g( lim pn_1) =g(p),

y se obtiene una solucién de z = g(x). Esta técnica se llama técnica iterativa de punto
fijo 6 iteraciéon funcional. El procedimiento estda detallado en el algoritmo conocido

como algoritmo de punto fijo y estd descrito en las figuras 2 y 3.

Algoritmo de punto fijo.

Para encontrar una solucién de g(p) = p dada una aproximacién inicial pg:
Entrada: aproximacién inicial pg; tolerancia TOL; nimero méaximo de iteraciones Ny;
Salida: solucién aproximada p 6 mensaje de fracaso.

Paso 1: tomar i = 1;
Paso 2: mientras que ¢ < Ny seguir pasos 3—6;

Paso 3: tomar p = g(py) (calcular p;);
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Paso 4: si |p — po| < TOL entonces SALIDA (p);
(procedimiento completado satisfactoriamente) PARAR,;

Paso 5: tomari=14-+1
Paso 6: tomar py = p (redefinir pg );

Paso 7: SALIDA ('El método fracaso después de Ny iteraciones, Ny = ', Np);
(procedimiento completado sin éxito); PARAR.

Ejemplo. La ecuacién 23 + 4 22 — 10 = 0 tiene una sola raiz en [1,2]. Existen muchas
maneras de cambiar la ecuacién a la forma z = g(x), efectuando manipulaciones al-
gebraicas simples. Debe verificarse que el punto fijo de la funcién g(x) es en realidad una
solucién de la ecuacién original.

(a) r=gi(r)=x—2%—422+10,

(b) :15292(313):(1?—491:)1/2 ,

() z = gs(x) = 5 (10 —2®)'/?

1/2
(@) o= gi() = (#5) "7
3 2
() v = g5(r) = v — LS
Tabla 1

n pn (a) pn (b) pn (c) pn (d) pn (e)
0 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5
1 —0.875 0.8165 1.286953768  1.348399725 1.373333333
2 6.732 2.9969 1.402540804 1.367376372 1.365262015
3 —469.7 (—8.65)1/2 1.345458374  1.364957015 1.365230014
4 1.03 x 108 1.375170253 1.365264748 1.365230013
) 1.360094193  1.365225594
6 1.367846968 1.365230576
7 1.363887004  1.365229942
8 1.365916733 1.365230023
9 1.364878217 1.365230012
10 1.365410061 1.365230014
15 1.365223680 1.365230013
20 1.365230236
25 1.365230006
30 1.365230014

Con pg = 1.5, la tabla 1 muestra los resultados del método de iteracion de punto fijo
para las cinco alternativas para g.

La raiz real es 1.365230013, como se hizo notar en un ejemplo del capitulo VI.
Comparando los resultados con el algoritmo de bisecciéon dado en aquel ejemplo, se puede
ver que se han obtenido excelentes resultados para los casos (c), (d) y (e), mientras que
Es
interesante notar que la eleccién (a) produce divergencia y (b) se vuelve indefinida debido

con la técnica de biseccién se necesitan 27 iteraciones para lograr esta precision.

a que lleva a la raiz cuadrada de un nimero negativo.
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Este ejemplo ilustra la necesidad de un procedimiento que garantice que la funcion
g converja a una solucién de x = g(z) y que escoja también a g de tal manera que haga
la convergencia tan rapida como sea posible. El Teorema siguiente es el primer paso para

determinar este procedimiento.

Teorema VII.2
Sea g € Cla,b] y supongamos que g(z) € [a,b] V = € [a,b]. Ademads, supongamos
que ¢’ existe en (a,b) con

ld' ()| <k <1 para toda x € (a,b) . (VII.1)
Si po es cualquier nimero en [a, b], entonces la sucesién definida por

Pn :g(pnfl) y n>1,

converge al inico punto fijo p en [a, b].

Demostracién: por el Teorema VII.1, existe un punto fijo tnico en [a, b]. Como g manda
a [a,b] a él mismo, la sucesién {p,}>2, estd definida para toda n > 0y p, € [a,b] para
toda n. Usando la desigualdad (VII.1) y el Teorema del valor medio,

Ipn — pl = lg(Pn=1) — 9()| < 9" ()| Pn=1 —»| < k [pPn—1 —p| (VI1.2)

donde ¢ € (a,b). Aplicando la desigualdad (V' I1.2) inductivamente resulta:
Pn =0l <K [pao1 —p| < |pp—z —p| < o <K |po—p| . (VII.3)

Como k < 1,

lim |p, —p| < lim k™ |[pp —p| =0
n—oo n—oo

y {pn}22, converge a p. c.q.d.

El Teorema permanece vélido si la funcién g(x) es definida y diferenciable en el
intervalo infinito —oco < = < 400, y la desigualdad (VII.1) se cumple cuando z €

(—00, +00).

Notese que en las condiciones del Teorema VII.2, el método del punto fijo converge
para cualquier valor inicial pg en [a,b]. Por esta razén es autocorrector, esto es, un
error individual en los célculos que no vaya por encima de los limites del intervalo [a, b] no
afecterd el resultado final, ya que un valor erréneo puede ser considerado como un nuevo
valor inicial pg. Unicamente se habra trabajado mas. La propiedad de autocorreccién
hace que el método de iteracién del punto fijo sea uno de los mas fiables. Naturalmente,
los errores sisteméaticos al aplicar este método pueden hacer que no se obtenga el resultado
requerido.
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Corolario VII.3
Si g satisface las hipotesis del Teorema VII.2, una cota para el error involucrado al
usar p, para aproximar a p esta dada por

|pn — p| < k™ max{py — a,b— po} para cada n>1. (VII4)
Demostracion: de la desigualdad (VI1.3),

[pn — p| < k™ |po — pl
S kn maX{pO — aab _pO} )

ya que p € [a,b] y po € [a,b). c.q.d.
Corolario VII.4
Si g satisface las hipotesis del Teorema VII.2, entonces

n

1—k

lpn — p| < lpo — p1| para todo n>1. (VII.5)

Demostracién: para n > 1, el procedimiento usado en la demostracion del Teorema
VIIL.2 implica que

1Pnt1 — Pnl =19(0n) — 9Pn-1)| <k |pn —Dn-1] < ... <Ek" |p1 — Dol -

Por lo tanto, para m > n > 1,

[Pm = Pnl = [Pm — Pm—1+ Pm—1 — - = Put1 + Pnt1 — Pal
< |pm — Pm—1| + [Pm-1 = Pm—2| + .. + [Pns1 — Pn]
<E™ " p1 — pol + K™ |p1 — pol + ... + K™ [p1 — po
=k" (L+k+k+ . +E"" 1) [p1 —pol -

Por el Teorema VIL.2, lim p,, = p, asi que
m—00

oo
. k™
—pn| = i — | < K™ |p1 — v = — ol .
lp — pal mlgnoo!pm Pl < K" |p1 p0|2;k’ 1_k\p1 pol
1=

c.q.d.

Ambos corolarios relacionan la rapidez de convergencia con la cota k de la primera
derivada.

Esté claro que la rapidez de convergencia depende del factor £ /(1—k), y que cuanto
mas peque no se pueda hacer k, més rapida serd la convergencia. La convergencia puede
ser muy lenta si k es préximo a 1.

Noétese que existe una extendida opiniéon de que, si al utilizar el método del punto
fijo, dos aproximaciones sucesivas p,_1 y pn coinciden dentro de la exactitud especificada
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e (por ejemplo, los primeros m decimales estan estabilizados en estas aproximaciones),
entonces se cumple p &~ p, con la misma exactitud (esto es, en particular el nimero
aproximado p,, tiene m cifras exactas). En el caso general esta afirmacion es errénea. Es
més, resulta facil demostrar que si ¢'(x) estd proxima a la unidad, entonces la cantidad
|p — pn| puede ser grande, atin cuando |p, — p,—1]| sea extremadamente pequena.

Los métodos de punto fijo del ejemplo seran reconsiderados tomando en cuenta los
resultados descritos en el Teorema VII.2.

Ejemplo.

(a) Cuando g;(r) = x — 2% —4 22 + 10, ¢} (r) = 1 — 3 22 — 8 x. No hay ningiin intervalo [a, b],
conteniendo a p, para el cual |¢](z)] < 1. Aunque el Teorema VII.2 no garantiza que el
método debe fracasar para esta eleccion de g, no hay ninguna razén para sospechar la

convergencia.
(b) Con ga(x) = [10/x—4 z]'/?, vemos que g, no manda al intervalo [1,2] a [1,2] y la sucesién
{pn}32y no estéd definida con py = 1.5. Mds ain, no hay ningin intervalo que contenga a
p tal que |g5(x)| <1, ya que |g5(p)| ~ 3.43.
(c) Para la funcién gs(z) = (10 — 2%)1/2, gi(x
n

asi que g3 es estrictamente decreciente e

) = =3 22 (10 — 2®)71/2 < 0 en [1,2],
[1,2]. Sin embargo, |g5(2)| ~ 2.12, asi que
la desigualdad (VII.1) no se satisface en [1,2]. Examinando mds de cerca la sucesién
{pn}22y comenzando con py = 1.5 podemos ver que es suficiente considerar el intervalo
[1,1.5] en vez de [1,2]. En este intervalo sigue siendo cierto que g5(x) < 0 y que g
es estrictamente decreciente, pero, ademds 1 < 1.28 ~ ¢3(1.5) < g3(x) < g3(1) = 1.5
para todo z € [1,1.5]. Esto demuestra que g3 manda al intervalo [1,1.5] a s{ mismo.
Como también es cierto que |g5(z)| < |g5(1.5)| =~ 0.66 en este intervalo, el Teorema VII.2
confirma la convergencia de la cual ya estdbamos enterados.

Las otras partes del ejemplo se pueden manejar de una manera similar.

Teorema VIIL.5
Sea g(x) una funcién definida y diferenciable en un intervalo [a, b], y supongamos

que la ecuacion
z = g(x)
tenga una raiz p situada en el intervalo [a,b]. Ademds supongamos que la derivada ¢'(x)

conserva el signo y la desigualdad (VI1.1) sea vélida. Por consiguiente,
(1) si la derivada ¢'(x) es positiva, las aproximaciones sucesivas

Pn = g(pn—l) y (n = 1,27 ) ) Po € (avb)

convergen mondétonamente hacia la raiz p.
(2) Sin embargo, si la derivada ¢'(z) es negativa, las aproximaciones sucesivas oscilan
entonces alrededor de la raiz p.

Demostracién: (1) en efecto, hagamos 0 < ¢’(z) < k < 1y, por ejemplo,
Po <P -
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En tal caso
p1—p=g(po) — g(p) = (po —p) ¢'(§&1) <0,

donde & € (po,p), ¥
Ipr — p| <k |po —p| < |po —p| -

En consecuencia,

Po<p1<p.

Utilizando el método de induccion matematica, obtenemos

Po<pr<p2<..<p.

Un resultado andlogo se obtiene cuando pg > p.
(2) Hagamos —1 < —k < ¢’(z) < 0y, por ejemplo, po < p; p1 = g(po) € (a,b). Tenemos,

p1—p=gPo) —g9(p) = (po —p) 9'(&1) >0

es decir, p1 > py |p1 —p| < |po—p|- Repitiendo estos argumentos para las aproximaciones
p1, P2, ..., tenemos

Po<pr<.<p<..<p3<p1.
De este modo, las aproximaciones sucesivas oscilaran alrededor de la raiz p. c.q.d.

De este modo, si la derivada ¢'(x) es positiva, solamente es necesario elegir la aproxi-
macién inicial pg de forma que pertenezca al entorno (a, b) de la raiz p por la que estamos
interesados; todas las aproximaciones restantes p,, (n =1,2,...) caerdn automaticamente
en este entorno y se acercaran monotonamente hacia la raiz p a medida que n aumente.

Por otra parte, en el caso de una derivada negativa ¢'(z), si dos aproximaciones
po v p1 pertenecen al entorno (a,b) de la raiz p, todas las demds aproximaciones p,
(n = 1,2,...) perteneceran también al mismo intervalo; la secuencia {p,} estrangula la

raiz p. Ademads, en este caso
[P = pul < [P — Pn—1

es decir, los digitos estabilizados de la aproximacién p,, pertenecen definitivamente a la

raiz exacta p.

Noétese que dada una ecuaciéon
f(x)=0 (VII.6)

esta puede escribirse de la forma
x = g(x) (VII.7)

eligiendo la funcién g(x) de diferentes maneras.

La notacién (VII.7) no deja de tener su importancia; en ciertos casos |¢'(x)| de-
mostrara ser pequena en la vecindad de la raiz p, en otros serda grande. Para el método
de iteracién del punto fijo, la representacién de (VII.7) més ventajosa es aquella en la
cual la desigualdad (V' II.1) es vélida, y cuanto menor sea el nimero k, més rapida sera,
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hablando en términos generales, la convergencia de las aproximaciones sucesivas a la raiz
.

Estudiaremos a continuacién una técnica bastante general para reducir la ecuacién
(VI1I.6) alaforma (VII.7), y para la cual se asegure la validez de la desigualdad (VI1.1).
Supongamos que la raiz deseada p de la ecuacién cae en el intervalo [a, b, y

0<m Sf/(l‘) SMl

para a < x < b. [Si la derivada f’(x) es negativa, entonces consideraremos la ecuacién
—f(x) = 0 en lugar de (VII.6)]. En particular, podemos tomar para m; el valor més
pequeno de la derivada f’(z) en el intervalo [a, b], cuyo valor debe ser positivo, y para M;
el valor mas grande de f’(x) en el intervalo [a,b]. Reempldcese (VII.6) por la ecuacién
equivalente

x=xz—Xf(z) (A>0).

Podemos establecer g(x) = x — A f(x). Elijjamos el pardmetro A de tal manera que en la
vecindad dada de la raiz [a, b] sea vélida la desigualdad

0<g'(@)=1-Af(z)<k<1,

de donde tenemos
O§1—AM1§1—)\m1§k

En consecuencia, podemos elegir

1
vy k=1-21_1.

A= —
M,y My

Indicaremos ahora otra técnica para acelerar la convergencia del proceso de iteracién

la cual puede ser 1til en ciertos casos. Supongase que disponemos de una ecuacion

r=g(z)

tal que la desigualdad
9" (@) =2 ¢>1

sea cierta dentro del entorno de la raiz deseada p. El proceso de iteracién del punto
fijo divergird entonces para esta ecuaciéon. Pero si la ecuacion dada es sustituida por la

ecuacion equivalente
z = ¢(z) ,

donde ¢(z) = g~ *(x) es la funcién inversa, tendremos una ecuacién para la cual el proceso
de iteracién converge, ya que
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CAPITULO VIII. EL METODO DE LA SECANTE

1. INTRODUCCION Y METODO

Utilizando los supuestos de los capitulos anteriores, daremos en este capitulo un
procedimiento mas rapido para hallar una raiz p de la ecuacién f(z) = 0 que caiga
en un intervalo especificado [a,b] tal que f(a) - f(b) < 0. En lugar de dividir por la
midad el intervalo [a, b] (método de biseccién, Cap. XV), es mejor dividirlo en la relacién
—f(a) : f(b). Esto ofrece un valor aproximado de la raiz

pr=a+h =b—hy, (VIII.1)
siendo
I R N
iy ey B ey T (S (Vi)

Aplicando este procedimiento al intervalo [a,pi1] o [p1,b] en cuyos extremos la funcién
f(x) tenga signos opuestos, tendremos una segunda aproximacién po de la raiz, etc. Este
método es conocido con el nombre de método de las partes proporcionales o método
de la secante.

Geométricamente, el método de las partes proporcionales es equivalente a sustituir
la curva y = f(z) por una cuerda que pase por los puntos A [a, f(a)] vy B [b, f(b)].

Figura 1
4
¥ 5
f(o)
i

ar—— 0 5
t(a) y = f(x)

A

En efecto la ecuacién de la secante que pasa por Ay B es

r-a_ y-flo)
b—a  f(b) = fla)
De aqui , considerando z = p; e y = 0, tenemos
)
—f(a) + f(b)

Para probar la convergencia del proceso, consideremos que la raiz esta separada y la

PL=a (b—a) .

segunda derivada f”(z) tiene signo constante en el intervalo [a, b].
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Supongamos que f”(z) > 0 para a < x < b (el caso f”(x) < 0 se reduce a nuestro
caso si escribimos la ecuacién de la forma —f(z) = 0). La curva y = f(x) serd convexa

hacia abajo, y por tanto estara localizada por debajo de su secante A B. Son posibles
dos casos:

(1) f(a) > 0, (ver figura 2),
(2)  f(a) <0, (ver figura 3).

Figura 2 Figura 3
4
yA A Y B
f(a) f(o
a 0 i ° ) OO b
><> °/P5 P x.’
y = f{x)
f(a)
f(o} #

B

En el primer caso, el extremo a esta fijo y las aproximaciones sucesivas:

po=">, pn+1=pn—ﬁ (pn —a) , n=20,1,2,.. (VIII.3)

forman una secuencia monoétona decreciente acotada, y

a<p<.. <Ppi1<pp<..<pr<po-

En el segundo caso, el extremo b esta fijo y las aproximaciones sucesivas:

Po=a, Dnt1=Pn— % (b—pn), n=01,2.. (VIIL.4)

forman una secuencia mondétona creciente acotada, y

Po<P1 < .. <Pp<Ppt1<..<p<b.

Resumiendo, sacamos las siguientes conclusiones:

(1) el extremo fijado es aquél para el cual el signo de la funcién f(x) coincide con el
signo de su segunda derivada f"(z);

(2) las aproximaciones sucesivas p, caen en el lado de la raiz p, donde el signo de la
funcién f(z) es opuesto al signo de su segunda derivada f”(x).
En ambos casos, cada aproximacion sucesiva p, 1 estd mas préxima a la raiz p que
la precedente, p,,. Supongamos

p= lim p, (a<p<b)
n—oo
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(existe limite, ya que la secuencia {p,} estd acotada y es mondtona). Pasando al limite
en (VIII.3), tenemos para el primer caso

1D
&) - f(a)

donde f(p) = 0. Como viene dado que la ecuacién f(x) = 0 tiene solamente una raiz p

(P—a),

en el intervalo (a,b), se deduce que p = p.
Mediante el mismo procedimiento puede probarse en (VIII.4), que p = p para el
segundo caso.

Para hallar una estimacion de la exactitud de la aproximacion, podemos utilizar la
férmula (V.2)

donde |f'(x)| > m; para a <z < b.

Daremos otra férmula que permita estimar el error absoluto de un valor aproximado p,

conocidos dos valores sucesivos p,_1 ¥ pn.

Teorema VIII.1
Sea f € C?[a,b] y supongamos que f(a)- f(b) <0, y que la derivada f’(z), continua

en el intervalo [a, b] que contiene toda las aproximaciones, conserva el signo y sea tal que
0<m < |f’({13)| < M; < +c0.

Entonces se estima el error absoluto de un valor aproximado p,, dado por las relaciones
iterativas (VI11.3) 6 (VIII.4) como

M1 — ma
mi

Ip—pnl < [P — P - (VIII.5)

Demostracién: para mayor claridad, supongamos que las aproximaciones sucesivas p,, a
la raiz exacta p estdn generadas por la formula (V' I11.3) (andlogamente puede considerarse
la férmula (VI11.4)):

_ _ f(pn-1) —a
P =Prot = ) Pt T

con n =1,2,... y donde el extremo a es fijo. Entonces:

f(pnfl) — f(a)

Pn—1 —a

_f(pn—l) = (pn _pn—l) .

Teniendo en cuenta el hecho de que f(p) = 0, tenemos

f(pnfl) — f(CL)

Pn—1 —a

f(p) - f(pn—1> - (pn _pn—l) .
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Utilizando el Teorema de Valor Medio, tendremos
(p - pn—l) f/(gn—l) = (p — DPn +Pn — pn—l) fl<£n—1> = (pn - pn—l) f/(z_?nfﬂ s
donde &,—1 € (Pn—1,P) ¥ Pr_1 € (@,pn—1). De aqui que

(p _pn) f,(gn—l) = [f/(ﬁnfl) - f/<€n—1>] [pn _pn—l] ’

y entonces:

|p_p |: |f/(]_?n—1)_f/(£’fl*1)| |p —p 1‘ ]
" /" (€n—1)] o

Como f’(x) tiene signo constante en el intervalo [a,b] y D,,_; € [a,b] v &n1 € [a, ],
tenemos sencillamente

[ (Pr1) = f(én=1)] < My —my .
Deducimos, por tanto, que

Ml—ml

’pn - pn—l’ )
mi

‘p - pn‘ S
donde podemos tomar respectivamente para mj; y M; los valores menor y mayor del
moédulo de la derivada f'(x) en el intervalo [a, b]. c.q.d.

Si el intervalo [a, b] es tan estrecho que se cumple la desigualdad
My <2my
obtenemos entonces de la férmula (VI11.5)

|p = pn| < |Pn — Pn-1] -

En este caso, cuando
[pn = pn—1l <€,

donde ¢ es la cota de error absoluto especificada, puede garantizarse que

’p_pnlgg-

2. ALGORITMO Y EJEMPLOS

Algoritmo de la secante.

Para encontrar una solucién de f(x) = 0, dada la funcién f en el intervalo [a,b] donde
f(a) y f(b) tienen signo opuesto:

Entrada: extremos a y b; tolerancia T'O L; niimero maximo de iteraciones Ny;
Salida: solucién aproximada p 6 mensaje de fracaso.

Paso 1: tomar ¢ = 2, y definir:
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po=>,q0 = f(a) y 1 = f(b), si f(a) > 0;
po=a,q = fb)yqa = f(a),si f(a) <O0;

Paso 2: mientras que 7 < Ny seguir pasos 3-6;

Paso 3: tomar (calcular p;):

p=po— ;2 (po—a),si f(a) > 0;

P=po— 25 (b—po), si f(a) <O;

Paso 4: si |p — po| < TOL entonces SALIDA (p);
(procedimiento completado satisfactoriamente) PARAR,;

Paso 5: tomari=17+1

Paso 6: tomar py = p; q1 = f(p) (redefinir po, q1);

Paso 7: SALIDA ('El método fracasd después de Ny iteraciones, Ny = ', Np);
(procedimiento completado sin éxito); PARAR.

Para ilustrar el algoritmo de la secante, considérese los siguientes ejemplos.

Ejemplo. Hallese una raiz positiva de la ecuacion
flxy=a®+422-10=0

con una exactitud de 0.0002.

Primeramente separamos la raiz. Ya que
f(1.3)=-1.043<0 y f(1.4)=0.584 >0

la raiz deseada p estd en el intervalo (1.3,1.4). Ademads, estamos en el caso f(a) < 0, y

entonces consideramos la féormula (VII1.4) en la cual el extremo b est4 fijo:

f(pn)

POo=0a, Patl1=Pn— 55— (0—Pn), n=20,1,2,...
’ B G — pp)
Entonces, tenemos
Po =1.3 ’
1.043
=1. ———— (1.4 —1.3) = 1.36410571
Pl e 104 3) = 1.364105716 ,

f(p1) = —0.01855573934 ,
0.01855573934
0.584 + 0.01855573934

p2 =1.364105716 + (1.4 —1.364105716)

=1.365211083 ,
f(p2) = — 0.00031260885 .

Como f/(x) =3 22+ 8 x y para ps < x < 1.4 se tiene

mi = min |f'(z)] = f(p2) = 16.513092561 |
x€[pa,1.4]
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M, = max |f'(z)]=f'(14)=17.08 .
x€[p2,1.4]

Luego podemos considerar que

0<p—ps < [£(p2)| ~ 0.189309694014 x 10~* < 2.0 x 107* .

my
Obsérvese que la raiz con diez digitos exacto de la ecuacion es p = 1.365230013.
Si consideremos la cota |p — pa| < Mlm;lml |p2 — p1|, obtedriamos:

My

_m .
p—pa| < m—ll P2 — pi1| & 0.37948 x 1073

ilustrandonos que el primer estimado es mucho mejor en este caso, dado que con esta

segunda cota tendriamos que iterar una vez mas.
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CAPITULO IX. EL METODO DE NEWTON-RAPHSON

1. INTRODUCCION Y METODO

El método de Newton-Raphson (o simplemente Newton) es uno de los métodos
numéricos mas conocidos y poderosos para la resolucién del problema de busqueda de
raices de f(x) = 0. Para introducir el método de Newton usaremos un enfoque intuitivo
basado en el polinomio de Taylor.

Supoéngase que la funcién f es continuamente diferenciable dos veces en el intervalo
[a,b]; o sea, f € C*[a,b]. Sea T € [a, b] una aproximacién a la rafz p tal que f'(Z) # 0y
|ZT—p| es pequeno. Considérese el polinomio de Taylor de primer grado para f(z) alrededor
de ©
(z — )

P (1x.1)

donde ((z) estd entre z y T. Como f(p) = 0, la ecuacién (IX.1), con x = p, nos da

f@)=f@) + (= -2) (@) +

0= 1@+ -2 r'@+ 22 . (1X2)

El método de Newton se deriva suponiendo que el término que contiene a (p — T)? es

despreciable y que
O~ f@)+ (-7 f(T). (IX.3)

Despejando p de esta ecuacién resulta:

/(@)
f'@)

lo cual debe ser una mejor aproximacion a p que .

(IX.4)

PRT —

El método de Newton-Raphson implica el generar la sucesiéon {p,} definida por

Pn =DPn-1— JPn1) n>1. (IX.5)

f'(Pn-1) ’

Geométricamente, el método de Newton es equivalente a sustituir un arco pequeno
de la curva y = f(z) por una tangente trazada por un punto de la curva. Supongamos,
por definicién, que f”(x) >0 paraa <z <by f(b) > 0 (ver figura 1).

Tomemos, por ejemplo, pg = b para el cual f(pg) - f"(po) > 0. Trécese la tangente
a la curva y = f(x) en el punto B(pg, f(po)). Como primera aproximacién p; de la raiz
p tomemos la abscisa del punto de interseccién de esta tangente con el eje x. Tréacese
nuevamente una tangente por el punto de coordenadas (p1, f(p1)), cuya abscisa del punto
de interseccion con el eje x ofrece una segunda aproximacion ps de la raiz p, y asi sucesi-
vamente.

La ecuacién de la tangente en el punto de coordenadas (pn, f(pn)) (n =0,1,...), es

y— f(pn) = f/(pn) ( —pn) -
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Haciendo y = 0 y & = pp41, tendremos la férmula (1.X.5).

Nétese que si en nuestro caso hacemos py = a, y por tanto f(po) - f"(po) < 0, y
trazamos entonces la tangente a la curva y = f(z) por el punto A(a, f(a)), tendremos que
el punto p} cae fuera del intervalo [a,b]; en otras palabras, el procedimiento de Newton
no es practico para este valor inicial. Por tanto, en el caso dado, una buena aproximacién

inicial pg es aquella para la cual resulta valida la desigualdad

f(wo) - f"(po) >0 .

Demostraremos ahora que esta regla es general.

Figura 1
4

y = f(x) P P
f(a)

Teorema IX.1
Sea f € C%[a,b]. Si f(a)- f(b) <0,y f'(x) y f”(x) son no nulas y conservan el signo
para a < x < b, entonces, a partir de la aproximacién inicial py € [a, b] que satisface

f®o) - f"(po) >0, (1X.6)

es posible, utilizando el método de Newton (férmula (1X.3)), calcular la raiz tinica p de
la ecuacién f(x) = 0 con cualquier grado de exactitud.

Demostracién: supongamos f(a) < 0, f(b) > 0, f'(z) > 0, f”(z) > 0 para a < z < b.
Por la desigualdad (1X.6) tenemos f(pg) > 0 (podemos, por ejemplo, tomar pg = b). Por
induccién matematica demostraremos que todas las aproximaciones p,, > p (n =0,1,2,...)
y, por consiguiente, f(p,) > 0. En efecto, ante todo, pg > p.

Establezcamos ahora p,, > p. Pongamos

p=pn+{P—pn).
Utilizando la férmula de Taylor, tendremos
1
0= f(p) = f(pn) + f/(pn) (p _pn) + 5 f//(cn) (p _pn)2 )

donde p < ¢, < pn-
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Como f”(x) > 0, tenemos

f(pn) + f(pn) (p—pn) <0,

y, de aqui que

. _ f(pn)
Pn+1 = Pn f/(pn) > p

que es lo que se queria demostrar.

Tomando en consideracion los signos de f(p,) vy f’'(pn) tenemos, de la férmula (1X.5),
Pnt+1 < Pn (n=0,1,...), es decir, las aproximaciones sucesivas pg, p1, ..., Pn, ... forman una
secuencia acotada mondtona decreciente. Por consiguiente, existe el limite p = lim p,,.

n—oo

Pasando al limite en (/X.5), tenemos

6 f(p) =0, de donde p = p. c.q.d.

Por esta razom, al aplicar el método de Newton debe guiarse uno por la regla si-
guiente: para el punto inicial pg elijase el final del intervalo (a,b) asociado con una
ordenada del mismo signo que el de f”(z).

Teorema 1X.2

Sea f € C(—o00,+00), f(a)- f(b) <0, f'(x) # 0 para a < z < by si f’(z) existe
en cualquier punto y conserva el signo, entonces puede tomarse cualquier valor ¢ € [a, ]
como aproximacion inicial py al utilizarse el método de Newton para hallar una raiz de la
ecuacién f(x) = 0 que caiga en el intervalo (a,b). Se puede, por ejemplo, tomar py = a 6
po = b.
Demostracién: en efecto, supongamos, por ejemplo, f/'(z) > 0 paraa < x < b, f"(z) >
0y po=c donde a <c<b Sif(c)=0,]laraiz p=cy el problema queda resuelto. Si
f(¢) > 0, el razonamiento anterior se cumple y el proceso de Newton con valor inicial ¢
convergerd hacia la raiz p € (a,b).

Finalmente, si f(c) < 0, hallaremos

f(po) f(c) .

o) (o)

b1 =Dpo —

Utilizando la férmula de Taylor tendremos

f(c) 1 flo)

WG L
T RAAAYIE

P =3 re

flpr) = f(e) )* £ >0

donde ¢ es un cierto valor intermedio entre c y p;. De este modo

f1) - f"(p1) >0.
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Ademas, de la condicion f”(z) > 0 se deduce que f’(z) es una funcién creciente y, en
consecuencia, f'(x) > f’(a) > 0 para x > a. Es posible por tanto tomar p; como valor
inicial del proceso de Newton convergente hacia una cierta raiz p de la funcién f(z) tal
que p > ¢ > a. Como la derivada f/(z) es positiva cuando p > a, la funcién f(x) tiene
raiz unica en el intervalo (a,+00), de donde se deduce que

p=pe€E (a7 b) :
Puede establecerse un argumento similar para otras combinaciones de signos de las

derivadas f'(z) y f"(x). c.q.d.

Nétese que de la formula (1X.5) estd claro que cuanto mayor sea el valor numérico
de la derivada f’(z) en la vecindad de la raiz, tanto menor serd la correccién que ha de
anadirse a la aproximacién n—ésima para obtener la aproximacién (n + 1). El método
de Newton es por consiguiente muy conveniente cuando la gréafica de la funcién tiene una
gran pendiente en la vecindad de la raiz dada, pero si el valor numérico de la derivada
f'(z) es pequeno cerca de ella, las correcciones serdn entonces mayores, y calcular la
raiz mediante este procedimiento puede ser un proceso largo o a veces incluso imposible.
Resumiendo: no utilice el método de Newton para resolver una ecuacién f(z) = 0 si la
curva y = f(x) es casi horizontal cerca del punto de interseccién con el eje z.

El método de Newton es un técnica de iteracién funcional p, = g(p,—1), n > 1 para

f(pn—l)
o) "

Se ve claramente de esta ecuacion que el método de Newton no puede continuarse si

la cual

Pn = 9(Pn—1) = Pn—1 —

f'(pn—1) = 0 para algiin n. Veremos que el método es mds eficaz cuando f’ esta acotada
fuera de cero cerca del punto fijo p.

La derivacion del método de Newton con serie de Taylor resalta la importancia de
una buena aproximacion inicial. La suposicién crucial al pasar de (/X.2) a (/X.3), es
que el término que contiene (p — Z)? puede ser eliminado. Esta, claramente serd una
suposiciéon falsa a menos que T sea una buena aproximacién de p. En particular, si pg no
esta lo suficientemente cerca de la raiz real, el método de Newton puede no converger a
la raiz.

El siguiente Teorema de convergencia para el método de Newton ilustra la impor-
tancia tedrica de la eleccién de py.

Teorema 1X.3

Sea f € C?[a,b]. Sip € [a,b] es tal que f(p) =0y f'(p) # 0, entonces existe § > 0 tal
que el método de Newton genera una sucesiéon {p,}5°; que converge a p para cualquier
aproximacién inicial pg € [p — d,p + 4.
Demostracion: la demostracién estd basada en un andlisis del método de Newton como
un esquema de iteracién funcional p,, = g(p,—1), para n > 1, con

L)
A=y
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El objetivo es encontrar, para cualquier valor k en (0, 1), un intervalo [p — d, p+ J] tal que
g mande al intervalo [p — 0, p + d] a si mismo y que |¢'(z)] < k < 1 parax € [p—9,p+ 4],
donde k es una constante fija en (0, 1).
Ya que f'(p) # 0y f' es continua, existe d; > 0 tal que f'(z) # 0 para x €
[p—0d1,p+01] C [a,b]. Entonces, g estd definida y es continua en [p—d1, p+d1]. También,
(@) f'(x) = f(=) (=) _ flz) ["(z)

g@)=1- IOk = TP

para x € [p — 81,p + 61); y como f € C?[a,b], g € C[p — 1,p + 61]. De la suposicién

f(p) =0, se tiene

oy @) ()
90 = e =0

Y como ¢’ es continua, esa ecuacién implica que existe un 6 con 0 < § < 01, y
J(x)| <k<1 para x € [p—§,p+9] .

Falta todavia demostar que g : [p—0,p+d] — [p—39,p+46]. Siz € [p—4,p+0], el Teorema
del Valor Medio implica que, para algin nimero £ entre z y p, |g(z)—g(p)| = |¢'(§)] |x—p|-
Asi que,

l9(x) —pl = lg(@) = g(p)| = 19" [x —p| <k |z = p| <|o—p|.

Como = € [p — 0,p + ¢], se sigue que |z — p| < d y que |g(z) — p| < §. Esto implica que
Todas las hipdtesis del Teorema VII.2 se satisfacen para g(z) = = — f(x)/f'(x),
asi que la sucesién {p, }>° ; definida por

Pn = 9(Pn—1) para n=1,2,3,...

converge a p para cualquier pg € [p — 0,p + ]. c.q.d.

Para estimar el error de la aproximacion p,, de orden n, se puede utilizar la férmula
general (V.2) del capitulo V, |p—pn| < |f(pn)|/m1, donde m; es el valor mas pequenio de
|f'(z)] en el intervalo [a, b].

Obtendremos ahora otra formula para estimar la exactitud de la aproximacion p,,.
Aplicando la férmula de Taylor, tenemos

f(pn) = f[pnfl + (pn _pnfl)] =

= f(pn71> + fl(pnfl) (pn _pnfl) + % f//(gnfl) (pn _pn71)2

donde &,-1 € (pn—1,Pn)- Ya que, en virtud de la definicién de la aproximacién p,,
tenemos

f(n=1) + f'(Pn=1) (Pr — Pn=1) =0,
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se deduce que
M2 (pn _pn—1>2

N | —

|f(pn)] <

donde Ms es el valor mas elevado de |f”(x)| en el entervalo [a,b]. En consecuencia,
basandose en la férmula (V.2) tenemos finalmente

M.
p—pnl < 2—le(pn —pa1)? (IX.7)

Si el proceso de Newton converge, entonces |p, — pn—1| — 0 para n — co. Y por tanto
para n > N tenemos

lp = pnl < Pn — Pr-1l
es decir, los decimales iniciales “estabilizados” de las aproximaciones p,,_1 ¥ p,, son exactos
comenzando con una cierta aproximacion.
Téngase en cuenta que en el caso general, una coincidencia hasta de e, de dos aproxi-

maciones sucesivas p, 1 Y pn no garantiza que los valores de p,, vy la raiz exacta p coincidan

con el mismo grado de exactitud.

Obtendremos ahora una férmula que ligue los errores absolutos de dos aproximaciones
sucesivas p,, ¥ pn+1. Utilizando la férmula de Taylor tendremos

0= F(0) = F(pa) + ') (0= Do) + 5 1" (en) (0~ a)?

donde p < ¢, < pn, y entonces

P=Dn— 5~ 5 (p—pn)?,
Yo fwa) 2 f'(pa) !
y, teniendo en cuenta que p,11 = pn — f/(pn) , tenemos
f'(pn)
1 f"(en) 2
P—Pnt1 = —35 - D —Dn ’
i 2 f'(pn) ( )
y consecuentemente,
— < — (p— ) I1X.8
[P — Pnt1] < 2 (p — pn) (1X.8)

La férmula (1X.8) asegura una rapida convergencia del proceso de Newton si la aproxi-

macién inicial py es tal que

M,
2 ol <k <1
mi
En particular, si
M, .
p=5—=<1 y [p—pal <10
2m1
entonces de (/X.8) tenemos
[P = pasr] <1072
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Esto es, en este caso, si la aproximacion p, es exacta con m decimales, la siguiente
aproximacion p,41 lo serd como minimo con 2m decimales; en otras palabras, si p < 1,
el procedimiento de Newton asegura entonces el doble del ntimero de decimales exactos
de la raiz deseada en cada paso.

2. EL ALGORITMO DE NEWTON-RAPHSON

Algoritmo de Newton-Raphson.

Para encontrar una solucién de f(z) = 0 dada una aproximacién inicial py:
Entrada: aproximacién inicial pg; tolerancia T'O L; nimero méaximo de iteraciones Ny;
Salida: solucién aproximada p 6 mensaje de fracaso.

Paso 1: tomar ¢ = 1;

Paso 2: mientras que ¢ < Ny seguir pasos 3—6;

Paso 3: tomar p = pg — f,(g;%)) (calcular p; );

Paso 4: si |p — po| < TOL entonces SALIDA (p);
(procedimiento completado satisfactoriamente) PARAR;

Paso 5: tomar i =1+ 1
Paso 6: tomar py = p. (redefinir pg);

Paso 7: SALIDA ("El método fracasé después de Ny iteraciones, No = ', Ny);
(procedimiento completado sin éxito); PARAR.

Ejemplo. Para obtener la solucién tnica de
flx)=2>+42*-10=0
en el intervalo [1,2] por el método de Newton generamos la sucesién {p,}52 ; dada por

Pl +4p3_—10
3 p%_l + 8 Pn—1

Pn = Pn-1—

Seleccionando pg = 1.5 obtenemos los resultados del ejemplo del capitulo XVI en los
cuales p3 = 1.36523001 es correcto en ocho decimales.

3. EL ALGORITMO DE LA SECANTE MODIFICADO

El Teorema IX.3 dice que, bajo condiciones razonables, el método de Newton con-
vergerd siempre y cuando se escoja una aproximacion inicial lo suficientemente exacta.
También implica que la constante k que acota la derivada de g decrece conforme el proced-
imiento va avanzando y, consecuentemente, indica la rapidez de convergencia del método.

El método de Newton es una técnica extremadamente poderosa, pero tiene una
dificultad grande: la necesidad de saber el valor de la derivada de f en cada aproximacion.
Frecuentemente ocurre que f’(z) es mucho més complicada y necesita més operaciones
aritméticas para su cdlculo que f(z).
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Para evitar el problema de la evaluaciéon de la derivada en el método de Newton,
podemos derivar una pequena variacién de éste, relacionada con el método de la secante
que hemos visto en el capitulo anterior.

Por definicién

f/(pnfl) = lim f(ZL') _ f(pn—l) '

T—pp_1 T — Pn_1
Tomando x = p,_o
f(pnf2> - f(pnfl) f(pnfl) - f(pan) _

f/(pn—l) ~ =
Pn—2 — Pn-1 Pn—1 — Pn-2

Usando esta aproximacién para f'(p,—1) en la formula de Newton da

) (pnfl _pn72) . (IXQ)

Para encontrar una solucién de f(z) = 0, dadas las aproximaciones iniciales pg y p1;

Entrada: aproximaciones iniciales pg y p1; tolerancia T'OL; nimero méximo de itera-
ciones Ny;

Salida: solucién aproximada p 6 mensaje de fracaso.

Paso 1: tomar ¢ = 2, y definir:

90 = f(po)
q1 = f(p1);
Paso 2: mientras que ¢ < Ny seguir pasos 3-6;
Paso 3: tomar (calcular p;):
p=p1— 52 (p1—Do);

Paso 4: si |p — p1| < TOL entonces SALIDA (p);
(procedimiento completado satisfactoriamente) PARAR,;

Paso 5: tomari=17+1

Paso 6: tomar (redefinir po, p1, qo, q1);

Po = P1;
qo = q1;
p1 =D,
a1 = f(p);

Paso 7: SALIDA ('El método fracaso después de Ny iteraciones, Ny = ', Ny);
(procedimiento completado sin éxito); PARAR.

El método de la secante o el método de Newton se usan frecuentemente para re-
finar las respuestas obtenidas con otras técnicas, como el método de biseccion. Como
estos métodos requieren una buena primera aproximacion, pero generalmente dan una

convergencia rapida, cumplen muy bien con su propésito.
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4. EL METODO DE NEWTON MODIFICADO

Si la derivada f’(x) varia, aunque ligeramente, en el intervalo [a, b], en tal caso en la
férmula (1.X.5) podemos poner

f'(pn) = f'(po) -
De aqui, para la raiz p de la ecuacion f(x) = 0 tendremos las aproximaciones sucesivas
f(pn)
Pnt+1 =DPn — %~ » n>0. 1X.10
" f'(po) ( )

La férmula de iteraciéon (I.X.10) es conocida también como la férmula de Von Mises.
Geométricamente, este método significa que sustituimos las tangentes en los puntos
By, [pn, f(pn)] por lineas rectas paralelas a la tangente a la curva y = f(x) en el punto

Bo[po, f(po)]-

La férmula de Von Mises nos evita la necesidad de calcular los valores de la derivada
f'(pn) cada vez; por lo tanto esta féormula es muy 1til si f'(p,) es complicada.
Puede demostrarse que supuesta la constancia de los signos de las derivadas f/(z) y

f"(x) las aproximaciones sucesivas (I X.10) presentan un proceso convergente.

5. EL METODO DE COMBINACION

Supongamos f(a) - f(b) <0y que f'(x)y f”(z) conservan los signos en el intervalo
[a,b]. Combinando el método de la secante modificado y el de Newton, obtenemos un
método en el que en cada una de sus etapas encontraremos aproximaciones menores
(demasiado pequenas) y mayores (demasiado grandes) a la raiz exacta p de la ecuacién
f(x) = 0. Este método es también conocido con el nombre de método de Dandelin.

Una de sus consecuencias es que los digitos comunes a p, y D, deben pertenecer
definitivamente a la raiz exacta p. Existen cuatro casos teéricamente posibles:

1) fl@)>0 f'(x)>0;

2) fl@)>0 f(x)<0;
3)  fl@) <0 f'(x)>0;
4)  fl(@)<0 f(x)<0.

Limitaremos nuestro analisis al primer caso. Los casos restantes se estudian de
forma analoga y el caracter de los cédlculos se comprende facilmente en base a las figuras.
Conviene tener en cuenta que estos casos pueden reducirse al primero si sustituimos la
ecuaciéon f(x) = 0 por las ecuaciones equivalentes —f(z) = 0 6 £f(—z) = 0, donde
z=—x.

De este modo, supongamos f’'(x) >0y f”(z) > 0 para a < z < b. Hagamos

po=a 'y pyg=2>b,
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y
_ f(pn) —
I S
Pai =Pu =ty (=012, (1X.12)

Figura 2

Es decir, en cada paso se aplica el método de la secante para un nuevo intervalo
[pT’L?Tjn]'

Por lo demostrado anteriormente se deduce que

Pn <P <Dp,

O<p—pn<2_7n_pn-

Si el error absoluto permisible en una raiz aproximada p,, se ha especificado de antemano
y es igual a €, el proceso de aproximacién termina tan pronto veamos que p,, — p, < €.
Al final del proceso, lo mejor es tomar como valor de la raiz p la media aritmética de los

ultimos valores obtenidos: .

Ejemplo. Calcilese con exactitud 0.0005 la tinica raiz positiva de la ecuacién

flx)=2°—2-02=0.

Como f(1) = —0.2 <0y f(1.1) = 0.31051 > 0, la raiz estd en el intervalo (1,1.1).
Tenemos
fllx)=5z*—1 vy  f'(x)=202>.
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En el intervalo elegido, f'(z) > 0, f”(x) > 0, lo cual quiere decir que se han conservado
los signos de las derivadas.
Apliquemos el método de combinaciéon suponiendo que pp =1y py = 1.1. Ya que

f(po) = f(1) ==02,  f(po) = f(1.1) = 03105, f(py) = f'(1.1) = 6.3205
las férmulas (/X.11) y (IX.12) se convierten en

0.2-0.1 0.3105
~ 1. 1 D, =1.1— ~ 1.
0.5105 03918y Py 6.3205 = 109087,

pr=1+

con f(p1) = —0.0273160 y f(p;) = 0.0307078. Como p; — p; = 0.01169, la exactitud no
es suficiente. Halleremos el siguiente par de aproximaciones, con f'(p;) ~ 5.09770:

0.027316 - 0.01169

=1. 1 ~ 1.044
Pz = LO3OI9 + == 038 01468
Y 0.0307078
Dy = 1. _ 20 044
Py = L5087 — — 04485

con f(p2) = —0.0000404924 y f(p,) = 0.000437805. En este caso, py — p2 = 0.00017, lo
cual indica que se ha conseguido el grado de exactitud deseado. Podemos poner

1
P = 5 (104468 + 1.04485) = 1.044765 ~ 1.045

con error absoluto menor de 0.0002 < 0.0005. En efecto:

3 1 3 1 _ 1 _ 1 _ o, 1 f(p2
Ip—D| = |p—=(p2+Ds)| = |p—p2+ = (P2—Do)| < [p—p2|+=|p2—Do| < —Ipz—p2|+| (p2)] :
2 2 2 2 my
o también . . ]f(_ )‘
_ _ _ _ Do
—pl =|p— - — < Zlp, — AR
p =Dl =|p—Dy + 2(192 p2)| < 2Ipz p2| + -

Dado que m; = I{lin | | f/(z)| = 4, obtenemos que [p —p| < 3 0.00017 + —|_0‘0004404924| =
ze([l,1.1

0.000186231 en el primer caso y [p — | < 1 0.00017 4 120904378951 _ 000194451, en el
segundo.
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CAPITULO X. ANALISIS DE ERROR Y TECNICAS DE ACELERACION

1. ANALISIS DE LOS ERRORES PARA METODOS ITERATIVOS

Este capitulo se dedica a investigar el orden de convergencia de los esquemas de
iteracién funcional y, con la idea de obtener una convergencia rapida, reutilizar el método
de Newton. Consideraremos también maneras de acelerar la convergencia del método de
Newton en circunstancias especiales. Pero, antes, tenemos que definir un procedimiento
para medir la rapidez de la convergencia.

Definiciéon. Supongamos que {p,}52, es una sucesién que converge a p y que
en = pn — p para cada n > 0. Si existen dos ntimeros positivos A y « tales que

lim —‘anrl — 7| = lim _\€n+1’ =

n=oo |pn —p|®  nmoo e[ ’

o0

entonces se dice que {p,}>2, converge a p de orden «, con una constante de error

asintético A.

A una técnica iterativa para resolver un problema de la forma x = g(x) se le denomina
de orden « si, siempre que el método produce convergencia para una sucesion {p,}>2
donde p, = g(pn—1) para n > 1, la sucesién converge a la solucién de orden «.

En general, una sucesion con un orden de convergencia grande convergera mas
rapidamente que una sucesién con un orden mas bajo. La constante asintética afectara
la rapidez de convergencia, pero no es tan importante como el orden. Se dard atencién
especial a dos casos:

i) si @ = 1, entonces el método se denomina lineal;

ii) si @ = 2, entonces el método se denomina cuadratico.

Supongamos que queremos encontrar una solucién aproximada de g(z) = x, usando
el esquema de iteracién de punto fijo p, = g(pn—1) para toda n > 1. Supongamos
también que g manda el intervalo [a, b] a si mismo y que existe un ndmero positivo k tal
que |¢'(x)| < k < 1 para todo = € [a,b]. El Teorema VII.2 implica que g tiene un punto
fijo tinico p € [a, b] y que si py € [a, b] entonces la sucesién de punto fijo {p,}72, converge
a p. Se mostrard que la convergencia es lineal, siempre que ¢'(p) # 0. Si n es cualquier

entero positivo, entonces

ent1 = Pnt1 — P =3g(Pn) —9(p) = 9 (&) (Pn —P) = 9 (&) €n ,

donde &, estd entre p, y p. Como {p,}72, converge a p, {£, o>, también converge a p.
Suponiendo que ¢’ es continua en [a, b], tenemos que

Jim g'(¢n) = 9'(p)
y por lo tanto,

. En+1
lim

= lim ¢'(6,) =9¢'(p), vy  lim

n—oo e, n— oo n— 00 |€n|
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Por lo tanto, la iteracién del punto fijo exhibe convergencia lineal si ¢'(p) # 0. La
convergencia de orden mayor puede ocurrir sélo cuando ¢'(p) = 0.

Ejemplo. Supongamos que tenemos dos esquemas iterativos convergentes descritos por

lim [ent1] =0.75, un método lineal,
n—oo |ey|

lim |e~n+;] =0.75, un método cuadratico.
n—oo |y,

Supongamos también, por simplicidad, que

il g7 y CESIPNrS
|€n| |€n|2

Para el esquema de convergencia lineal, esto significa que
len| = 0.75 |en_1| = (0.75)? |en_o| ~ ... = (0.75)" |eo] ,

mientras que el procedimiento convergente cuadraticamente tiene

En] = 0.75 |€,_1]% = (0.75) [(0.75) |én_2|?]* = (0.75)% |&,_o|*
~ (0.75)% [(0.75) |€n_s|?]* = (0.75)7 |&n_s|® ~ ... = (0.75)2" 71 |&o)?" .
Para comparar la rapidez de convergencia supondremos que |eg| = |€g| = 0.5 y usaremos

las estimaciones para determinar el valor minimo de n necesario para obtener un error

que no exceda de 1078, Para el método lineal, esto implica que n debe ser tal que
len| = (0.75)™ |eg| <1078,

esto es

~ 62 .
~ log,n0.75

Para el método de convergencia cuadratica
16,] = (0.75)2" 71 |&o|*" = (0.75)7! (0.375)%" < 1078 ,

implica que
2" logy 0.375 < log,( 0.75 — 8 ,

y por lo tanto,
log,70.75 — 8

log; 0.375

n

~ 19.1 = n>>5.

En estas circunstancias, el método convergente cuadraticamente, requiriendo sélo 5 itera-
ciones es muy superior al lineal requiriendo 62.
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2. TECNICAS DE ACELERACION Y
FORMULA DE NEWTON GENERALIZADA

Vamos ahora a determinar y caracterizar esquemas de iteracién funcional cuadratica.

Teorema X.1

Sea p una solucién de x = g(x). Supongamos que ¢'(p) = 0y ¢” es continua en un
intervalo abierto que contiene a p. Entonces existe un 6 > 0 tal que, para pg € [p—4¢, p+9],
la sucesién definida por p, = g(p,—1), para toda n > 1, es convergente cuadraticamente.

Demostracién: escogeremos § > 0 tal que en el intervalo [p—d,p+ 4], [¢'(x)| <k <1y
g" sea continua. Como |¢'(x)| < k < 1 se sigue que los términos de la sucesion {p,}32
estan contenidos en [p — §,p + 6]. Desarrollando g(x) en un polinomio de Taylor lineal
para z € [p — d,p + ] resulta

g//
9(z) = g(p) +g'(p)(x — p) + ) (z—p)?,
donde & estd entre x y p. Usando las hipédtesis g(p) = p y ¢'(p) = 0, tenemos que:

g9"(¢)

5 (@—p)*.

g9(x) =p+
En particular, cuando x = p,, para algun n,

9" (&n)

2 (pn - p)2

Pn+1 = g<pn) =p+

con &, entre p, y p. Por lo tanto,

g”(gn) 2

Pni41 —P = €nt1 = B €n -

Como |¢'(z)] <k <1len[p—0d,p+ 6],y g manda [p — d,p + J] a s{ mismo, del Teorema
VII.2 tenemos que {p, }52 , converge a p. Como &, estd entre p y p,, para cada n, {&,}22
converge también a p, y

. ensa| 19" (p)]
BLU enl2 2

Esto implica que la sucesién {p, }52, converge cuadraticamente. c.q.d.

Para usar el Teorema X.1 para resolver una ecuacién de la forma f(z) = 0, supon-
gamos que la ecuacién f(z) = 0 tiene una solucién p tal que f’(p) # 0. Consideremos el
esquema de punto fijo

Pn = 9(Pn-1) , n>1,

con g de la forma
9(z) =z —¢(z) f(z) ,

donde ¢ es una funcién arbitraria que se escogera mas adelante.
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Si ¢(z) estd acotada, entonces g(p) = p, y, para que el procedimiento iterativo
derivado de g sea cuadréticamente convergente, es suficiente que ¢’(p) = 0. Pero

g(x)=1=9¢'(z) f(x) —o(x) f'(x) vy ¢ =1-0p) f(p).

1
Consecuentemente, ¢'(p) = 0 si y sélo si ¢p(p) = m
p
En particular, se obtendra convergencia cuadratica para el esquema
f(pnfl)
Pn = g(pn—l) =Pn—-1—" 57, >
f/(pn—l)

el cual puede reconocerse como el método de Newton.

En la discusién anterior, se impuso la restriccién de que f'(p) # 0, donde p es la
solucién de f(z) = 0. De la definicién del método de Newton, es claro que pueden
presentarse dificultades si f'(p,,) tiende a cero simultdneamente con f(p,). En particular,
este método y el método de la secante traeran generalmente problemas si f'(p) = 0 cuando
f(p) = 0. Para examinar estas dificultades con mas detalle haremos la siguiente definicién.

Definicién. Se dice que una solucién p de f(x) = 0 es un cero de multiplicidad m
de f si f(z) puede escribirse como f(x) = (x —p)™ q(x), para  # p, donde lim g(z) # 0.
T—p

Esencialmente ¢(z) representa la porcién de f(x) que no contribuye al cero de f.
El siguiente resultado da una manera facil de identificar a los ceros de las funciones que
tienen multiplicidad uno. A estos ceros se les llama simples.

Teorema X.2
Una funcién f € Cl|a, b] tiene un cero simple en p en (a,b) si y sélo si f(p) = 0, pero

f'(p) # 0.

El resultado del Teorema X.2 implica que existe un intervalo alrededor de p en el cual
el método de Newton converge cuadraticamente a p para cualquier aproximacion inicial,
siempre y cuando p sea una raiz simple. Un ejemplo que muestra que no necesariamente
hay convergencia cuadrética si la raiz no es simple es el caso de la funcién f(z) = e*—x—1
que tiene una raiz de multiplicidad dos en p = 0.

Los términos generados por el método de Newton aplicado a f con pg = 1 se muestran
en la tabla siguiente. Estd claro que la sucesion no converge cuadraticamente a cero.

Tabla 1

n Dn n Dn

0 1.0 9 2.7750 x 1073
1 0.58198 10 1.3881 x 10~3
2 0.31906 11 6.9424 x 10~4
3 0.16800 12 3.4716 x 1074
4 0.08635 13 1.7358 x 104
5 0.04380 14 8.6773 x 107°
6 0.02206 15 4.3329 x 10~°
7 0.01107 16 2.1635 x 10~°
8 0.005545
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Una manera de atacar el problema de raices multiples consiste en definir una funcion

pu(x) por

m

Si p es una raiz de multiplicidad m > 1,y f(z) = (z — p)™ q(x), entonces

(z —p)™ q(=) _ (z —p) q(=)
m (z—p)™ ! q(z)+ (x —p)™ ¢(x) mq(x)+ (v —p) ¢ (x)

p(x) =

tendra también una raiz en p, pero de multiplicidad uno. El método de Newton puede
entonces aplicarse a la funcion p para dar

g(2) =z — 2 f(@)/f (@)
() @ = 1) 7@}/ @)
RS (COF (N o

[f'(@)]? = fz) f'(x)
La férmula (X.1) se conoce como férmula de Newton generalizada para raices mul-
tiples.

Si g cumple con las condiciones de continuidad requeridas, la iteracion funcional
aplicada a g tendra convergencia cuadratica independientemente de la multiplicidad de la
raiz. Tedéricamente, las inicas desventajas de este método son los cédlculos adicionales de
f"(x) y el hecho de que el procedimiento es méas laborioso para calcular las iteraciones. En
la practica, sin embargo, la presencia de una raiz multiple puede causar serios problemas
de redondeo.

Ejemplo. En un ejemplo del capitulo XVI resolvimos f(z) = 22 +4 22 — 10 = 0 para la
raiz p = 1.365230013. Para comparar la convergencia del método de Newton y el método
de Newton generalizado, ecuacién (X.1), para una raiz de multiplicidad uno, sea (i):

Pl +4p3_—10
3 p%_1 + 8 Pn—-1

Pn = DPn—1 — , del método de Newton

y, de la ecuacién (X.1), (i7):

(pp 1 +4p2 1 —10) 3p2_1 +8 pn-1)
3p2 1 +8pu_1)?—(P_ +4p2_1 —10) (6 pr—1+8)

Pn = Pn—-1 — (

Con pg = 1.5, las primeras iteraciones para (i) y (i7) son las siguientes.

Tabla 2
(4) (44)
D1 1.373333333 1.356898976
D2 1.365262015 1.365195849
D3 1.365230014 1.365230013
D4 1.365230013 1.365230013
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Ejemplo. Para ilustrar la situaciéon que se presenta en una raiz miltiple, consideremos
la ecuacién f(x) = 2* —4 22 +4 = 0, que tiene una raiz de multiplicidad dos en z = V2 =
1.414213562. Usar el método de Newton y la version modificada (X.1) produce, después

de algunas simplificaciones, las sucesiones con términos (7):

P%—l -2

, del método de Newton
4pn—1

Pn = Pn—-1—

y, (74):
(p72171 - 2) Pn—1

Pn = Pn_1 — , de la ecuacién (X.1).
v +2) by
Con pg = 1.5, las tres primeras iteraciones para (i) y (i) nos dan lo siguiente:
Tabla 3
(2) (i2)
P1 1.458333333 1.411764706
[ 1.436607143 1.414211438
D3 1.425497619 1.414213562

La solucién real correcta en 1079 es la que aparece para ps en (ii). Para obtener
esta precision con el método normal de Newton-Raphson se requeririan 20 iteraciones.

3. CONVERGENCIA ACELERADA Y EL ALGORITMO A? DE AITKEN

En este apartado consideraremos una técnica, llamada método A? de Aitken,
que se usa para acelerar la convergencia de cualquier sucesion que converja linealmente,

independentemente de su origen.

Supongamos que {p,}°2, es una sucesién linealmente convergente con limite p; o
sea que, para e, = p, — P,

lim|en—+1|:)\ y 0<A<l.

n—oo |en|

Para investigar la construccién de una sucesion {p,, }52 , que converja mas rapidamen-
te a p, supongamos que n es lo suficientemente grande para que el cociente pueda usarse
para aproximar el limite. Si suponemos también que todas las e,, tienen el mismo signo,
entonces

ent1 R A€n Y Ent2 R Aenti -

Asi que
Dnt2 =€nt2+DR N ent1+p

Pn - P
Pni2 XA (Pnt1—Dp)+p 0 sea A= Pnv2 = 0 (X.2a,b) .
Pny1 —P

Reemplazando (n + 1) por n en las ecuaciones (X.2) da

; X.3a,b
Pn —P ( )

Pnt1 = A (P —p)+p O sea
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y resolviendo las ecuaciones (X.2) y (X.3) para p mientras se elimina A nos lleva a que

Pni2Pn— p3+1

- Pn+2 — 2 Pnt1 + Dn -

P2+ Dn Pri2+ 2 Do Prit — 2 Do Pni1 — Pa — Pos1

Prnt2 =2 Pnt1 + P b

(95 + Pn Pav2 = 2 P Put1) — (P — 2 P Pat1 +Dpy1)
Pn+2 — 2 Pnt1 + Pn -

. (Pn+1 _pn)2

Pn+2 — 2 Pnt1 + Pn .

Q

Q

~ Pn

El método A? de Aitken estd basado en la suposicién de que la sucesién {p, }°,
definida por

. 2
ﬁn =DPn — (anrl pn) 5 (X4)
Pn+2 — 2 Pn+1 + Pn

converge mas rapidamente a p que la sucesién original {p,}>2 .

1

Ejemplo. La sucesiéon {p,};2, donde p, = cos(-), converge linealmente a p = 1. Los

primeros términos de la sucesion {p,}°2; v {pn}22, estdn dados en la siguiente tabla.

Tabla 4

n Dn Pn

1 0.54030 0.96178
2 0.87758 0.98213
3 0.94496 0.98979
4 0.96891 0.99342
5 0.98007 0.99541
6 0.98614

7 0.98981

Es evidente que {p,}>2, converge mas rapidamente a p que {p,}52,.

La notacién A asociada con esta técnica tiene su origen en la siguiente definicion:
Dada la sucesion {p,}>2, se define la diferencia progresiva Ap,, mediante

App =pny1 —pn  para n2>0.
Las potencias mayores AFp,, se definen recursivamente mediante
AFp, = AF1(Ap,) para k> 2.
Debido a la definicion,

A?p = A(ppy1 — pn) =
= Appi1 — Ap, =
= (Pn+2 — Pnt1) — (Pnt1 — Pn) =
= Pn+2 — 2 Dny1 +Pn -
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Por lo tanto, la férmula para p,, dada en (X.4) se puede escribir como

para toda n>0. (X.5)

Para ilustrar el método A? de Aitken de otra manera, supongamos que la sucesién

{pn}22, converge al limite p como una sucesién geométrica decreciente con factor k:
Prnt1 — P = k(pn — p), k<1 n=0,1,2,....
Entonces, k£ y p pueden ser obtenidos a partir de p,, pn+1 ¥ Pn+2 usando las ecuaciones
Prn+1 — P = k(pn — D) ,
Ptz =P = k(Pns1 —p) -
Haciendo la resta de estas ecuaciones:

k= Pn+2 — Pn+1
Pn+1 — Pn

bl

y sustituyendo en la primera ecuacion, dado que k # 1:

k pn — Dnt1 _ Pn Pn+2 — ng—l—l
k_l pn+2_2pn+1+pn’

p:

que es la misma ecuacién (X.4).

Hasta ahora, en nuestra discusién del método A? de Aitken, hemos dicho que la
sucesion {p, }o, converge mds rapidamente a p que la sucesién original {p,}52, pero
no hemos dicho qué se entiende por convergencia mds rdpida. Los siguientes Teoremas

explican esta terminologia.

Teorema X.3
Sea {p,}52, cualquier sucesién que converja linealmente a un limite p con e, =
pn —p # 0 para toda n > 0. Entonces la sucesion {p,, }5° , converge a p més rapidamente

que {p,}22, en el sentido de que

A

li DPn —P
1m

n—00 Pp — P

=0.

Demostracion: si la sucesion converge linealmente a p con e, =p, —p #0, Vn >0,

entonces lim % = A. Supongamos que n es lo suficientemente grande para que el
n—oo n

cociente pueda usarse para aproximar el limite y que toda las e,, tienen el mismo signo,

entonces e,11 ~ A\ e,. Ahora calculamos el cociente:

2 2
Pn —D _ Pn = Pnffigl;f:l)*-pn — P _ €n — Pnifzglljffl)ﬂ)n _
Pn—D Pn—D a en B
_ 1_i (pn—|—1_pn +p_p>2 —1_ (en+1/en)2_2€n+1/en+1
€n Pni2—2Pni1+pPn+2p—2p eni2/n —2 eni1/en +1
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Pasando al limite para n — oo obtenemos:

1-1=0.

lim Pn =P _ lim [1_w —
- A2 -2 +1]

n—oo pn — p n—oo

c.q.d.

Teorema X.4
Sea {pn }°2, cualquier sucesién que se comporte asintéticamente como una sucesién
geométrica, es decir existe k, |k| < 1, tal que

Pnt1 —p = (k+ ) (pn —p), lim 6, =0 .

n—oo
Entonces la sucesion {p,, }52, converge a p més rapidamente que {p,}>> en el sentido
de que
1~ p?’L - p
im

n—=0o0 Pp — P

=0.

Demostracion: por hipétesis el error e,, = p,, —p satisface e,,11 = (k+0,) e,. Entonces:

Pnt2 =2 Pngl +Pn = €ny2 — 2 €py1 +en =
=en [(k+0nt1) (k4+6n) —2 (E+0,)+1] =
= €pn ((k—1)2+ﬂn) con ,un_>0,

Pntl — Pn = €n41 — €n = €y [(k —1)+ 5%] .

Desde luego, pnt2 — 2 pnt1 + pn # 0 para grandes valores de n, dado que e, # 0, k # 1
y p; — 0. Entonces la sucesion {p, }52, definida en (X.4) estd bien definida. Ademas,

Prn—P=pPn—p— (pn+1_pn)2 — e —¢ [(k_1)+(5n]2
" " pn—|—2_2pn—|—1 +pn " n(k_1)2+1un

para valores grandes de n, y entonces (dado que d,, — 0y u, — 0 para n — oco):

{1_ [(k—l)—f—dn]Q}:O

lim DPn =P = lim
(k—1)% + pn

n—oo pn — p n—oo

Algoritmo A? de Aitken.

Para encontrar una solucién de p = g(p), dada una aproximacién inicial pg:
Entrada: aproximacién inicial pg; tolerancia 7O L; nimero méaximo de iteraciones Ny;
Salida: solucién aproximada p o mensaje de fracaso.

Paso 1: tomar i = 1, y calcular p1 = g(po);
Paso 2: mientras que ¢ < Ny seguir pasos 3—6;

Paso 3: tomar:
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p2 = g(p1); (calcular pr4;);
P =DPo— %; (calcular p;_1);
Paso 4: si |[p — p2| < TOL entonces SALIDA (p); (procedimiento completado
satisfactoriamente) PARAR,;
Paso 5: tomar i =1¢+1

Paso 6: tomar
po = p1; (redefinir pg );
p1 = p2; (redefinir py );
Paso 7: SALIDA ('El método fracaso después de Ny iteraciones, Ny = ', Np);
(procedimiento completado sin éxito); PARAR.

4. CONVERGENCIA ACELERADA Y EL ALGORITMO DE STEFFERSEN

Aplicando el método A? de Aitken a una sucesién que converge linealmente obtenida
de la iteracién de punto fijo, podemos acelerar la convergencia a cuadratica. Este pro-
cedimiento es conocido como el método de Steffersen y difiere un poco de aplicar el
método A? de Aitken directamente a una sucesién de iteracién de punto fijo que sea

linealmente convergente. El procedimiento directo construiria en orden
po o1 =g(po) ,p2=9(p), —  Po={A}po,

p3=g(p2), — DP1={A%p1,...,

donde {A?} se usa para indicar que se emplea la técnica A? de Aitken.

El método de Steffersen construye los mismos primeros cuatro términos pg, p1, p2,
Po; sin embargo, en el siguiente paso, supone que py e€s una mejor aproximacion a p que
p2 v aplica iteracién de punto fijo a pg en lugar de a py. Cada tercer término es generado
usando la técnica A? de Aitken; para los otros, se usa la iteracién de punto fijo en el
térmmino anterior. La sucesion generada es entonces:

posp1=9(po) .p2=g(p1), —  Po={A}po,

ps="Do ,pa=9g(p3) ,ps=9g(ps), — H1={A}ps,....

Es decir, usando una nueva notacion 1til para el algoritmo empezando con la aproximacién

inicial py = p(()o) tendremos

0 =gl Y = g™y, = plV ={a%pl”

pV =gy o =gy, — PP = (A%,

PP =908 Y =gy, - P = {2
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Algoritmo de Steffersen.

Para encontrar una solucién de p = g(p), dada una aproximacién inicial pg:
Entrada: aproximacién inicial pg; tolerancia T'OL; nimero maximo de iteraciones Ng;
Salida: solucién aproximada p o mensaje de fracaso.
Paso 1: tomar i = 1;
Paso 2: mientras que 7 < Ny seguir pasos 3-6;
Paso 3: tomar:
p1 = 9g(po); (calcular pgi_l));

p2 = g(p1); (calcular pg_l));
. (p1—po)® . leul (D).
P = Do (p2—2 p1+po)’ (ca cular pg )7

Paso 4: si |[p — p2| < TOL entonces SALIDA (p); (procedimiento completado
satisfactoriamente) PARAR;

Paso 5: tomari=1+1
Paso 6: tomar py = p; (redefinir pg );

Paso 7: SALIDA ('El método fracaso después de Ny iteraciones, Ny = ', Ny);
(procedimiento completado sin éxito); PARAR.

Noétese que A2p,, puede ser cero. Si esto sucediera, terminariamos la sucesién y selec-
. , n—1 . . .
cionariamos pg ) como la respuesta aproximada, ya que de otra manera esto introduciria

un cero en el denominador de la siguiente iteracion.

En el ejemplo siguiente, veremos que el método de Steffersen da convergencia cuadra-
tica sin el inconveniente de tener que evaluar derivadas, como con el método de Newton-

Raphson. De hecho es posible demostrar el siguiente teorema.

Teorema X.5

Supongamos que x = g(z) tiene la solucién p con ¢'(p) # 1. Si existe § > 0 tal que
g € C3[p — §,p + 4], entonces el método de Steffersen da convergencia cuadratica para
cualquier pg € [p — d,p + 4].

La debilidad del método de Steffersen reside en la necesidad de que ¢'(p) # 1,
condicién que es equivalente a requerir que la multiplicidad del cero p sea uno, para
el problema correspondiente de busqueda de la raiz de f(x) = 0. Como consecuencia de
esto, no se puede esperar que el método de Steffersen acelere a cuadratica la convergencia
lineal que resulta generalmente cuando el método de Newton se usa para aproximar un
cero de multiplicidad mayor que uno.

2

Ejemplo. Queremos resolver f(z) = x® — cosx = 0 usando el método de Steffersen, y

comparar con el método A? de Aitken y con el de Newton-Raphson. Entonces, escribimos
x = g(x) = +/cosx , para los métodos de Aitken y de Steffersen,

2
Py — COSPp,

——————  para las iteraciones de Newton — Raphson.
2 pp, + sinpy,

Pn+1 = Pn —
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Usando py = 1.0, la iteracién funcional, el método A? de Aitken, el algoritmo de Steffersen

Andlisis de error y técnicas de aceleracion — —

y el de Newton-Raphson dan los resultados de la tabla siguiente:

O OO Ul W~ O

Punto fijo
1.0
0.735052587
0.861275501
0.807137107
0.831606374
0.820785901
0.825618791
0.823469674
0.824427236
0.824000957
0.824190798
0.824106268
0.824131288
0.824132330
0.824132312

Tabla 5

Aitken

0.820545868
0.823387630
0.823989495
0.824103654
0.824126663
0.824131189
0.824132090
0.824132268
0.824132304
0.824132311
0.824132312
0.824132312

36

Steffersen

0.820545868
0.824131023
0.824132312
0.824132312

Newton

1.0
0.838218410
0.824241868
0.824132319
0.824132312
0.824132312

Cap. X
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CAPITULO XI. METODOS DE INTERPOLACION

1. EL METODO DE INTERPOLACION DE LA POSICION FALSA

Los métodos de interpolacion que vamos a discutir en el resto de este capitulo son
muy utiles para determinar los ceros de una funcién real f(z) cualquiera. A diferencia del
método de Newton, en los métodos de interpolacién que veremos no se necesita calcular
la derivada de f, y ademas convergen mas rapidamente.

El método de interpolacién més simple es el conocido como regula falsi o método de
la falsa posicién. Es muy parecido al método de biseccion en el cual dos niimeros p,, y
a, se obtienen en cada paso de forma que f(p,)- f(a,) < 0. El intervalo [p,, a,] contiene
entonces al menos un cero de f(x), y los valores p,, vienen determinados en manera que
converjan hacia uno de estos ceros.

En el método de interpolacién de la posicién falsa, para definir los valores p, 1,
an+1, Se considera p, el cero de la funcién interpolante lineal:

f(pn) — flan)

P(z) = f(pn) + (z — pn) D —

donde P(p,) = f(pn) y Pla,) = f(ay), es decir

— an _ an f(pn) —pn flan) .

_ _ Dn — a
o =P = S0 50 SR Gy T T Fpa) = flan) (X1 1a)

Por el hecho de que f(pn) - f(an) < 0, tenemos que f(p,) — f(a,) # 0; entonces i,
estd siempre bien definido y satisface 6 p, < pn < an 6 an < pn < Pn. A menos que
f(pn) = 0, definimos:

Pntl = fn Y Gpyl = dp, Sl f(ﬂn) : f(pn) > 0,
i XI1.1b,c
{pn+1 =fn Y Gny1 =Dn, S flun)- f(pn) <O. ( )

El algoritmo termina si f(u,) = 0, es decir si u, es el cero.

Para discutir la convergencia del método de la falsa posicién, asumiremos por sim-

plicidad que f” existe y que para algun valor i:

pi < ai, (X1.2a)
f(pi) <0, f(a;) >0, (X1.2b)
f'(x) >0, Vazcelp,al, (X1.2c)

Con estas hipétesis 6 f(u;) =06

f(wi) - f(pi) >0
y entonces p; < pi+1 = p; < aj+1 = a; (ver figuras 1y 2).
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Es ahora facil ver que las férmulas (X1.2) son validas para todo i > i si son vélidas
para un ¢g. Entonces, a; = a para i > ig, y las p; forman una secuencia monétona acotada
creciente, y el limite lim p; = p existe. Por el hecho de que f es continua, y por (X1.2)
se sigue que e

fla)>0, f(p)<0.

Ademés, pasando al limite en (X1.1)

__af(®—pfla) - o
P= o e © @ oi®=0.
Pero D # a, y entonces f(p) =
Figura 1 Figura 2
f"(x) 20
=P

Esta claro que bajo las hipétesis (X1.2), la regula falsi, usard sélo las primeras dos
férmulas de recursion (X1.1b). Nétese que este caso se reduce al método de la secante
presentado en el Capitulo XVII, en el cual el extremo fijo es aquél para el cual el signo
de la funcién f(z) coincide con el signo de su segunda derivada f”(x).

La variacion del método de la falsa posicion, basada exclusivamente en la segundas

dos férmulas de recursién (X1.1c)

D L= Pn—1 f(pn) Pn f(pn—l)
i F(on) = F(Pn1)

no es nada mas que el método de la secante modificado que hemos encontrado en el
Capitulo IX.

Ejemplo. Consideramos el polinomio P(x) = —x3 + 6 22 + 4 x — 24. En el intervalo
[0, 3], donde hay un cero, no se puede usar el método de la secante, pero si el de la secante
modificada y el de la regula falsi. Los resultados estan resumidos en la siguientes tablas,
respectivamente.

Po = 3.0 f(po) = 15.0 P1 = 0.0 f(pl) = —-24.0
[ Di f(pi)

2 1.846153846 —2.457897135
3 2.056795132 0.90853891

4 1.99994694 —8.4896 x 10~*
5 2.0000000011 1.76 x 10~7

6 2.0 0.0
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p1=0 f(p1) = —24.0a; = 3.0 f(a1) =15.0

i i f (i)

1 1.846153846 —2.457897135

2 2.008603833 0.137660691

3 1.999987967 —1.92528 x 104
4 2.0 0.0

2. EL METODO DE INTERPOLACION DE MULLER

Estudiaremos ahora un método presentado por primera vez por D.E. Miiller en 1956.
Esta técnica puede ser usada en cualquier problema de busqueda de raices, pero es par-
ticularmente 1til para aproximar raices de polinomios.

El método de Miiller es una generalizacién del método de la secante. El método
de la secante modificado empieza con dos aproximaciones iniciales xg y x1 y determina
la siguiente aproximacién zo, como la interseccion del eje x con la recta que pasa por
(xo, f(z0)) v (21, f(z1)). El método de Miiller usa tres aproximaciones iniciales xq, 1 y
9 v determina la siguiente aproximacién zs considerando la interseccion del eje x con la
pardbola que pasa por (7o, f(z0)), (z1, f(a1)) ¥ (2, f(2)).

La derivacién del procedimiento de Miiller comienza considerando el polinomio cuadratico

P@)=a (x—22)°+b (z—x2) + ¢

que pasa por (xg, f(zo)), (z1, f(z1)) v (z2, f(x2)). Las constantes a, b y ¢ pueden deter-
minarse de las condiciones

las cuales nos dan

c= f(z2),
p— (@0 —@2)” [f(z1) = f(z2)] = (w1 — 22)° [f(20) — f(x2)]

(zo — x2) (21 — 22) (w0 — 21) ’ (X1.3)
(21 — 22) [f(20) — flz2)] — (w0 — 22) [f(21) — fl22)]

(o — m2) (71 — 22) (W0 — 71)

a =

Para determinar 3, la raiz de P, aplicamos la férmula cuadratica a P. Debido a proble-
mas del error de redondeo causados por la subtracciéon de nimeros casi iguales, se aplica

la f6rmula
—2c

T3 — Ty = )
s 2 btVb2—4ac

Esto da dos posibilidades para x3 dependiendo del signo que precede al término bajo

radical. En el método de Miiller, el signo se elije para que coincida con el de b. Escogido
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de esta manera, el denominador serd el mas grande en magnitud y resultara en seleccionar

a r3 como la raiz de P mas cercana a xo. Asi,

b+ signo(b)vb?> —4 a c

donde a, b y ¢ estdn dadas en (XI.3). Una vez que se determina x3, el procedimiento
se reinicializa usando x1, ro y x3 en lugar de g, r1 y x2 para determinar la siguiente
aproximaciéon z4. El método contintia hasta que se obtiene una conclusion satisfactoria.
Ya que el método involucra en cada paso el radical vb? — 4 a ¢, el método aproximara
raices complejas cuando sea apropiado.

Algoritmo de Miiller.

Para encontrar una solucién a f(z) = 0 dadas tres aproximaciones xg, x1 y a:

Entrada: aproximaciones iniciales xg, 1 y xg2; tolerancia TOL; nimero maximo de
iteraciones Ny;

Salida: solucién aproximada de p 6 mensaje de fracaso.

Paso 1: tomar
h1 = x1 — ®o; ha = x2 — x1;
01 = [f(z1) = f(@0)]/h1; 02 = [f(@2) — f(z1)]/ho;
a = (62 = 61)/(h2 + h1);
1= 2;
Paso 2: mientras que ¢ < Ny seguir pasos 3—7;
Paso 3: tomar:
b= 02+ ho a;
D =/v?—4 f(x2)a;
Paso 4: si |[b—D| < |b+ D| entonces tomar E = b+ D, si no tomar £ = b—D;

Paso 5: tomar:
h= -2 f(z2)/E;
p=1x2+h;

Paso 6: si |h| < TOL entonces SALIDA (p); (procedimiento completado sati-

sactoriamente) PARAR;

Paso 7: tomar (preparar para la siguiente iteracion):
Ty = T1; L1 = T25 T2 = P;
hi = x1 — ®o; ha = x2 — x1;
01 = [f(z1) — f(@o)l/h1; b2 = [f(22) — f(21)]/h2;
a = (02 — 61)/(ha + h1);
t=1+1;

Paso 8: SALIDA ('El método fracasé después de Ny iteraciones, Ny = ', Np);
(procedimiento completado sin éxito); PARAR.

Ejemplo. Consideramos el polinomio P(x) = 16 2* — 40 23 + 5 22 + 20 z + 6. Usando
el algoritmo de Miiller con TOL = 107° y diferentes valores de zg, =1 y x3, tenemos
los resultados que se muestran el la tabla siguente. Los valores reales de las raices de la
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ecuaciéon son 1.241677445, 1.970446079 y —0.356062 £ 0.162758 7, lo que demuestra que
las aproximaciones del método de Miiller son excelentes.

o = 0.5 xr1 = —0.5 o = 0.0

i x; f(x:)

3 —0.555556 + 0.598352 i —29.4007 — 3.89872 i

4 —0.435450 + 0.102101 ¢ 1.33223 — 1.19309 4

5 —0.390631 + 0.141852 i 0.375057 — 0.670164 17

6 —0.357699 + 0.169926 i —0.146746 — 0.00744629 5

7 —0.356051 + 0.162856 i —0.183868 x 1072 + 0.539780 x 1073 ¢
8 —0.356062 + 0.162758 i 0.286102 x 1072 4+ 0.953674 x 1076 4
o = 0.5 Tr1 = 1.0 To = 1.5

i T S (i)

3 1.287855 —1.376275

4 1.237459 1.269422 x 101

5 1.241604 2.194520 x 10~3

6 1.241677 1.321123 x 106

7 1.241677 1.321123 x 106

To = 2.5 r1 = 2.0 To = 2.25

3 1.960592 —6.113129 x 101

4 1.970564 7.456961 x 10~3

5 1.970447 3.133506 x 10~

6 1.970447 2.720395 x 1076

Este ejemplo ilustra que el método de Miiller puede aproximar las raices del polinomio
con una variedad de valores iniciales. De hecho, la importancia del método de Miiller
reside en que esta técnica generalmente convergera a la raiz del polinomio para cualquier
eleccion de las aproximaciones iniciales. Se pueden construir problemas en los que no
habré convergencia para ciertas aproximaciones iniciales. Por ejemplo, si x;, x;41 ¥
Zi1o para alguna ¢ tienen la propiedad de que f(x;) = f(x;11) = f(xi42), la ecuacién
cuadratica se reducird a una funcién constante no cero y nunca cuzard al eje x; sin

embargo, éste no es usualmente el caso.

El método de Miiller no es tan eficiente como el método de Newton: su orden de
convergencia cerca de una raiz es aproximadamente o = 1.84 comparado con el cuadratico,
a = 2, del método de Newton, pero es mejor que el método de la secante, cuyo orden es
aproximadamente o = 1.62.
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CAPITULO XII. CEROS DE POLINOMIOS

1. EL METODO DE HORNER

Una funcién de la forma
P(m):aoxN+a1 2NN+ tan_g r+an , (XII1.1)

donde las a;, llamadas los coeficientes de P, son constantes y ag # 0, se llama un
polinomio de grado N. La funcién cero, P(x) = 0 para todos los valores de z, se

considera un polinomio pero no se le asigna ningun grado.

Teorema XII.1 (Teorema Fundamental del Algebra)
Si P es un polinomio de grado N > 1, entonces P(z) = 0 tiene al menos una raiz

(posiblemente compleja).

Corolario XII.2
Si P(z) =ag 2 +a; V"1 + ...+ any_1 * + ay es un polinomio de grado N > 1,

entonces existen constantes unicas xi, s, ..., Tk, posiblemente complejas, y enteros
k
positivos, my, ma, ..., my tales que > m; = Ny
i=1
Px)=ag (x —21)™ (x —x2)™> ... (x —xp)™* . (XI1.2)

El Corolario XII.2 afirma que los ceros de un polinomio son tinicos y que si cada cero
x; es contado tantas veces como su multiplicidad m;, entonces un polinomio de grado N

tiene exactamente N ceros.

Corolario XII.3

Sean Py () polinomios a lo sumo de grado N. Si x1, o, ..., k, kK > N, son nimeros
distintos con P(z;) = Q(z;) parai = 1,2,...,k, entonces P(z) = Q(z) para todo valor
de x.

Para usar el procedimiento de Newton-Raphson en localizar aproximadamente los
ceros de un polinomio P, es necesario evaluar a P y a su derivada en valores especificos.
Como P y sus derivadas son polinomios, la eficiencia computacional requerirda que la
evalucion de estas funciones sea hecha de manera anidada. El método de Horner descrito
en el siguiente Teorema incorpora esta técnica y como consecuencia requiere solamente

de N multiplicaciones y N sumas para evaluar un polinomio de enésimo grado arbitrario.

Teorema XII.4 (Método de Horner)
Sea
P(x) =ag N +a 2N+ tan_g xtan .

Si
do = ag y drp = ar +dr_1 x9 , (XII3)

para k=1,2,...,N — 1, N, entonces
dy = P(xg) . (XI1.4)
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Ademas, si

Qx)=do 2™ ' +di 2N P+ . +dy sz +dy_1, (XI1.5)
entonces

P(z) = (z —x0) Q(x) +dn . (XI1.6)

Demostracion: la primera parte de la demostraciéon es obvia, debido a la definicion de
los coeficientes dy (basta sélo escribir el polinomio en forma annidada).
Veamos ahora la segunda parte. Por la definicién de Q(z):

(x—20) Qz) +dy = (x —x0) (do 2™V P +dy 2V 2+ .. +dy oz +dy_1) +dy =
= (doaN +dy 2N+ Fdy_g 2 +dy_y ) +
—(do w0 2V +dy 2o 2N T2 4 . 4 dn_o o+ dn_1 T0)+
+dy =
=do 2N + (dy —do x0) 2NV + .+ (dy—2 — dn_3 x0) 22 +
(dny—1 —dn—2 z9) x4+ (dy —dN_1 x0) -

Ahora, por las hipétesis dyg = ag y di — dx_1 To = ai, asi que
(x—x0) Qz) +dy =ag 2V +a; 2V '+ ... +an_1x+axy=P(x) y dy=P(z).

c.q.d.

Ejemplo. Evaluar P(z) =2 2* -3 22 +3 2 —4 en 29 = —2 usando el método de Horner.
Usando el Teorema XII.4

do = 2, dy =2(—2) +0=—4,
dy = (—4)(=2) —3=5,  ds=5(-2)+3=-T,

y finalmente
P(-2)=dy,=(-7)(-2)—4=10.

Ademas, el Teorema XII.4 nos dice que

Plx)=(x+2) 22> 42> +52—-7)+10.

Cuando en el método de Horner se hacen los calculos a mano, se construye primero
una tabla, que sugiere el nombre de divisién sintética con frecuencia aplicado a esta

técnica. Para el problema del ejemplo anterior, la tabla apareceria como:

Coef. Coef. Coef. Coef. Término
de z* de 23 de z2 de x constante
CLO:2 a1:0 a2:—3 a3:3 CL4:—4
o = -2 dol‘o =—4 dlfL‘Q =38 dg(Eo =—10 dgx() =14
do =2 di = —4 do =5 ds = —7 ds = 10
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Una ventaja adicional al usar el procedimiento de Horner es que, como
P(z) = (z —z0) Q(z) +dn ,

donde
Qx)=do eV +dy 2V 2+ . Fdy o x+dy_1,

diferenciando con respecto a x da

P'(x) = Q(z) + (z — x0) Q'(x)

P'(z0) = Q(x0) - (XII.7)

Asi, cuando se use el método de Newton-Raphson para encontrar un cero aproximado
de un polinomio P, ambos P y P’ pueden ser evaluados de esta manera. El algoritmo
siguiente calcula P(xg) y P’(x¢) usando el método de Horner.

Algoritmo de Horner.

Para evaluar el polinomio
P(x) =ag N ta 2NV a1 z+an

y su derivada en x:

Entrada: grado N; coeficientes ag, a1, ..., ay; punto donde evaluar el polinomio xg;
Salida: y = P(x¢) y z = P'(z).
Paso 1: tomar
y = ag; (calcular dy para P);
z = ap; (calcular dy para Q);
Paso 2: paraj=1,2,..., N — 1 tomar
y = xo Y+ aj; (calcular d; para P);
z=x0 2 +y; (calcular d; para Q);

Paso 3: tomar:
y =x0 Y+ an; (calcular dy para P);

Paso 4: SALIDA (y, z); PARAR.

Un uso interesante del algoritmo de Horner es expresar el desarrollo de Taylor de
un polinomio alrededor de cualquier punto. Sea el polinomio P dado por (XII.1), y
suponemos que buscamos los coeficientes ¢ de la ecuacion

P(x) = ag N +a 2N 4 danvoi z+an
=co (x—20)N +e1 (w—2)V P+ eyt (m—20) +en

1
(N — k)!
pero es nuestra intencién buscar un algoritmo més eficiente. Claramente, cy = P(xg), de

Es obvio por el teorema de Taylor de que ¢, = P(N_k)(xo), parak =0,1,..., N,
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modo que este coeficiente se obtiene aplicando el algoritmo de Horner al polinomio P en
el punto zg. El algoritmo también genera el polinomio:
P(x) — P(x
Q(x) = % =do ™" ' +di NP+ tdv o tdyvog =
— o

=co(x—x) N T4 (z—20)V 2+ Fenoy

Esto demuestra que el segundo coeficiente, cy_1, se puede obtener aplicando el algoritmo
de Horner al polinomio @ con el punto zg, ya que dy_1 = cy—1 = Q(x0). El proceso se
repite hasta que se encuentren todos los coeficientes cy.

Ejemplo. Encontrar una aproximacion a uno de los ceros de
Px)=22*-32>+32—4.

Hacer los calculos con aritmética de cuatro digitos significativos y usar el procedimiento

de Newton-Raphson y divisién sintética para evaluar P(z,) y P’(z,) para cada iteracion.

Usando xgp = —2 como una aproximacién inicial, obtenemos P(—2) por:
2 0 -3 3 —4
Ty = —2 —4 8 —10 14
2 —4 5 7 10 = P(—2)

Usando el Teorema XII.4 y la ecuacién (X11.7), obtenemos
Qr)=22> 42> +52-7 'y P(-2)=Q(-2);

asi, P'(—2) se puede encontrar de una manera similar, evaluando Q(—2):

2 —4 5 —7
Ty = —2 —4 16 —42
9 _3 21 —49 = Q(-2) = P'(—-2)
' P(y) 10
Zo
=g — — = 92—~ —1.796 .
10T Pr(gg) —49

Repitiendo el procedimiento para encontrar x,, tenemos que

2 0 —3 3 —4
~1.796 —3592 6451  —6.198  5.744

2 —3.592 3451  —3.198 1.744 = P(z1)
—1.796 —3.592  12.90 —29.36

2 —7.184  16.35 —32.56 = Q(z1) = P'(z1)
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Asi P(—1.796) = 1.744, P'(—1.796) = —32.56, y

Pa1) _ | oo 1744

~ —1.742 .
P'(xq) —32.56

ro = T1 —

Un cero real con cinco digitos decimales significativos es —1.74259.

Notese que el polinomio denotado por ) depende de la aproximacién usada y cambia

de iteracién a iteracion.

Un problema al aplicar el método de Newton a polinomios es el concerniente a la
posibilidad de que el polinomio tenga raices complejas ain cuando todos los coeficientes
sean numeros reales. Sila aproximacion inicial al usar el método de Newton es un ntimero
real, todas las aproximaciones sucesivas serdn también niimeros reales. Una manera de
superar esta dificultad es empezar con aproximaciones iniciales no reales y hacer todos
los calculos usando aritmética compleja. Un enfoque diferente se basa en el siguiente

Teorema.

Teorema XII.5

Si z = [+~ 1 es un cero complejo de multiplicidad m del polinomio P, entonces
Z = 3—~ i es también un cero de multiplicidad m del polinomio Py (z2—2 8 z+32+~2%)™
es un factor de P.

Consideremos ahora el problema de evaluar un polinomio P(x) en un valor complejo

del argumento x = 3+ 7, donde los coeficientes ay = by + ¢ ¢ son complejos. Poniendo
dr = Qr + 1 Rj obtenemos:

Qn="0, Ro=cy
{Qk:Qk—lﬁ_Rk—lv—i_bk; k:1727"'7N7
Rk:Rk_lﬁ+Qk_1’}/+Ck, k=1,2,...,N,

Entonces, la divisién sintetica compleja funciona de la siguiente manera:

Coef. Coef. .. Coef. Término
de =N de V-1 de z constante
by , co bi, a . b1, en— by, con
B+iy QofB —Roy,... @Qn—28—Rn_27,QNn-18—Rn_17,
Qoy + Rof ... Qn-_27+ RBny_28 Qn-_17+ Rn_18
Qo, Ro @1, Ri ... Q@n-1, Rn-1 @n, Ry

Ejemplo. Encontrar una aproximacion a los ceros de

usando el procedimiento de Newton-Raphson y divisién sintética para evaluar P(z,) y
P'(z,,) para cada iteracion, con aritmética de cuatro digitos.
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Con el valor inicial g = 1, obtenemos:

1 0 0 —2
xo =1 1 1 1
1 1 1 —1=P(1)
xo=1 1 2
1 2 3=P'(1)
Entonces,
xlzxo—%zl—%lwl.%?).

Repitiendo el procedimiento para encontrar zs, tenemos que

1 0 0 -2
21 = 1.333 1.333 1.777 2.369

1 1.333 1.777 0.369 = P(1.333)
71 = 1.333 1.333 3.553

1 2.666 5.330 = P’(1.333)

Asi P(1.333) = 0.369, P’'(1.333) = 5.330, y

P(x1) 0.369
= 1333 — —" ~ 1.264 .
P'(z1) 5.330

ro = T1 —

Después de dos iteraciones hemos obtenido un valor aproximado de 1.264, que no esta
mal comparado con el valor verdadero p ~ 1.260 (p® = 2). Evidentemente el proceso es
convergente. Sin embargo, no hay ninguna posibilidad de convergencia a una de las dos
raices complejas —0.630 £ 1.091 ¢ si no usamos un valor inicial complejo. Asi que ahora
repetimos la divisién sintetica y las iteraciones del método de Newton con la aproximacion
inicial xg = 1.

1,0 0, 0 0, 0 -2, 0
0+14i 0, 1 -1, 0 0,-1

1,0 0, 1 -1, 0 -2 ,-1
O+13 0, 1 -2,

1,0 0, 2 -3, 0

Entonces, parece que el método converge a la raiz compleja —0.630 + 1.091 3.
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2. LA TECNICA DE DEFLACION

Si la n—ésima iteracién, x,, en el procedimiento de Newton-Raphson es un cero
aproximado del polinomio P de grado N, entonces

P(z) = (z — zn) Q@) + dy = (z — 2) Q(x) + Plan) = (z — zn) Q) ;

de lo cual, x — z,, es un factor aproximado de P(x). Tomando #; = x, como un cero

aproximado de Py @Q1(z) como el factor aproximado,

P(z) = (z — 1) Qu(z) ,

podemos encontrar un segundo cero aproximado de P aplicando el procedimiento de
Newton-Raphson a Qi(z). Si P es un polinomio de grado N con N ceros reales, este
procedimiento aplicado repetidamente, resultard eventualmente en (N — 2) ceros aproxi-
mados de P y en un factor cuadratico aproximado Qn_2(x). A este nivel, Qn_2(z) =0
puede resolverse por la férmula cuadratica para encontrar los dos tltimos ceros aproxi-
mados de P. Aun cuando este método puede ser usado para encontrar ceros aproximados
de muchos polinomios, depende del uso repetido de aproximaciones y en ocasiones puede
llevar a aproximaciones muy imprecisas. Este procedimiento se llama deflacion. La di-
ficultad de precision de la deflacién se debe al hecho de que, cuando obtenemos los ceros
aproximados de P, el procedimiento de Newton-Raphson se usa en el polinomio reducido
Qr, o sea, el polinomio con la propiedad de que

Un cero aproximado Zx41 de Q) generalmente no aproximara a una raiz de P(x) = 0
tan bien como una raiz de Qx(zr) = 0. La imprecision usualmente es incrementada
conforme k crezca. Una manera de eliminar esta dificultad consiste en usar las ecuaciones
reducidas, esto es, los factores aproximados del polinomio original P, para encontrar
aproximaciones, Tz, I3, ..., L a los ceros de P y luego mejorar estas aproximaciones

aplicando el procedimiento de Newton-Raphson al polinomio original P.

La deflacién se usa con el método de Miiller una vez que se ha determinado una raiz
aproximada. Después de que se ha determinado una aproximacion a la raiz de la ecuacién
deflactada es aconsejable usar, ya sea en el método de Miiller o en el método de Newton,
el polinomio original con esta aproximacién como condicién inicial. Esto asegurard que
la raiz que se estd aproximando sea una solucion de la ecuacién verdadera y no de la
ecuacién deflactada.

La siguiente técnica ha sido sugerida por Wilkinson: una vez encontrada una raiz p,

entonces se considera la funcién

P
T(z) = 2@
r—=p
El método de Newton se aplica entonces a la funciéon T'(z) para dar
T(xn) P'(x,) 1

o o -1
Tntl = Tn T () n [P(acn) xn—p]
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De esta manera uno puede trabajar con el polinomio original P(x) en vez del polinomio
deflactado, reduciendo el error. En general, habiendo encontrado los ceros p1, pa, ..., Ps,
se puede usar la férmula general

Pllz,) ~~ 1 .
Tp+l = Ty — — — .
f [ ; ——

Se ha indicado previamente que el éxito del método de Newton depende frecuente-
mente de la obtencién de una buena aproximacion inicial. Una aproximacion inicial xq
mal escogida puede originar que la sucesién {p, }>2, diverga también por polinomios. Si
el polinomio real P(x) no tiene raices reales, entonces el método de Newton tiene que
diverger para cualquier valor inicial py € R. No hay reglas generales para escoger va-
lores iniciales en el caso de polinomios genéricos, aunque la idea basica para encontrar
ceros aproximados de P es la siguiente: evaluar P en puntos z; para i = 1,2,...,k. Si
P(z;) P(x;) <0, entonces P tiene un cero entre x; y z;. El problema se transforma en
escoger las z; de tal manera que la posibilidad de perder un cambio de signo se minimice,
mientras se mantiene el nimero de las x; razonablemente pequeno. Sin embargo, existe

una regla en el caso en que el polinomio tenga todas las raices reales.

Teorema XII.6

Sea P(z) un polinomio de grado N > 2 con coeficientes reales. Si todas las raices §;
de P(x) son reales y én < én—1 < ... < & < &, entonces el método de Newton lleva a
una sucesion {p, }52, convergente y estrictamente decreciente para cualquier valor inicial
po > &1
Demostracién: sin perder generalidad podemos asumir que P(pg) > 0. Dado que P(z)
no cambia de signo para x > &1, tenemos que P(z) = ag 2V + ... +ay > 0 para = > &1,
y entonces ag > 0. La derivada P’ tiene N — 1 ceros reales «; con (para el Teorema de
Rolle)

Ev<an-1<&nv-1<...<a<&E<ap <&

Dado que P’(x) es de grado N — 1 > 1, éstas son todas las raices, y ademds P’(z) > 0
para x > a1, dado que ag > 0. Usando otra vez el Teorema de Rolle, y recordando que
N > 2, obtenemos:

P'(z)>0 y P"(z)>0 para z>a.

Entonces, P y P’ son funciones convexas para x > «p. Ahora bien, el hecho de que

P(pn)

Pn+1 = Pn — P’(pn) < Dn

Pn > &1 implica que

dado que P’(p,) > 0y P(p,) > 0.
Nos queda por demostrar que p,+1 > &;. Por el Teorema de Taylor tenemos:

0= P(&1) = P(on) + (61 — pu) P () + =20 pirgy)

2
> P(pn) + (61— pn) P'(Pn)
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dado que a1 < & < 0 < p,, implica que P”(d) > 0. De la definicién de p,,+1 se tiene que
P(pn) = Pl<pn) (pn - pn+1). Entonces,

0> P'(pn) (Pn — pns1 +& —pn) = P'(pn) (61 = Pni1)
que implica & — p,11 < 0 dado que P’(p,,) > 0, es decir, pp11 > &;. c.q.d.

3. EL METODO DE BAIRSTOW

Basandose sobre el Teorema XII.5, se puede disenar una divisién sintética que in-
volucre polinomios cuadraticos para factorizar aproximadamente el polinomio, de tal
manera que uno de los términos sea un polinomio cuadratico cuyas raices complejas
sean aproximaciones a las raices del polinomio original. Para introducir la divisién sin-
tetica cuadratica, consideremos el polinomio P(z) de grado N, de la forma (X1I.1),

2

P(x)=ap 2N +a; 2V "1+ ...+ an_1 v +ayn ysea 22 —r x — s un término cuadrético

fijo. Entonces, podemos escribir P(z) de la forma
Pla)=(2® —rz—s) Q@) +u(z—r)+uv, (XII.8)

donde los términos u (z — r) + v costituyen el resto cuando el polinomio P(z) se divide
entre 2 —r x — 5. Asf, Q(z) es un polinomio de grado (N — 2) y se puede representar
como

Q) =by a¥ 2 4+by 2V P+ F by s tby o (XII1.9)

Si ponemos by_1 = u 'y by = v, entonces la ecuacién (X11.8) se puede reescribir como
Plx)= (x> —raz—s) (bo eV 2+b 2V 3+ .. 4 by_sx+by_o)+by_1 (x—7)+by,
que representado en potencias de x tiene la forma
P(z) = bo 2 4 (b —r bo) 2V 71 4 (by — r by — s by) =¥ 2+
o (b =1 by — s b)) 2"+ ..+ (X11.10)
+ (bN—l —rby_g—s bN_g) r+by —rby_1—8bn_2.

Comparando los coeficientes de las potencias z¥ de la ecuacién (XI1.10) con los de la
(XI1I.1), obtenemos los ntimeros by. Las férmulas recursivas son las siguientes:

bo = ag
{bl :a,1—|—7‘ b() (Xllll)
bp =ar +1rbp_1+sb,_o parak=23,...,N .

Cuando se hacen los cédlculos a mano, se construye una nuova tabla para esta division

sintetica cuadratica que tiene la siguiente forma.

ag a1 as as PN ag <o anN_—_9 anN_—1 anN
s s bg s by Sbp_o ... sSby_qg Sby_3 sby_2a
r 7 by r b r by rbp_1 ... rby_3 rby_o T by_1
bo b1 bo b3 b bny_o by_1 by
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Ahora usaremos la division sintetica cuadratica para introducir una técnica, conocida

como el método de Bairstow, que es usada para encontrar un factor cuadratico, del

tipo (2 — r x — s), del polinomio P(x).

Suponemos que empezamos con un factor cuadratico inicial
22 —rgx— s (XI1.12)
y que el polinomio P(z) se pueda expresar como
P(z)= (2 =102 —50) Q(x) +u (x —7r0) +v . (X11.13)

Cuando u y v son pequenos, el polinomio cuadradico (X11.12) esté cerca del factor del

polinomio P(x). Queremos encontrar nuevos valores r1 y s; de manera que
2 —r oz — s (XI1.14)

sea més cerca al factor de P(x) que el polinomio cuadratico inicial (X17.12). Nétese que
uy ven (XII.13) son funciones de r y s, asi que u = u(r,s) y v = v(r,s). Los nuevos
valores r1 y s satisfacen las relaciones

ry =ro+ Ar y s1 =50+ As . (XI1.15)
Los diferenciales de las funciones v y v dan las aproximaciones

v(r1, 1) & v(ro, so) + vr(ro, 50)Ar 4 vs(ro, 50)As (X11.16)
u(r1, 1) = u(ro, so) + ur(ro, s0) Ar + us(ro, s0)As .

Si el polinomio cuadratico (X 17.14) es un factor del polinomio P(x), entonces los nuevos

valores 71 y s; tienen que satisfacer
u(ry,s1) =0 y v(ry,s1) =0. (XI1I.17)

Cuando las cuantidades Ar y As son pequenas, las aproximaciones (X 11.16) se pueden
usar de manera que Ar y As sean la solucién del sistema lineal

0 = v(ro, So) + vr(ro, S0)Ar 4+ v5(70, S0)As |

(XII.18)
0 = u(ro, s0) + ur(ro, So)Ar + us(ro, so)As .

Si se conocen los valores de las derivadas parciales que aparecen en el sistema (X11.18),
entonces Ar y As se pueden calcular usando las formulas de Cramer, y los nuevos valores
de 1 y s1 se obtienen desde las ecuaciones (XII.15). Deduciremos mas adelante las
expresiones de las derivadas parciales; por el momento decimos que estas estan dadas por

Vp = CN_1, Vs = CN_2, Ur = CN_2, Us = CN-3 , (X11.19)
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donde los coeficientes ¢ estan dados por las férmulas recursivas

CQZbQ
{Cl :bl +r Co (XIIQO)
ck =bp+rcg.1+scp_o parak=23,...,N .

Las férmulas (X 11.20) usan los coeficientes by que se habian calculado en las férmulas
recursivas (XII.11). Dado que u(rg,so) = by-1 y v(ro,S0) = by, el sistema lineal
(X 11.18) se puede reescribir como

CN_1AT +cny_o2As= — by,
N N2 Y (XI1.21)
cN_2Ar +cn_3As = —bn_1 .

Usamos ahora las férmulas de Cramer para resolver el sistema (XI1.21). Los determi-

nantes que se necesitan son

D =det [ N1 ON-2 , Dy =det ~by o en-2 , Dy =det CN-1 —bw ,
CN—2 CN-3 —bny_1 cNn-3 cN—2 —bn_1

y los nuevos valores r; y s1 se calculan como

D1 D 2
rr =170+ — y S1 =89+ — . X11.22
D 5 ( )
El proceso iterativo continua hasta que se encontren buenas aproximaciones de r y s. Si
las aproximaciones iniciales rg y sg se escogen pequenas, la iteracion en general converge.
Cuando x ~ 0, las potencias grandes de x en el polinomio P(z), (XII.1), se pueden
trascurar, y tenemos la aproximacion 0 &~ P(z) ~ ay_o 224+ an_1 ¢+ ay. Entonces, las
aproximaciones iniciales podrian ser
an—1 an

ro = — y so = — , (X11.23)
aN-—2 aN-2

siempre que ay_o # 0.

Vamos ahora a derivar las formulas (X171.20). La idea es diferenciar las ecuaciones
(XII.11) con respecto a r y s. Para empezar, nétese que by = ag es una constante, asi que
sus derivadas parciales son cero. Continuando en la lista obtenemos

b,y
%1)0:0, %61:0,
%mzm, %@=%+r%m:m, (XT1.24)
%b2=b1+r 551 %bgzbl—l—r %624—5 %bl
=bi1+71 by, =by+7by .
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Diferenciando el término general en (X17.11) con respecto a r y s, obtenemos

0 0 0

Ebk = O+bk—1 +r Ebk—l +0+s Ebk_g s (X_[125)
Y 0 0 0

%bk—i—l :O—|—0+7" %bk‘f’bk—l + s %bk_l . (X_[126)

Entonces, empezando con las ecuaciones (XII1.24) y usando las (X11.25) y (XI1.26),
sigue que

0 0
—b, = — =0,1,....N . XI11.2
or bk: Os bk:-l—l ’ para k 07 ’ ’ ( 7)

Y si definimos ¢x—;1 el término comin en (XII1.27), entonces, (XII1.25) se puede usar
para mostrar que

Ch—1 = Ebk =bp_1+r Ebkz—l +5 Ebk—Z = (X11.28)
=bp_14+7rcro+ScCr_3.
Un método compacto para el célculo es poner
b_i=b_o=c_1=c_2=0, (X11.29)
by =ar +7rby_1+sby_2 y cx=bp+rcp1+scL_o, (X11.30)
para k=0,1,..., N, como dicho en las formulas (X 11.20).

Cuando se hacen los célculos a mano del método de Bairstow, se construye una

extension de la tabla para la divisién sintetica cuadratica que tiene la siguiente forma.

ao a1 a2 as e aN-—3 aN-—2 aN—1 an
S S bo S bl S bN_5 S bN_4 S bN_g S bN_2
T r bo T b1 T bg r bN_4 r bN_3 T bN_Q T bN—l
bo by bo b3 . bv—3  bn—2  bn_1 by
S S Cp S C1 SCN—5 SCN—4 SCN-3
r T Co T C1 T Co "CN—4 T CN_-3 T CN_—2
Co C1 C2 C3 .. CN-3 CN-2 CN-1

Ejemplo. Dado el polinomio P(z) = z* + 23 + 3 22 + 4 x + 6, usar el método de
Bairstow, empezando con rg = —2.1 y s = —1.9, para encontrar ry, sy, r2, So, ..., l0S
factores cuadréticos y las raices de P(z).

La tabla para calcular r; y s1 es

1.0000 1.0000 3.0000 4.0000 6.0000
s=-19 —1.9000 2.0900 —6.4790
r=-—2.1 —2.1000 2.3100 —7.1610 2.2491

1.0000 —1.1000 3.4100 —1.0710 = b3 1.7701 = by
s=-19 —1.9000 6.0800
r=-21 —2.1000 6.7200 —17.283

1.0000 —3.2000 = ¢1 8.2300 = co —12.274 = c3
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El sistema lineal para Ar y As resultante es entonces

—12.274 Ar +8.2300 As = — 1.7701 ,
8.2300 Ar —3.2000 As = 1.0710 .

Usamos ahora las férmulas de Cramer para resolver este sistema. Los determinantes son
D = —-28.4561, D;=-3.15001, Dy =1.422469 .

Entonces, los nuevos valores 1 y s1 son

—3.15001 1.422469
=214 —-=-1. 282 =—1. —— =-194 19 .
1 + 58 4561 9893028 y  S1 9+ 58 4561 94998819
Otra iteraciéon nos daria ro = —1.99999277 y s = —2.00015098. Las sucesiones convergen
a los valores r = =2 y s = —2, y P(x) tiene la siguiente factorizacién

Plx)=(z*4+22+2) (2> —2+3).
Finalmente, sigue que las cuatro raices complejas son

T12=1x1 y r34 = 0.5 17 1.65831239 .
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